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УДК 556.34:546 
МАССОПЕРЕНОС 

В ВОДОНАСЫЩЕННЫХ ГОРНЫХ ПОРОДАХ 

Алексеев В. С., Коммунар Г. Af., Шержуков Б. С. 

В В Е Д Е Н И Е 

Исследования процессов массопереноса в водонасыщенных 
горных породах занимают центральное место в современных 
проблемах гидрогеологии. Это обусловлено прежде всего акту-
альностью изучения всех аспектов техногенного влияния на гео-
логическую среду, включая прогнозы и техническое обоснование 
инженерных мероприятий по защите подземных вод от загряз* 
нения. Теоретические и методические разработки вопросов мас-
сопереноса получили наибольшее развитие в работах отечест-
венных и зарубежных специалистов за последние 15—20 лет. 
Результаты этих исследований освещены в работах Ф. М. Боче-
вера, Н. Н. Веригина, В. М. Гольдберга, В. А. Мироненко, 
А. Е. Орадовской, А. А. Рошаля, В. Т. Румынина, В. М. Шеста-
кова и др. 

Наиболее полно изучены вопросы фильтрации и массообмена 
в горных породах и грунтах в связи с загрязнением подземных 
вод в горнодобывающих районах [56, 61], при складировании и 
сбросе промышленных, сельскохозяйственных и бытовых отхо-
дов [11, 33, 89], при прогнозах качества подземных вод на во-
дозаборах [9, 32,69]. В монографии [34] загрязнение подземных 
вод рассмотрено в связи с загрязнением других природных 
сред—атмосферного воздуха, поверхностных вод, почв. Гидро-
геологические проблемь ггулирования Качества подземных 

Теория массопереноса применяется в мелиорации и гидро-
технике для расчета процессов растворения, вымыва и кристал-
лизации солей в почвах и грунтах массивов орошения и осно-
ваний гидротехнических сооружений [53]. Сходные теоретиче-
ские модели массопереноса используются также в гидрогеохи-
мических исследованиях процессов метасоматоза [3, 30] и при 
изучении сорбционных процессов в химической технологии [13]. 

В настоящее время с достаточной полнотой разработаны 

вод освещены в работе 
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основы построения моделей массопереноса, методы их аналити-
ческой и численной реализации [48, 49]. Наметился переход от 
рассмотрения гомогенных моделей к гетерогенным структурам 
лород блокового строения и к стратифицированным средам, наи-
более близким к условиям природного залегания [57, 102]. 
Опубликован ряд монографий и обобщающих статей по мето-
дам определения параметров моделей массопереноса в лабора-
ториях и полевых условиях [25, 58—60, 78, 79]. Основы теории 
массопереноса в подземных водах вошли в учебники'для вузов 
155,100] . 

Наиболее полные обзоры, результатов исследования процес-
сов массопереноса в водонасыщенных горных породах и грун-
тах были опубликованы в 1968—1971 гг. [12, 25, 36]; их допол-
нила небольшая работа [66]. Вместе с тем в указанных выше 
монографиях и статьях, особенно в [34, 61] имеется хорошо по-
добранная библиография по исследованиям в СССР и за рубе-
жом. 

Настоящая работа с учетом достаточно полного освещения 
•отдельных вопросов теории массопереноса в опубликованных 
ранее работах не претендует на обобщение всего массива пу-
бликаций. Авторы в пределах выделенного объема попытались 
изложить такой материал, который явился бы дополнением к 
имеющимся исследованиям по весьма широкой проблеме. Срав-
нительно новые и оригинальные результаты представлены более 
детально, состояние вопроса кратко изложено в начале разде-
лов. 

Структура последующего изложения выбрана таким обра-
зом, чтобы на основе комплексного рассмотрения уравнений 
гидродинамики, диффузии и химической кинетики показать дей-
ствие как отдельных факторов теоретической модели массопе-
реноса, так и их совместное проявление. Изучение конвектив-
ного переноса, гидродинамической дисперсии и массообмена 
производится как раздельно, так и в сочетании в более сложных 
моделях. 

1. ОСНОВНЫЕ ПРОЦЕССЫ МАССОПЕРЕНОСА 
В ПОДЗЕМНЫХ ВОДАХ 

И ИХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

В природных условиях процесс движения растворов в горных 
породах и грунтах представляет собой комплекс различных, но 
взаимосвязанных физико-механических и физико-химических 
Процессов. Главными из них являются: 

— фильтрация жидкости (раствора) в породах, сопровож-
дающаяся вытеснением из них пластовой воды (или газа) ; 
в общем случае фильтрация происходит в неоднородных и ани-
зотропных по проницаемости породах, а плотность, вязкость и 
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сжимаемость вытесняющей и пластовой жидкостей различны; 
— конвективная (фильтрационная) диффузия или гидроди-

намическая дисперсия, обусловленная неоднородностью поля 
скоростей фильтрационного потока; релаксация локальных воз-
мущений концентрационного поля происходит под действием 
молекулярной диффузии; в моделях гетерогенных сред с мало-
проницаемыми включениями и застойными зонами молекуляр-
ная диффузия контролирует обмен веществом между ними и 
основным потоком подземных вод; 

— физико-химическое взаимодействие (массообмен) между 
движущимися растворами и породами пласта, а также пласто-
выми жидкостями (сорбция, ионный обмен, растворение и кри-
сталлизация солей, кольматаж и суффозия); сюда включаются 
также гомогенные процессы радиоактивного распада, биологи-
ческой деструкции, комплексообразование и др. 

С целью количественного описания этих процессов целесо-
образно сначала сформулировать обобщенную систему диффе-
ренциальных уравнений массопереноса, а затем выделить из нее 
уравнения и процессы, которые могут исследоваться независи-
мо друг от друга. 

1.1. Обобщенная система дифференциальных уравнений 

Фильтрация растворов в горных породах и грунтах в усло-
виях их физико-химического взаимодействия описывается в об-
щем случае системой уравнений движения [15, ?5] 

k dp .. - V 
~ р I x l ' ( 1 Л > 

у <?(РVp д(пр) 
Zd dxi dt ' (I*2) 
'=1 
P = PoI1 + A P (Р — Po)], 0-3> 
п=п0+ап (р—р0), (1.4) 

и уравнений диффузии и массообмена 

Ui = V i C - D i - ^ - , ( 1 . 5 ) 

з 
V dui dN д (пс) 
£ dt ~~ dt (1.6) 

=*f (с, Nt с*, N*, Кдиф. Тхиы). (1.7) 

F (С*, JV*, Тех)-О: (1.8> 
В этих уравнениях лс,-— декартовы координаты ( i = l , 2, 3,. 

т. е. хг— х; X2=у, xz—z);'p — давление в жидкости; о» — компо-
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ленты скорости фильтрации; и,- — компоненты массовой скоро-
сти ассоциированного жидкостью вещества; с и N—массовые 
концентрации вещества в жидкой и твердой фазах пористой 
среды, с* и N* —- то же в условиях равновесия; |х и р — вязкость 
И плотность жидкости при давлении р; п — пористость; k — 
проницаемость; щ и ро — пористость среды и плотность жидко-
сти при начальном давлении р0; а р и ап — постоянные парамет-
ры сжимаемости жидкости и среды; Di — компоненты коэффи-
циента конвективной диффузии, учитывающего молекулярную 
диффузию и гидродинамическую дисперсию на фронте смеши-
вающегося вытеснения; ^диф и ^хим — параметры, определяющие 
диффузионную и химическую стадии кинетики сорбции. 

Равенства (1.1) — (1.3) представляют собой, соответственно, 
закон Дарси, уравнения неразрывности и состояния жидкости, 
Sx равенство (1.4)—уравнение состояния для пористой среды. 
Наличие в жидкости вещества учитывается параметрами ро и ц, 
отличными от их же значений для чистой жидкости. Для весьма 
больших значений давления р В. Н. Николаевским разработана 
теория нелинейно-упругого режима фильтрации, где параметры 
жидкости и среды (плотность и пористость) связаны с давлени-
ем в жидкости экспоненциальной зависимостью [64]. Однако 
даже при значительных нагрузках на пласт (фиктивное давле-
ние порядка 100 атм) линейные зависимости (1.3) и (1.4) доста-
точно точно аппроксимируют опытные данные. 

Выражения (1.5) и (1.6) являются уравнениями движения 
(закон Фика) и баланса массы вещества, содержащегося в 

жидкости и в твердой фазе. Равенство (1.7) описывает кине-
тику обмена вещества между жидкой и твердой фазами. Усло-
вия протекания процесса предполагаются изотермическими, 
поэтому температура в (1.7) не входит. Уравнение изотермы 
сорбции (1.8) в общем виде записывается в неявной форме и 
содержит константы ^ст. характеризующие условия взаимодей-
ствия веществ в растворе и сорбенте в статических условиях 
равновесия. Обычно рассматриваются изотермы сорбции в виде 
явных функций 

типа линейной изотермы Генри или нелинейных изотерм Ленг-
мюра, Фрейндлиха и др. 

Для коэффициента конвективной диффузии обычно принима-
ется линейная зависимость его от скорости фильтрации вида 

где о—вектор скорости фильтрации; D0-коэффициент моле-
кулярной диффузии в пористой среде; Xi — коэффициент 
дисперсии. 

N = fo(c, Тст) (1.9) 

D 1 = D 0 + * , ? , (1.10) 
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При совмещении вектора скорости с осью Xi, различают ко-
эффициенты продольной и поперечной диффузии 

Dl = Do-^KiVu D2, S=X2,з»ь "(1-Й) 
причем Яг= Аз и, следовательно, Dz=D3 . В последнее время для 
трещиноватых и агрегированных лород применяется более об-
щее выражение для зависимости коэффициента конвективной 
диффузии от скорости потока [48]. 

D1 = D0-ЬМ+б!»2 (1.12) 
Общая система уравнений гидродинамики, диффузии и мас-

сообмена (1.1) — (1.8) содержит 12 уравнений с неизвестными 
р, р, rt, с, N, VIT Ui. Входящие в эту систему плотность жидкости 
ро, вязкость ji, пористость по и проницаемость k вообще говоря 
не являются постоянными, а зависят от концентраций с я N. 
Однако степень этой зависимости резко различна. Так, напри-
мер, при фильтрации водных растворов, эмульсий и суспензий 
малой и средней концентрации (до 60 г/л) плотность их р0 мо-
жет измениться в зависимости от концентрации с до 4%, а 
вязкость ц до 8% (при температуре 10°С). Пористость п0 и про-
ницаемость k зависят от содержания веществ, поглощенных 
твердой фазой N. Вещество в твердой фазе горных пород может 
находиться в форме растворимых кристаллических и аморфны* 
частиц, дисперсно рассеянных в массе практически нераствори-
мого материала (случай так называемого объемного засоления 
пород) или в форме растворимых образований, ранее выпав-
ших в осадок и покрывающих тонкой пленкой поверхность пор 
и трещин породы (случай так называемого поверхностного за-
соления пород). Кроме того, вещество в твёрдой фазе может 
образоваться в результате адсорбции растворенных и осажде-
ния взвешенных и эмульгированных компонентов фильтрующих 
растворов, суспензий и эмульсий. 

Во всех этих случаях величины п и k зависят от N следую-
щим образом 

(1.13) 

а плотность раствора может быть оценена в зависимости от его 
концентрации С по формуле 

p = C + f l - | ) p 0 , (1.14) 

где по—начальная пористость породы; б — плотность сорбиру-
ющегося вещества в твердой фазе; А и Ai—постоянные; d — 
диаметр частиц; So — удельная поверхность пористой среды. 

Если N / 6 ^ 0 , 0 5 По, то изменения проницаемости при ,любых 
значениях п не превысят 15—20%. При указанных ограничениях 
( с ^ 6 0 г/л; N / 6 ^ 0 , 0 5 O0) величины р, ц, п, k могут считаться 
практически независимыми от с и N. В этом случае системы 
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уравнений (1.1) — (1.4) с неизвестными Р, П, р, VI и (1.5) — (1.8) 
с неизвестными с, N, Ui могут рассматриваться независимо друг 
от друга. 

Приведение (1.1) — (1.4) к одному уравнению относительно 
р осуществляется следующим образом. 

Из (1.1) (1.3) и (1.4) находятся производные 

д(риЛ k i d р dp ^ д*р\ k дгр 
= — — - - ^ + Р ^ Т - й Po — dxi ц [ dXi ' д х d x i j ~ ц ™ Oxi' 

Здесь осреднение р и п, а также отбрасывание по малости 
произведения производных р и Р по XI принято аналогично то-
му, как это делает В. Н. Щелкачев [105]. Подставляя получен-
ные выражения в (1.2), получим уравнение упругого режима 
фильтрации в форме 

а Ь р ^ , (1.15) 
Ь h 

г д е р * = T 0 M ^ 0
a P + ( ! - « о И ] ; H = ^ aO = T=V0; 

Tfo=Pog; 
Д — оператор Лапласа; ^0 — удельный вес жидкости; —ко-
эффициент фильтрации; ао — коэффициент уплотнения, опреде-
ляемый в одометре; /ге=ре/уо — естественный напор в водонос-
ном пласте; —естественная упругоемкость пласта, равная 
объему жидкости, выделяющемуся из единицы объема пласта 
при снижении напора на величину he. 

В системе (1.5) — (1.8) следует исключить VI и Щ, чтобы по-
лучить для функций с, с* я N три уравнения, причем входящее 
в них давление Р будет уже известной функцией времени и ко-
ординат, определенной из (1.15). Если принять дополнительно 
направление скорости фильтрации совпадающим с осью хи что 
можно сделать для линейного фильтрационного потока, то урав-
нение (1.5) с учетом (1.10) и (1.11) примет вид: 

U1 = ^ i C - ( D 0 - I r M 1 ) (1.16) 

Подстановка этого выражения в (1.6) дает уравнение для 
случая линейного потока при неустановившейся фильтрации 

d (vic) г» дгс \ dvt ^c • Lie, , — Л дх, ^ 0 дх? Л1 дху ' дх, 

- " . 2 ^ ¾ + ¾ + - 4 ¾ 3 - = ° . с - 1 7 ) 

которое должно решаться совместно с уравнением (1.15). 
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Наибольший интерес представляют одномерные случаи, ко; 

торые при M=Mo=Const могут быть сформулированы в виде 
объединенных уравнений движения и сохранения массы для: 

— линейного потока 

• ^ - Е Ь ^ - т г - . З - . < , Л 8 1 

осесимметричного потока 
1 д (гП д с \ 1 д д М —Я ~ Й 191 
7 T r \rD 5 T j - 7 —г  

центрально-симметричного потока 
1 д ( г * п д с ) 1 a ^ c * — /1201 -W JF \r D Sf J —дг W-ftO Tt-

Дальнейшее упрощение (1.18) — (1.20) возможно для усло-
вий несжимаемых жидкости и пористой среды (Ap=O), а так-
же для сжимаемых жидкости и среды при установившейся 
фильтрации (dp/dt^O). Приближенно можно считать Ap=O 
и для квазистационарной фильтрации, при которой пьезометри-
ческие поверхности, изменяясь во времени, сохраняют ту же 
геометрическую форму, что и в условиях установившейся филь-
трации. 

Перенос растворенных веществ в напорном потоке с учетом 
перетока через породы подошвы и кровли пласта описывается 
уравнением [29]: 

0 -2 ! ) 

Здесь D, Di,2 — коэффициенты диффузии веществ в основ-
ном пласте и в породах кровли и подошвы пласта; Zk.n — коор-
динаты кровли и подошвы пласта; т — его мощность; UЬ2-=-
скорости перетекания раствора через кровлю и подошву пла-
ста. 

При Ui,2>0 будет с', Ctt=Cy а при Ui,2<0 соответственно Ct= 
=zCk и Cft=Cfly где Ch и сп — концентрации веществ в соседних 
пластах. Для безнапорного потока в уравнении (1.21) следует 
принять Ui=е, m=hs, D,==0, где е - - скорость инфильтрации, 
h, — средняя глубина безнапорного потока. 

Для всех указанных выше случаев можно получить более 
общие уравнения диффузии и массообмена, если перейти от де-
картовых кооординат к криволинейным и, в частности, для 
плоской задачи к системе эквипотенциали — линии тока. Такой 
прием использовался С. Н. Нумеровым и А. Н. Патрашевым 
[73] в случае, когда коэффициент диффузии не зависит от ско-
рости фильтрации. В случае линейной зависимости коэффици-
ента диффузии от скорости вывод дифференциального YDав-
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нения в криволинейной системе координат эквипотенциали — 
линии тока выполнен В. Н. Николаевским [36]. Дополняя эти 
результаты членом, учитывающим массообмен, и вводя для 
удобства приведенные значения потенциала скорости фильтра-
ции <рг=<р/& и функции тока г | э г = г | п о л у ч а е м 

V1 Г д I ~ дс \ , д ( ~ дс \ , дс 1 dN дс ,л ооч 

^ r L ¥ Г ' Ш + Wr [ ° 2 J —дГ=п»-Ш' 0 ' 2 ¾ 

Здесь v = v {ifг, ^ r ) определяется из решения гидродинамичес-
кой задачи установившейся фильтрации. Таким образом (1.22) 
является линейным уравнением второго порядка с переменными 
коэффициентами v, Di и D2. 

1.2. Уравнения равновесия и кинетики массообмена 

Соотношение между концентрациями вещества в растворе 
и на твердой фазе при продолжительной фильтрации в усло-
виях равновесия определяется уравнением изотермы сорбции 
или ионного обмена. При физической адсорбции уравнение 
(1.8) в достаточно общей форме принимается в виде нелиней-
ной изотермы Ленгмюра 

^ r ^ т т п * > (1-23) 
где С* и N* — равновесные концентрации вещества в растворе 
и на сорбенте, N0 — емкость поглощения сорбента, L — конс-
танта Ленгмюра. 

При малых значениях с* величина адсорбции прямо про-
порциональна концентрации, а при очень больших соответству-
ет насыщению адсорбента. В первом случае, наиболее часто 
применяемом при исследованиях физико-химического взаимо-
действия подземных вод с вмещающими их породами, имеет 
место линейная изотерма Генри 

JV* = L N 0 C * = Г с * (1.24) 

где Г — постоянная Генри, а — коэффициент распределения. 
Д л я описания взаимозависимой адсорбции на породе из 

многокомпонентных растворов при неизменной полной сорбци-
онной емкости породы N0 изотерма (1.23) обобщается следую-
щим образом 

ffi-= LjlCl* = 1 , 2 , 3 , . . . у), (1.25) 
1 + ^LiCi* 

1 

где / — число компонентов смеси. 
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В процессах ионообменной сорбции в простейшем случае 
участвуют два компонента — ион адсорбируемый и ион вытес-
няемый. Сорбция разновалентных ионов описывается уравне-
нием Никольского—Keppa 

ф г = * . . ф - <»•*> 

Здесь П] и П2 — валентности ионов. Константа обмена 
дает количественную характеристику адсорбируемости одного 
иона по сравнению с другим. При обмене одновалентных ио-
нов п\=П2~\ в случае k\,2<.\ второй ион имеет большую ад-
сорбируемость — реализуется выпуклая изотерма Ленгмюра, 
в случае fei,2=l адсорбируемость обоих ионов одинакова — ли-
нейная изотерма Генри, в случае fei,2>> 1 — второй ион имеет 
меньшую адсорбируемость — вогнутая изотерма. 

В исследованиях равновесной адсорбции фосфатов и суль-
фатов на грунтах [142, 231] используется также нелинейная 
изотерма Фрейндлиха 

N*=kc**, (1.27) 
в которой k и P — константы. 

Многие породы способны изменять свои физико-механичес-
кие свойства при соответствующих изменениях концентрации 
порового раствора. Так в глинистых и торфяных грунтах под 
действием ионообменных процессов появляется способность к 
коагуляции (или пептизации), что немедленно вызывает эф-
фекты повышения (или понижения) водопроницаемости. Зна-
чительные изменения происходят также при растворений и кри-
сталлизации солей. Изучению таких процессов посвящены, на-
пример, работы В. М. Гольдберга [32, 33]. 

Вид уравнения кинетики массообмена (1.7) определяется 
в зависимости от того, какая стадия гетерогенного процесса 
является лимитирующей. Здесь существует несколько точек 
зрения. Одни авторы считают, что скорость адсорбционного 
процесса определяется скоростью внешней диффузии, т. е. 
транспортом реагирующих веществ к поверхности реакции и 
обратным движением ее продуктов. Другие исходят из предпо-
ложения, что кинетика адсорбции определяется скоростью 
внутренней диффузии, т. е. медленным выравниванием концен-
трации внутри частиц пород. По мнению третьих, процесс ли-
митируется непосредственно скоростью реакций (кинетическая 
стадия). 

Ввиду невозможности построения единой обобщающей мо-
дели процесса массообмена, обычно рассматривается ряд фе-
номенологических уравнений кинетики. Приведенная нцже 
сводка таких уравнений включает 'в себя -большую часть из 
обсуждавшихся различными исследователями. 
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Необратимая реакция второго порядка. 
Предполагается, что при контакте с горными породами ве-

щество А, растворенное в воде, реагирует с компонентом Bt  
находящимся на поверхности среды, образуя нерастворимое 
соединение AB. 

Обозначив концентрации А и ABf соответственно, через с и 
Nf будем иметь следующее уравнение кинетики: 

™=V(N0-N) Cf (1.28) 

где No — концентрация активного компонента породы до на-
чала реакции; k' — константа скорости реакции. 

Уравнение, кинетики (1.28) широко используется на практи-
ке для описания различных физико-химических процессов: ад-
сорбции и ионного обмена, протекающих по биомолекулярному 
закону {13, 74], осаждения и адгезии взвеси в пористой среде 
[54, 104, 157], очистки воды от нефти [23] и других [36]. 

Обратимая реакция первого порядка 
Стехиометрическое уравнение такой реакции имеет вид 

ft. 
A^ В, 

а уравнение кинетики записывается следующим образом 
d ^ = I h N f l C - I i 2 N y (1.29) 

где —константы екорости прямой и обратной реакции и 
при этом k p = k i / k 2 — константа равновесия. 

Уравнение кинетики (1.29) применялось для описания ион-
ного обмена [13, 74], фильтрационного осветления малоконцен-
трированных суспензий [54, 104] и ряда других процессов. 

Обратимая реакция второго порядка. 
Предполагается, что вещество А при адсорбции на горных 

породах не образует прочных соединений с веществом В и по-
этому стехиометрическое уравнение реакции записывается в. 
Виде: 

А-\-B^iAB, 
kt 

а уравнение кинетики дается в форме 

(1.30) 
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Когда обмен определяется скоростями двух противоположно 
направленных реакций второго порядка, уравнение кинетики 
имеет вид: 

^ = k,(N0—N)c-k2' {c0-c)N. (1.31) 

Для реакций, рассмотренных выше, может быть формально 
выписано единое обобщенное уравнение кинетики: 

d-£ = 4 { N 0 - k * N ) c - W , (1.32) 

где у, k* и P — константы, определяемые по табл. 1 
Таблица 1 

Выражения для v, к* и P 

Тип реакции Y к* р 
Уравнение 
кинетики 

Необратимая второго 
порядка к' 1 0 (1.28) 

Обратимая первого 
порядка « 1 0 Кг (1.29) 

Обратимая второго 
порядка KtJ Kt

rC9 (1.30) 

Рассмотренные выше уравнения кинетики, естественно, не 
отражают полный перечень встречающихся на практике гетеро-
генных реакций. Так, например, если учитывать взаимодейст-
вие адсорбированных молекул друг с другом, то уравнение ки-
нетики имеет вид 

(1.33) 

где cp(JV)—некоторая функция, отражающая влияние на ско-
рость реакции наличие «свободных мест» на поверхности сре-
ды. 

Вид функции <р (N) в значительной мере определяется сово-
купностью процессов, протекающих на поверхности среды. С 
этой точки зрения показательными являются результаты иссле-
дований по адгезии и росту агрегата, в коллоидных частицах 
при фильтровании суспензий (аэрозолей). На начальной стадии 
процесса (см. табл. 2) здесь в результате модификации по-
верхности среды с ростом N наблюдается увеличение скорости 
реакции; затем по мере дальнейшего накопления вещества в 
твердой фазе, скорость реакции стабилизируется и начинает 
снижаться. График Kp(W) показан на рис. 1. 
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Вид функции ф (N) 

Таблица 2 

Стадия процесса Ф (N) Автор 

Начальная {РЛРгЩ. Т. Ивасаки [158] 
Jl. В. Радушкевич [72] 

Переходная К. Айвес [157] 

Завершающая Ю. М. Шехтман [104] 

P i_5—экспериментальные константы. 

0,01 0,02 0,03 O1Of N 

Рис. 1. График функции qp (N) 

1.2.2. Диффузионная кинетика массообмена 

Рассмотрим наиболее общий случай диффузионного погло-
щения вещества горными породами. Для простоты положим, 
что пористая среда представлена частицами (конгломератами 
или блоками) с условным радиусом г а и при этом последние 
имеют микропористое строение. Ясно, что в этом случае важен 
учет не только диффузионного подвода вещества к поверхности 
отдельных частиц, но также и его отток в их внутрипоровое 
пространство. 

Скорость поглощения (адсорбции) вещества из водной фа-
зы частицами грунта определяется уравнением 

dJi^aD д* (г, Q 
dt Ua дг (1.34) 

где © — удельная поверхность пористой среды (© = 3(1—п0)/ 
/rd), Da—коэффициент диффузии вещества во внутрипоровом 
пространстве частиц; b(r,t) — локальная концентрация сорби-
руемого в частицах вещества. 
14 



Распределение b(r, t) устанавливается из решения следую-
щей задачи: 

Ь (г, 0 ) - 0 , (1.36) 

d b j r ' *> I = 0 , (1.37) дг Ir=O ' 
D« 2 ^ F j l L r f

e I I f i - * 1 •~по)с*\> b(r,t)lr-rd=rc*, (1.38) 

где у — константа внешнедиффузионного массообмена; Г —1 

постоянная изотермы Генри. 
При 7~>оо процесс поглощения вещества всецело контро-

лируется диффузией в объеме частиц грунта. В этом случае 
вместо граничногоусловия (1.38) следует записать 

b ( r , t ) \ ^ r d = r c ( t ) . (1.39) 

Второй предельный случай вытекает из (1.35) — (1.38) при 
условии, что Da-^oo (стадия внешнедиффузионной кинетики). 
При усреднении b (г, t) по объему частиц 

и 

- г S Ь (г, t)r4r 
о 

вместо ( 1 .35 ) - (1 .38 ) имеем 

Тогда, с учетом того, что iV(£) = ( l — n 0 ) b ( t ) , уравнение кинети-
ки (1.34) записывается в виде 

По форме это уравнение кинетики совпадает с (1-29), если 
принять y—ki и y/r=k2. 

Случай внешнедиффузионного растворения солей был впер-
вые рассмотрен в работах Н. Н. Веригина [15, 16]. Предложен-
ное им уравнение кинетики имеет вид 

TiT=- - T p ( C - - C ) (1.40) 

где Cm — предельная растворимость солей в воде; а — показа-
тель степени, принимающий значение: 0 — при поверхностном 
и 0,5 — при объемном (дисперсном) распределении солей. 
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1.3. Параметры уравнений массопереноса 

В практике гидрогеологических исследований многофактор-
йые модели массопереноса в подземных водах, включающие не-
линейные уравнения равновесия и кинетики взаимодействия 
жидкой и твердой фаз, не нашли в настоящее время приме-
нения из-за чрезвычайной сложности определения соответ-
ствующих параметров. Обычно наиболее сложной моделью 
массопереноса является фильтрация растворов с учетом про-
цессов гидродинамической Дисперсии и линейной обратимой 
кинетики массообмена. В этом случае наряду с геофильтраци-
онными параметрами, насыщающими уравнения движения 
растворов в горных породах, в модель массопереноса включа-
ются гидрогеохимические параметры, приведенные в табл. 3. 

Таблица 3 

Основные гидрогеохимические параметры 

Наименование Обозначе-
ние 

Размер-
ность 

Соотношение между 
параметрами 

Коэффициент молекулярной 
диффузии D0 Ma /С 

Коэф фициент гидродинамичес-
Dt M2/с Dr-IiV кой дисперсии Dt M2/с Dr-IiV 

Коэффициент конвективной d=D0+Dt диффузии D Ma /С d=D0+Dt 

Параметр гидродинамической 
h 

Di-Dn  Я-— 0 
дисперсии h M "jI V 

Постоянная линейной изотермы Г — r = J V 0 / n 0 c 0 

Массоемкость п — п = л 0 (1+Г) 
Константа скорости адсорбции 

C-I 

п = л 0 (1+Г) 

или десорбции У C-I 
Константа скорости растворе-

C-I ния или кристаллизации VP C-I 

Условные обозначения: C0 и N0 —разновесные концентрации вещества в жидкой и 
твердой фазах породы, кг/м*; г»—скорость фильтрации, м/с; я0—пористость i=l,2,3—основные 
напоавления коооаинатной системы 

Методы определения гидрогеохимических параметров, осо-
бенно коэффициентов дисперсии, за последние 25—30 лет пре-
терпели значительную эволюцию. Первые представления о ко-
эффициенте конвективной диффузии, основанные в основном на 
лабораторных экспериментах, изложены в обзорах [25, 36, 187, 
188]. Численные его значения, полученные до 1975 г. обобще-
ны, в частности, в работе [29]. Как показывает анализ работ, 
посвященных лабораторным исследованиям гидродинамической 
дисперсии и опубликованных позднее (см. табл. 4), представ-
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Таблица 4 
Значения параметров продольной Я, и поперечной X2 гидродинамической 

дисперсии пород по данным лабораторных исследований 

Порода Я,,, см X1, см Литературный 
источник 

Песок однородный 

Песок разнородный 
Суглинок 
Песчаник 
Гранит выветрелый 

0 , 0 3 - 3 , 5 

1 . 0 - 1 2 . 7 
0 , 0 4 - 1 1 , 2 
0,18—120 
0,5—2.0 

0,002—1,3 

0 . 6 - 1 . 3 

[147, 207. 208, 
209,211, 214, 228] 

[160, 208] 

[225] 
[225] 

ления о масштабе параметров дисперсии изменились мало. 
Их значения лежат в пределах от долей сантиметра до десят-
ков сантиметров, возрастая в основном в неоднородных поро-
дах [33]. 

В лабораторных моделях предпринимались попытки изуче-
ния влияния на процесс гидродисперсии анизотропии пород 
[207], их слоистой и блоковой неоднородности [208]. Для грун-
тов различного фракционного состава подтверждена линейная 
зависимость коэффициента гидродинамической дисперсии D г 
от скорости фильтрации [224]. Установлено, что вертикальная 
плотностная стратификация подземных вод приводит к увели-
чению параметра поперечной дисперсии [161]. 

В последнее время значительно выросло число работ, в ко-
торых опубликованы результаты экспериментальных исследо-
ваний процессов гидродинамической дисперсии в полевых усло-
виях. Из этих исследований установлено несоответствие чис-
ленных значений параметров дисперсии, получаемых в лабора-
торных и полевых условиях. В последнем случае значения Xi 
и X2 оказываются большими на 2—3 порядка, что объясняется 
главным образом влиянием гетерогенности пород в естествен-
ном залегании. 

Зависимость параметров дисперсии от размеров зоны опро-
бования пород (средних расстояний переноса) может быть уч-
тена применением различных методов экспериментального ис-
следования для разных масштабов переноса загрязнений (ин-
дикаторов). Ж . Фрид [89] выделяет с этой целью: 

— локальный масштаб от 2 до 4 м; 
— средний масштаб от 4 до 20 м; 
— крупный масштаб от 20 до 100 м; 
— региональный масштаб более 100 м (до нескольких ки-

лометров). 
Указанным масштабам ставятся в соответствие методы ин-

дикаторного опробования — одно- и двухскважинный, кустовой 
и др. Для регионального масштаба применяются, в основном, 
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методы естественных индикаторов, режимных наблюдений и 
решений обратных задач по данным моделирования. 

Полученные "разными исследователями результаты представ-
лены в табл. 5 и 6. При этом использованы лишь два характер-

Г а ^ н ч я 5 

Значения параметров продольной Xt и поперечной X2  
дисперсии по данным полевых исследований в локальном масштабе 

Породы 
Способ 
иссле-

дования 

Расстояние 
Между 

скважина-
ми, M 

Я.1 м Яг, M 

Песка однородные 
разной крупности I 0,75—11 0,0125—0.08 0,0005—0,03 разной крупности 

I 6.5 0,02—0,26 — 

» I 2—8 0,012—0,024 — 

» I 5—40 0,016 — 

» К 50 0,0083 0.0039 
» к 4—87 0,04—0,22 — 

» 2с 38,3 0,062—0,15 0,013—0.05 
» Ic 4,8 0,18 — 

» H 80 0,36 0,039 
Песчано-гравелистые 

0,36 

аллювиальные отло-
жения I 1,5—3,0 0,03—0,05 — 

» К 45—150 0,009—0,25 — 

» 2с — 0,5 — 

» К 11—160 1.0 0,1 
» I 13—32,5 0,85—2,38 
» К 7,6—16,8 0,16—0,8 — 

» I 13 1—2,7 — 

» I 65 1,2—2,2 — 

» к 5—14 0,18—0,81 0,015—1.52 
» Ic — 5 - 8 0,015—14,5 
» 2с 9 6 ,9 — 

» / — 12,0 4.0 
» 2с 6 .4 15,2 — 

Песча но-глинистые 
неоднородные отло-
жения К 4.3—87 0,31—4,3 — 

» I 65 9,1 1.8 
Песчаник Ic 4,85 0,23 
Трещиноватый мел 2с 8 1,0—3,1 — 

» — — 11-50 — 

» Ic 20 0,5 
Трещиноватые гнейсы К 10.6 1.4 — 

Трещиноватые доло-
миты и известняки 2с 38—55 38,1 — 

» 2с 22 44—110 — 

Литера-
турный 

источник 

[2131 
184} 
177 J 
220J 
1781 
1991 
1551 
1691 
1251 

[180} 
[2] 
[192] 
[227] 
[1671 
[149] 
[1861 
[129} 
[37] 
[126} 
[200] 
[126\ 
[1971 

199} 
mJ 
169] 
156] 
117] 
131] 
181} 

[112] 
[164] 

Индексы способов проведения опытных работ; К— кустовое опробование с запуском 
индикатора в центральную или наблюдательную скважины; Ic и 2с—одно и двухскважинные-
опыты; /—запуск н регистрация индикатора в естественном геотоке; / /—режимные наблюде-
ния. 
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Таблица S 

Значения параметров дисперсии X1 н отношений X2Ik1  
по данным полевых режимных наблюдений и модёлирования 

в региональном масштабе 

Породы Тип 
модели* 

Характерный 
размер, и Пористость Xi, м Л2/Л1 

Литера-
турный 
источник 

Песчано-гравийные 
отложения 2р 700—1000 0.35 10.54 — . [127] 

» Ip 3500 — 6—460 — 197 
» Ip 600—1000 0,2 12 0,33 159 
» Ip 800 — 15 0.067 221 
» П 660—1320 0,2 30.5 ; о . з 126 
» З р — 0,05—0,2 80—200 0.1 126 
» » 305 0.4 61 0 .3 163 
» п 3 0 0 0 — 81.3 0.01 1 4 3 

Ледниковые отло-
жения (валунная 
глина, сланцы) 2р 7 9 0,001— 3 - 6 . 1 0 .2 [2051 глина, сланцы) 2р 

0,053 
Пески с глинисты-

ми прослоями З р 200 0,35 5 0 .2 [216] 
Ледниковые отло-

жения П 1300 0,35 21.3 0,2 [1931, 
Известняки и из-

вестковистые пес-
чаники а Р 610 0,25 6.7 0.1 [2061 

Трещиноватые ба-
п 640 0,1 91 1.5 зальты п 640 0,1 91 1.5 [196] 

» п • » 0.1 91 1.0 139] 
» п — — 30.5 0.6 107] 

* Типы моделей: П—плановая; Ip1 2р и Зр—одноразмерная линейная; двухразмерная п р о -
фильная и трехразмерная . 

ных масштаба: локальный до 100 м и региональный—как 
правило более 300—500 м. Значения параметров для этих мас-
штабов отличаются примерно на порядок. При этом для тре>. 
щиноватых и неоднородных песчаноглинистых пород значения 
параметров дисперсии по данным опытов в локальном масшта-
бе близки к значениям, полученным в региональном масштабе. 
Зависимость значений параметра продольной дисперсии от мас-
штаба исследований представлена также на рис. 2, приведен-
ном Л. Гелхаром в работе [132]. 

По параметрам массообмена имеется существенно меньшее 
количество экспериментальных данных. В основном определя-
ются значения коэффициентов распределения или постоянных 
линейной изотермы Г. Единичные сведения имеются по значе-
ниям констант скорости адсорбции или ионного обмена v. Та-
кое положение характерно для сравнительно новой в гидрогео-
логии области изучения физико-химического взаимодействия й 
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Рис. 2. Зависимость значений параметра продольной дисперсии 
от масштаба исследований по данным Л. Гелхара 

трансформации растворенных в подземных водах веществ с 
горными породами и грунтами. 

Представление о масштабах значений постоянной линейной 
изотермы дает табл. 7*. Дополнительно к приведенным в таб-
лице данным можно отметить результаты определения значе-
ний постоянной Г в полевых условиях для сорбции микроком-
понентов Cs и Sr на скальных трещиноватых породах |]222], 
лредставленные в табл. 8. 

Обращает на себя внимание различие постоянных Г, полу-
ченных по данным лабораторных исследований в статических 
Ч динамических условиях. Последние на порядок и более мень-
ше. Такая же тенденция имеется в данных натурных исследо-
ваний, которые близки, однако, к значениям динамических опы-
тов. 

Некоторые значения 'констант скорости адсорбции у приве-
дены в табл. 9. Здесь также отмечается значительный рост 
у для опытов, проведенных в статических условиях. 

* Сводка параметров массообмена составлена с участием Н. К. Голова 
новой. 
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Таблица T 

Значения постоянной линейной изотермы Г 

Кальций 
Сульфаты 
Фосфаты 

Фториды 
Некаль 

ПАВ 
Фенол 

Таловые мыла 
Цинк 

Медь 

Марганец 

Свинец 

Кадмий 

Кобальт 

Цезий 

Стронций 

Почва 
Песчаная 
Пески 
Суглинки 
Пески 
Супеси 

ПесОк 
Суглинок 

Суглинок 
Песок 
Супесь 
Тонкозернистый песок » 
Песок 

» 
Супесь 
Песок 

% 
Почва 
Песок 

» 
Супесь 
Почва 
Песок 
Почва 
Песок 
Супесь 
Песок 

» 
Песок 

ЛД 
ЛД 
лс 
лс 
лс 
лс 
ЛД 
H 

лс 
лс 
ЛД 
лс 
лс 
лс 
ЛД « 
ЛД 
лс 
л с 
ЛД 
лс 
лс 

лс 
ЛД 
лс 
лд 
лс 
лс 
H 
лс 
H 

лд 

6-100 
0.36 

0.07—1.25 
1,43—10 
0 . 1 - 0 , 4 7 

8,0 
0,08 

0,05—0,2 
0.05—0,14 

1,0 
0 ,5 

1 . 4 - 3 , 3 
6,0 

82 
7 ,0 

0,03—0,05 
12,3—12.9 

49—294 
240—1100 
3.7—3.9 
20—63 
21—37 
17,3 
19—74 

141—453 
300—1000 
25—100 
20—38 
27—126 

200—630 
5 3 - 5 2 3 

100 
4—19 

1 .75 -145 

ЬУ1 
.671 
• 671 
,671 

166 
[231 

"69 
69] 
69] 

65. 67] 
65, 
65, 

751 
39 
39 
69 
86 
86 
86] 
67 

86, 871 
86,87V 
86. 871 
86, 871 
86,871 
[2231 

87 
87 
87 
66 
87 

[223 
Г871 
[87 

[222 ; 
[691 

1222 
[11 

* Индексация методов определений: Л С и ЛД—лабораторные определения в статистичес-
ких и динамических условиях; Н—натурные наблюдения 

Таблица 8 

Значения постояшюй линейной йзотермы Г, мл/г 
по данным полевых исследований 

Порода 
Сорбируемый компонент 

Порода 
• Cs Sr 

Гранит 
Известняк 
Базальт 

34 
13.5 

792—9520 

1,7 
0,2 

16—135 
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Таблица 9 

Значения констант скорости адсорбции Y 

V. 1/сут 
Литера-

Сорбируемый компонент Порода V. 1/сут турный Сорбируемый компонент 
источник 

Zn t+, ZnCl4- Песок тонкозер- 4,08 [86] 
нистый 

Cu8+, CuCl+ » 0,96 [86] 
Mn*+ » 6,24 186] 
Ca", Sr99

t Cs 1 " Песок 24—240 [И] Ca", Sr99
t Cs 1 " 

3840—4584* 
[И] 

Некаль » 120 [65] 
Нефть » 1680—6480 [9] 

* В числителе—Данные,статических, в знаменателе—динамических опытов. 

1.4. Модель !массопереноса в неоднородных пластах 

Предположений об однородности врдовмещающих пород 
является в достаточной мере условным и далеко не всегда реа-
лизуется ( на практике. Об этом свидетельствует тот факт, что 
значения параметров дисперсии, найденные в полевых усло-
виях см ; таЬл.'Й и 16) , во MiHoro (порою в десятки и сотни) раз 
превышают 'лабораторные. Одной из причин такого несоот-
ветствия является то, что в большинстве случаев горные йорй-
дь! име^т в Достаточной мере нерегулярную структуру и по-
току при движении. подземных вод поле локальных скоростей 
(и концентраций) оказывается неоднородным. 

Вопрос о применимости уравнения конвективной диффузии 
для описания! процессов массопереноса = в неоднородных пла-
стах обсуждался в работах [48, 79, 89]. Показано, что это ока-
зывается возможным при условии, когда масштаб макрострук-
туры достаточно мал по сравнению с характерным размером 
'(например, размерЬм зоны опробования) исследуемой водонос-
ной толщи и допустимо усреднение-как зарождающегося в про-
цессе фильтрации поля случайных скоростей, так и поля ло-
кальных концентраций. 

Результаты численного моделирования конвективного пере-
носа в неоднородных средах приведены в работах Д. Варрена, 
Ф. Скиба [229] и Ф. Шварца [204]. В первой рассматривается 
горизонтально-слоистая толща; во второй анализируется слу-
чай неупорядоченной неоднородности.: Используя метод Монте-
Карло этим исследователям удалось показать, что в таких ус-
ловиях расчетный параметр макродисперсии не остается по-
стоянным; он изменяется во времен^ по мере продвижения 
фронта поршневого вытеснения. 
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Дальнейшее развитие статистический подход, но уже в 
рамках функционального описания, получил в работах [Qlv 120, 
134]. Так, JT. Гелхар [134] подробно описывает метод усред-
нения уравнения . массопереноса ,.в горизонтально-слоистой 
среде в предположении, что флуктуации коэффициента фильт-
рации представлены однородным случайным полем.,,При этом 
было получено одномерное дисперсионное уравнение относи-
тельно средней по сечению концентрации, в котором параметр 
макродисперсии является функцией статистических характери-
стик среды.. На начальной стадии процесса он зависит от ва-
риации коэффициента фильтрации среды в пределах разреза И 
увеличивается пропорционально квадрату средней скорости 
ш т о к а и времени; при очень больших временах значения пара-
метра дисперсии стабилизируется и он оказывается всецело за-
висящим от условий массообмена между слоями. При решении 
усредненного дисперсионного уравнения, считая, что началь-
ный период является кратковременным, JI. Гелхар [134] ис-
пользует асимптотическое выражение для коэффициента дис-
персии. Аналогичного рода асимптотические зависимости, так-
ж е полученные на основе статистического подхода, приводят-
ся в работах Г. Масерона [114], Г. Дегана [120] и других ав-
торов [79]. 

В рамках детерминированных моделей массоперенос в не-
однородном пласте исследовался А. Меркадо [175], С. Марле 
[171] и Ж . Фридом [89]. В частности, в {89, 171] был проана-
лизирован случай горизонтально-слоистого пласта и найдено 
выражение для параметра макродисперсии при малых време-
нах процесса. В работе С. Марле [171] рассматривался двух-
слойный пласт, когда каждый из слоев характеризуется соб-
ственным значением коэффициента фильтрации и пористостью. 
Работа [171] интересна в том отношении, что в ней впервые 
была изложена методика применения статистических моментов 
для вычисления параметра макродисперсии. Показано, что при 
наступлении асимптотического режима массопереноса он ока-
зывается зависящим от значений мощности Отдельных слоев, 
их пористости, скоростей фильтрации и условий массообме^ 
на. В дальнейшем процедура лримёнёния статистических мо-
ментов для усреднения локально неоднородного уравнения 
конвективного переноса была развита в серии работ О. Геве-
•на, Ф. Молза и Дж. Мелвйла [144, 155, 179]. Ими Исследовал-
ся характер изменения во времени коэффициента мЯкродиспер-
сии при движении подземных вод в стратифицированном (го-
ризонтально-слоистом пласте) при априори заданном законе 
распределения пр.оницаемости в пределах разреза. Оценки ста-
дийности процесса массопереноса и полученные в [179] функ-
циональные зависимости для D удовлетворительно согласуют 
ся с результатами статистического анализа Гелхара [1341 
Л . А. Рошаля [79] и других. 
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Математическая модель массопереноса в горизонтально-
слоистом Пласте. 

1.4.1. Усреднение уравнения массопереноса 

Рассмотри^ задачу переноса динамически нейтральной примеси 
в горизонтально-Слоистом пласте (рис. 3) ограниченной мощнос-
ти nit для которого известно распределение коэффициента 

фильтрации kz в пределах разреза и A = m~l J k^dz, где k — 
о 

среднее значение коэффициента фильтрации пласта; флуктуа-
цией пористости будем пренебрегать, считая л<>= const. Фильт-

рация в таких условиях [9] сопровождается образованием 
концентрационных «языков». При этом в тех слоях, где k z > k 
фронт продвижения индикатора опережает фронт поршневого 
вытеснения (который перемещается со средней скоростью по-
тока), а в слоях, где k z < k отмечается, наоборот, отставание 
фронта продвижения индикатора. Это обусловливает возник-
новение градиентов концентрации в направлении нормальном 
потоку и, естественно, активизируется массообмен между слоя-
ми с различной водопроводимостью. 

При пренебрежении молекулярной диффузией и микродис-
персией вдоль потока исходное уравнение записывается в 
виде 

т 

г 
/ / / / / / / / / / ^ 

Рис. 3. Расчетная схема массопереноса в слоистом пласте 

t 

(1.41) 
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где с*(х, z, /) —локальная концентрация индикатбра в точке 
х, z в момент времени t; V1 — локальная скорость фильтрации 
в сечении z, равная kzJ ( / — градиент напора); D2-коэффи-
циент поперечной дисперсии. 

При импульсном вводе индикатора в точке лг=0 в момент 
времени t=0 условия для решения уравнения (1.41) задаются 
в форме 

с* (JC, 2, 0)=C 0 X 0 ' 6 (*), (1.42) 
дс*(х, 0, t) дс*(х, т, t) ~ ^ 

dz dz ' V • / 
С* ( - оо , z , t)=*c* ( oo, г , /)==0, (1.44) 

где Со — исходная концентрация вводимого в пласт индикато-
ра; X0' — бесконечно малая толщина слоя оторочки; 6(х) — 
дельта функция Дирака . 

При условии, что массообмен между слоями осуществляет-
ся лишь посредством молекулярной диффузии D2=D0 задача 
(1.41—1.44) оказывается аналогичной задаче Г. Тейлора [218, 
219] о переносе динамически нейтральной примеси в капилля-
ре (канале) с заданным профилем распределения скоростей. 
В работе [41] показано, что при усреднении локально неодно-
родного уравнения (1.41), т. е. при введении средней по раз-
резу концентрации, может быть получено известное уравнение 
конвективной диффузии с некоторым эффективным коэффици-
ентом дисперсии. 

В системе отсчета, перемещающейся со средней скоростью 
фильтрационного потока v—kJ, уравнение (1.41) при D2=Da  
и условия (1.42)—(1.44) запишутся в виде 

дс* I - / - i\ дс* дгс* ,,C4 (1.45) 

c * ( h y , 0 ) ~ c 0 ± f b ( t ) t (1.46) 

ас* (6. о, х)_ дс*ц, 1, t > _ 0 47> 
ду ду ' \ • ' 

с*(-00, yt г ) = с * (00, t/, т ) = 0 , (1.48) 

РДе: 

V y < L 4 9 > 

Можно воспользоваться методом усреДйеййй концентраций 
С * ( | , у , т) по разрезу, предложенным в работах [136, 218, 219]. 
Приняв, что допустимо представление С* (|, у, т) в виде 

OO 
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где Up (у, т)—подлежащая определению дисперсная функция и 
c ( h т) — средняя по разрезу концентрация: 

1 

(1.51) 
о 

будем считать, что с ( | , т) удовлетворяет следующему уравнению 
оо . 

<L52> 
где Bj- некоторые коэффициенты, которые также подлежат 
определению. 

Подстановка (1.50) в уравнение (1.45) даст 
оо 

£ - - . ¢ - ! , £ - £ { ( 4 ^ ^ - . ( 5 - . * 

V и дР+1с duP Ч/ д"с и дР+1е I /1 
^uP dx~x~dlP"~uP dvdlP\ ^0d' 

и при этом, дифференцируя (1.52) по I p , получим 

дхд%Р ^utsJ д^+Р' ^ 

Тогда при замене смешанных производных в уравнении 
(1.53) на (1.54), приравнивая правые части полученного при 
этом уравнения и уравнения (1.54), будем иметь 

Гди, i4 п O2U11 дс . 

J 5 I j g 6 + 

+ [ ^ a ( V - I ) U l - B 1 U l -

+ 2 { ^ Г -(I(V-I)Up^l-Вхир_х-
P = 3 

(1*55) 
Очевидно, что выражения, выступающие в роли коэффици-

ентов при дРС/д^р должны быть равны нулю. Из этого условия 
получается следующая система уравнений для р = 1.2: 

B l = d ^ , (1.56) 

+ B11 щ - B 2 ^ (1.57) 
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и для р > 2 , имеем 
р 

d I L ( д - I ) + В , ] ир_х - В 2 и р _ 2 - 2 B j U p 4 = ^ . (1.58) 

Условия для решения (1.56)-(1.58) записываются на основе 
(1.46), (1.47) и (1.50), (1.51) 

ир(У, 0 ) = 0 , (1.59) 
дар(0, х) ^dup (1, t ) 6 

ду ду 

Пои этом, интегрируя (1.50) по у от 0 до 1, находим, что 
1 
$up(y,x)dy=0 (1.61) 
0 

и кроме того, имеем 
1 
J (г»-1) (1.62) 
о 

Проводя в уравнениях (1.56—)—(1.58) усреднение-дисперс-
ной функции ир(у, т) по разрезу с учетом соотношений (1.61) 
и (1.62), получим следующие выражения для определения 
коэффициентов By. 

1 
Bx = — a^(o—\)dy = 0 , (1,63) 

о 

1 
B2 = aJ (v - 1 ) U1 (у, х) dy (1.64) 

о 

й соответственно пои I = P { / > 2 ) ] 

Bj=a J (®— l)uP-i(y, t)dy. (1.65) 
о 

Если в уравнении (1.52) сохранить лишь первые два члена 
ряда, то при B x = O , имеем 

с - 6 6 ) 

где B2 — определяется по формуле (1,64), а входящая в (1J64) 
функция Uily, "О находится из решения задачи (1.56), (1.59)— 
- ( 1 . 6 0 ) , 
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1.4.2. Вычисление коэффициента макродисперсии 

Решение уравнения (1.56) при условиях (1.59) и (1.60) мо-
жет быть получено методом Фурье. Можно искать решение за-
дачи в виде 

OO 

Щ(у, т ) = а 2 г „ (T) cos ( а д ) , со„=я/г, (1.67) 
R - I 

так что граничные условия (1.60) удовлетворяются сами собой. 
Положив при этом, что функция f ( y ) = (v—1) допускает разло-
жение в ряд Фурье 

OO 

/ ( 1 / ) = 2 A«COS(G>„t/), (1.68) 
л - 1 

где 
1 

А = 2 J / (y)cos (®ny)dy (1.69) 
о 

на основе Л . Ш . (1.671 и И.681 будем иметь 
OO 

2 P Y C ) + U 1 ^ I I < * ) - A J cos ( а д ) = о , (1.70) 
R - I 

откуда 
F « ' ( T ) - W r « ( t ) = A , . (1.71) 

Согласно (1.67) и (1.71) 
OO 

Щ (у, 0 ) = а 2 Г„ (O) cos (<D„t/)=O (1.72) 
л - 1 

и следовательно T n (O)=O. Решая обыкновенное дифференци-
альное уравнение (1.71) с нулевым начальным условием, на-
ходим 

Т • w = ^ П - ехр ( - **%)], (1.73) 

а подставляя (1.73) в (1.67), окончательно имеем 
OO 

Щ(У, t ) ~ e 2 со8(ш л 1/ ) [1-ехр( -ш л 2т) ] . (1.74) 
«Ti 4 0 , 1 

При известной функции щ {у, т) можно рассчитать В2(т) н 
найти выражение для коэффициента макродисперсии £>(т)== 
-D0B2(X). Подставляя (1.74) в (1.64) с учетом представления 
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(1.69) для An получим 

D < т ) 2 ^ I1 " e x P < 1 7 5 > 

Из (1.75) следует, что при малых т (когда ехр(—(D n
2 T)« 

« 1—(On
2T) коэффициент макродисперсии равен 

D ( T ) = ^ a 2 D 0 T , (1.76) 
где 

OO OO 1 

(1.77) •ф2 = 0 , 5 2 ^ ( V ^ ^ c o s ^ d y . 
л=1 л=1 Io 

Д л я вычисления t|>2 необходимо располагать данными о распре-
делении скоростей и(у) по разрезу. Рассмотрим несколько ги-
потетических примеров, когда функция и(у) известна и имеет 
аналитическое представление. 

Пример расчета 1.1. Пусть коэффициент фильтрации изме-
няется по линейному закону ky=k-{-&k(2у—1), где k — среднее 
значение коэффициента фильтрации и Ak — максимальное от-
клонение от среднего значения. Учитывая, что v = VyIv=Iiyk2  
запишем / ( t / )=e (2 t /—1) , где $ = &k/k. Подставляя f (y ) в (1.69), 
найдем 

1 
An=2е jj (2у — 1) cos (©„«/) dy=*~- [cos (ю„)—1 ]. 

о 
При известном Д„ коэффициент г|>2 вычисляется по формуле (1.77) 

OO OO 

l c 0 5 T " ' 1 ' ' г - т -Л=1 Я = 1 

Пример расчета 1.2. Предположим, что ky=k + Д& cos (яг/). 
В этом случае / ( у ) = еcos (пу^ и из (1.69) следует, что А \ = г , 
Ля>1 = 0. Так как при любом л > 1, An=0, то ограничиваясь 
в формуле (1.77) лишь одним членом ряда, получим 

OO 

^ = 0,5 2 — 0,5е2. 
Л = 1 

Выражение для г|э2 может быть существенно упрощено. Дей-
ствительно, при малых т дисперсная функция и\(у, т ) , опреде-
ляемая согласно (1.74), принимает вид M1 (у, 0) « v, t(v—l)/n0m. 

Подстановка этого выражений в (1.64) приводит к представ-

лению (1.76), где tf2=^ (v — l)2dy или, что тоже самое 

( - T - 1 ) ' ^ ( 1 ' 7 8 ) 
о 
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Из (1.78) видно, что -ф2 — не что иное, как коэффициент ва-
риации и соответственно 

tf2= (OkIk)2, (1 .79) 
где Oft2 — дисперсия коэффициента фильтрации относительно 
среднего значения k. 

Переходя в (1.76) от безразмерного времени т к размерно-
му /, будем иметь 

(1.80) 

Формула (1.80) для расчета D(Z) правомерна при условии, 
что t^0,0In0TTi2/Д). Полагая, например, Z)0=5-10~5 м2/сут, 
п 0 =0 ,25 и т = 1,3 и 5, получим, соответственно, / = 5 0 , 450 и 
1250 сут. Следовательно, в большинстве практических случаев, 
можно вполне ориентироваться на использование зависимости 
(1.80). 

В данном случае речь идет о формировании условной зоны 
смеси в процессе послойного массопереноса при пренебрежении 
эффектом массообмена между слоями. Дисперсия здесь имеет 
чисто конвективную природу и определяемый по формуле 
(1.80) коэффициент D(t) изменяет свой знак в зависимости от 
направления потока. С учетом этого обстоятельства расчетная 
формула для эффективного коэффициента дисперсии может 
быть представлена в виде [5] 

D = ( 1 . 8 1 ) 

Здесь к — параметр микродисперсии, a ^ 2 Vtfn 0 —параметр мак-
родисйерсии. При однонаправленной конвекции совместное дей-
ствие процессов микро- и макродисперсии приводит к росту 
размеров зоны смеси; в этом случае в (181) принимается 
знак ( + ) . При смене направления движения фильтрационного 
потока на обратное, размеры ранее сформировавшейся за счет 
макродисперсии зоны смеси будут уменьшаться и поэтому в 
(1.81) следует принимать знак (—). 

Другой предельный случай вытекает из (1.75) при больших 
т (когда ехр(—<о п

2 т)<1. Здесь имеем 
D* = ^ 2U2D0 = o0v2, (1.82) 

где 
OO 

. O b - i S p t * 2 = 0 ' 5 2 (1-83) 71—1 
При изменении ky по линейному закону, подставляя An из 

примера 1.1 в формулу (1.83), будем иметь 

л = 1 
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где —дзета функции Римана, Учитывая, при этом, что 
| ( 6 ) =я6 /945, можем записать ч|з#

2=а»е2, где а , = 1/30. В случае 
изменения kv по закону косинуса Л п = е при п = \ и An=0 при 
п~> 1; следовательно, а,— 1/2п2. 

Применимость формулы (1.82) определяется из условия 
t^O,bn0rn2IPo2, что при принятых выше значениях Do и п0 уже 
при т==1 м дает ^ 2 5 0 0 сут. Таким образом, ориентироваться 
на использование зависимости (1.&2) следует лишь при выпол-
нении прогнозных расчетов на очень большие времена. 

2. КОНВЕКТИВНЫЙ ПЕРЕНОС И МАССООБМЕН 

2.1. Конвективный перенос при фильтрации 
подземных вод в однородных пластах 

Простейшей и в то же время наиболее широко используе-
мой моделью геохимической гидродинамики является модель 
конвективного переноса, которой отвечает система уравнений. 
(1.18)—(1.20) при Di=O, dN/dt=0. Впервые эта модель рас-
смотрена Л. С. Лейбензоном [47] в постановке так называе-
мого «поршневого» вытеснения, когда считается, что между' 
вытесняющей и вытесняемой жидкостью существует резкая 
граница раздела. В последующем были опубликованы много-
численные решения задач в такой постановке для различных 
технических приложений С. Ф. Аверьяновым [1], Ф. М. Боче-
вером, Н. Н. Лапшиным, А. Е. Орадовской [9], Н. Н. Вериги-
ным [14], В. М. Гольдбергом [33], А. С. Малышевым [52], 
М. В. Филиновым [88], В. М. Шестаковым [97], включая их 
численные и графоаналитические реализации [12, 48, 69, 97]. 

Для условий нестационарного движения двух разнородных 
жидкостей, отличающихся вязкостью, фундаментальной явля-
ется работа Н. Н. Веригина [14], опубликованная в 1952 г. В 
последующем поставленная в этой работе «задача Веригина> 
исследовалась математиками [38, 81] и применялась в разра-
ботках по фильтрации воды, нефти и газа [73]. К этой задаче 
сводится также случай равновесного массообмена при замене 
пористости ее эффективным ,значением п = п 0 ( 1 + Г ) . 

Ниже показываются возможные уточнения задачи Н. Н. Ве-
ригина, обусловленные более полным учетом деформируемости 
среды в уравнении движения границы раздела. Дается оценка 
предлагаемым уточнениям на примере основных автомодель-
ных решений, приводятся решения ряда неавтомодельных за-
дач по движению границы раздела жидкостей с одинаковой 
вязкостью. 
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2.1.1. Основные автомодельные задачи 
движения жидкостей с разной вязкостью 

Линейная задача 
При различных вязкостях жидкостей p-i ( t = l , 2), участвую-

щих в процессе несмешивающегося вытеснения, задача опре-
деления давлений Pi{x, t), потоков qi(x, t) и координат движу-
щейся границы раздела l{t) в линейном случае (рис. 2.1) ста-
вится системой уравнений 

dspj dpi k„ (<у 

р2 (•*, 0 ) = р 2 (оо, t)=р0 =^ const, P1 (0, / ) р с = c o n s t , (2.2) 

M U ) - M U ) , ^ S s g i i - I - ( 2 . 3 ) 

Здесь kn—проницаемость среды, щ и Pi* — коэффициенты 
пьезопроводности и сжимаемости в зонах, занятых жидкостя-
ми 1 и 2, Р**=Поа ж -Ы1—п 0 )а с , п0 — пористость, а ж и а с — 
коэффициенты сжимаемости жидкости и среды; р0 и рс — пла-
стовое давление и давление нагнетания в прямолинейный ряд 
скважин (галерею). 

Удельный расход жидкости в пласте мощностью m нахо-
дится из уравнения 

(2.4) 

В задаче Н. Н. Веригина система уравнений (2.1) — (2.3) 
замыкается кинематическим условием 

" . I R - - ^ T i - <2-Е> 

Обращает на себя внимание, что несмотря на то, что за-
дача в целом формулируется для деформационного режима, 
условие (2.5), являющееся по существу уравнением движения, 
записано как для несжимаемой среды. Покажем это, исходя 
из очевидных балансовых соотношений. Условие баланса в зо-
не (рис. 4) имеет вид 

t IU) 

—SF J ^ R ^ - V W + A * JJ I A ( * . t)-p0]dx. (2.6) 

Это условие означает, что количество жидкости, поступив-
шее через сечение х=О за время t, размещено в порах зоны 
X^l(t) и в упругом объеме той же зоны. Имея в виду, что 
это ж е количество жидкости занимает упругий объем всего 
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Рис. 4. Расчетная схема движения границы раздела 
разнородных жидкостей 

пласта в обеих зонах, получаем 
t «о 

1 о о 
оо 

+ 02* J Шх, t)-p0] dx. (2.7) 
т 

Из сравнения (2.6) и (2.7) вытекает 
OO 

VW-=Pa* J Uhixt t)-p0\dx. (2.8) 
'(О 

Любое из соотношений ( 2 . 6 ) - ( 2 . 8 ) так ж е как и (2.5), за-
мыкают систему уравнений (2.1) — (2.3). 

Для получения уравнения движения границы раздела в 
дифференциальной форме продифференцируем (2.6) и (2.8) по 
t с использованием уравнений (2.1). Это дает 

{По+Ь* IA (/, t ) - p 0 } } £ = (2.9) 

{"o + fc* Ш , t)-Po}}%-= - J t d j ^ r 1 - (2.10) 

Уравнения (2.9) и (2.10) отличаются от уравнения движе-
ния Н. Н. Веригина поправкой пористости пласта на упруго-
емкость среды на движущемся контуре раздела жидкостей. 
Вместе с тем в силу условий неразрывности (2.3) одновремен-
ное существование (2.9) и (2.10) возможно лишь при одина-
ковых сжимаемостях жидкостей pi* = 02*, ч т 0 является след-
ствием традиционной постановки задачи (2.1) — (2.3). Сохра-
няя эту предпосылку, рассмотрим задачу (2.1)—(2.3), (2.9). 
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Ее решение является автомодельным и имеет вид 
Pi= Pc-(Pc-PMdi) erf U, (2.11) 
Р2= Pc-(Pc-Po)Mi) erf Cl2. (2.12) 

Здесь: 

r I i - " J T 1 5 ч Фг 
г - 91 г- % 2 V a i M-I у ахе 'ег/ф, + ^!/ а2е zerfcqt 

l ( t ) = 4 V T (2.13) 2VTTt ' 
Для определения параметра у используется трансцендентное 

уравнение 

P фгй Vp, У а»е ' erf У а0+е ^erfcyJ (2 14) 

е ^ 2 / ф г в г / с ф г /цаа» 

в к о т о р о м P - ^ M 0 , - ¾ . 

Таким образом, решение (2.11) — (2.13) сохраняется в фор-
ме Н. Н. Веригина, однако трансцендентное уравнение (2.14) 
приобретает новую форму из-за дополнительного отличия в 
постановке задачи—(2.9) вместо (2.5). Выражения для пото-
ков, как и для давлений, остаются неизменными, но с другим 
значением 7 или фг по (2.14). 

В частности расход на контуре нагнетания * = 0 

Ч\ (0. 0 = ¾ 5 " - ¾ ^ - ( Y ) . (2-15) 

Рассмотрим некоторые частные случаи и, прежде всего 
актуальный случай одинаковых вязкостей жидкостей. При | г 0 = 
=O 0 = I, ф г = ф = ч / 2 V a 

р(х, t)=р0-{-(рс—р0)erfcl, (2.16) 
Трансцендентное уравнение для определения 4 или Ф В этом 

случае имеет вид 
р=ф/гег/сф, P=P* (Л—P0Vn0, 

ierfcy^-^-e-®* —yerfcy, * (2.17) 
У it 

а в задаче Н. Н. Веригина 

р = 1 / я ф е ф \ (2.18) 
Ошибка при определении ф и, следовательно, у по (2.18) 

вместо (2.17) возрастает с увеличением р, т. е. с ростом раз-
ности забойных и пластовых давлений и коэффициента сжи-
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Таблица 10 

Значения коэффициентов сжимаемости fi* и упругоемкости rj* горных пород 

Горные породы 

Ф. М. Бочевер [71] 

(\-п9)ас 
СМ»/К ГС 

р* см»/кгс Tl* 1/м 

В. М. Шестаков 
[1001 

Л* 
1/м 

В. А. Мироненко 
[55] 

Г)* 
1/м 

Глинистые породы 

Пески и гравнйно-галечниковые от-

ложения 

Известняки 

Песчаники 

Изверженные породы 

0.1 

0 . 3 

0.1 

0.05 

0,01 

0.3-IO-2 
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маемости, и падает с увеличением пористости (рис. 5). Оценка 
этой ошибки может быть произведена по значениям коэффи-
циентов сжимаемости fi* и упругоемкости г]* напорных плас-
тов, встречающимся в литературе и приведенным в табл. 10 
«(•П*=^*, -у — объемный вес воды). 

Рис. 5. Сопоставление графиков для определения параметра ф 
в линейном потоке по формуле (2.17)-1 и (2.18)-2 

Принимая в (2.17) ч(рс—Po) = SQ-Ю0 м и вычисляя с 
учетом данных табл. 2.1 характерные значения параметра 
Ъюжно дать оценку ошибок, возникающих при определении па-
раметра инъекции у по (2.18). Аналогичная оценка произво-
дится для безнапорных пластов при $—\is0/mri0 (и* — водоот-
дача или недостаток насыщения). Обобщенная оценка приве-
дена в табл. 11. 

Таблица II 

Порядок ошибок при определении параметра у по уравнению (2.18) 

Тип пласта Характерные значения Э 
Ошибка при определении y 

по (2.18), % 

Напорный 
Безнапорный 

IO-3 ч-IO-1  

0,05-г-2.0 
ДО —16 
до —50 

Таким образом, применение приближенного решения (2.18) 
в случае напорных пластов при упругом режиме фильтрации 
Даст незначительную ошибку. Погрешность расчета существен-
но возрастает при переходе к гравитационному режиму фильт-
рации со свободной поверхностью и к режимам газожидкост-
ного вытеснения. В этих случаях должны применяться более 
строгие зависимости, основанные на использовании уравнений 
движения (2 .9 ) - (2 .10 ) или их интегральных аналогов (2.6) — 
(2 .8) . 

Исследование двух Других предельных случаев, а именно 
нагнетания жидкости в газосодержащий пласт и нагнетание 
газа в пласт, насыщенный капельной жидкостью, приводит к 
следующим результатам. В первом случае, когда а2->-оо, 
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получается результат Н. Н. Веригина, как для давлений, т а к 
и для кинематического коэффициента у. Это обусловлено по-
стоянством давления на контуре вытеснения (р2 (/, t)=Po= 
= const) и соответствует исследованиям Л. С. Лейбензона [47] 
и П. Я. Полубариновой-Кочиной [70]. 

При вытеснении жидкости газом 

Pi=Pci р2=Ро-\-(Ре—Po) erf Cl2Ierf сщ, (2.19) 
что совпадает с результатом работы [14]. Однако при опреде-
лении параметра f (или ^p2=Vy/4O2) приходится использовать 
иную, чем в [14] зависимость 

P = - I • (2'2°) I -фо Pi , 

содержащую дополнительно соотношение сжимаемостей газа и: 
жидкости. 

Радиальные задачи 
Актуальное значение в связи с многочисленностью техниче-

ских приложений имеет осесимметричцая задача нагнетания R 
пласт постоянного расхода Q жидкости, свойства которой от-
личны от пластовой. Определяющая эту задачу система урав-
нений представлена в работе Н. Н. Веригина [14]. Однако по 
аналогии с линейной задачей уравнение движения границы 
раздела жидкостей для деформационного режима записывает-
ся в виде одной из интегральных форм 

Qt = Jimn0R2 (0+2я/тгр,* J Ip1 (г, t)—p0]rdr, (2.21) 
о 

а также в следующей из этого выражения формы 

{Ло+Р.[р\ (Г, t)-p0}}*£-=--^ (2.22) 

В этом случае автомодельное решение для распределения 
давлений получается в виде 

Pi (г, P o - ^ L Ei ( - X 1 ) -

4nknm 

4nknm 
Q [ ^ « - " ' ^ ( - ^ - ^ ( — i f i ) ] . (2.23) 

A C . t)=Po~ (-X2), (2.24) 

где Yi.2=/?2/4ai>2*, Xi.2—r2/4ch,2t . 

Для нахождения параметра f i и затем положения границы 
раздела R(t) в этом случае используется трансцендентное со-
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отношение 

(2.25) 

В случае однородных жидкостей (Ц1 = Ц2, ai = a 2 = a ) пара-
метр Yi и положение границы раздела /?(£) находятся из соот-
ношения 

T - I - W - Y 1 P <2-26> 
При щ—п, а также в частном случае нагнетания жидкости 

в газосодержащий пласт (ц2->-0, a ^ - о о ) получается результат 
Н. Н. Веригина 

Л<г . ^ ) = ^ 0 - 4 ^ - 1 ^ ( - ^ ) - ^ ( - 7 . ) 1 , 
p2(r,t) = p0. (2.27) 

Уравнение (2.26) в этом случае упрощается 
-Y1=^e-Y.. (2.28) 

Представляет интерес сопоставление результатов (2.26) и 
(2.28), приведенное на рис. 6. При максимальном значений 

в радиальном потоке по формулам (2.28)—1 и (2.26)—2 

Tj =0,05 для напорных пластов, сложенных трещиноватыми по-
родами, ошибка в определений iYi п о (2.28) составит 13%, а в 
определении R(t) 6%. Для безнапорных пластов с характерным 
для них значением л = 0,1 эти ошибки будут соответственно 19,7 
и 9,5%, а при максимальном возможном значении ri = 0,5 соот-
ветственно 40 и 18%. Таким образом, учет сжимаемости жидко-
сти и пород пласта в уравнении движения границы раздела 
однородных жидкостей приводит к существенному ее замед-
лению. 
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В случае нагнетания газа в пласт, заполненный первона-
чально жидкостью, имеем (ni-^O, ai->-oo) 

A t O - A - ( 2 - 2 9 ) 

а ю - А - Т Й & г * ^ - * * с»-»» 
Граница раздела газа и жидкости находится из соотношения 

MiSrr (2-31) 
Применяя те же, что и выше соображения, можно сформу-

лировать задачу о движении границы раздела двух жидкостей 
в случае центрально-симметричного течения. Уравнение движе-
ния или кинематическое условие на границе вытеснения в ин-
тегральной форме в этом случае имеет вид 

ж о 
( ^ = 4 - ^ 0 ^ ( 0 + 4 ^ * J [рх (г, O - A , ] гЧг. (2.32) 

Дифференциальная форма этого уравнения получается в 
виде (2.22). 

Автомодельное решение центрально-симметричной задачи 
может быть найдено для случая, рассмотренного Н. Н. Вериги-
ным и Н. С. Дзекцером [21], когда считается Q — c~\/t (с== const). 
Аналогичным образом можно поставить задачу о грунтовом 
потоке со свободной поверхностью, пересекающей границы слоев 
грунта разной проницаемости и гидроемкости [20]. 

2.1.2. Неавтомодельные задачи движения жидкостей 
с одинаковой вязкостью 

в различных гидрогеологических условиях 

При решении практических задач прогноза распространения 
загрязнений в водоносных (а также в сухих) породах без уче-
та влияния гидродинамической дисперсии и неравновесного 
массообмена применяется в основном поршневая схема вытес-
нения разнородных жидкостей, имеющих одинаковую вязкость. 
Это связано с тем, что вязкость растворов неорганических со-
единений довольно слабо зависит от концентрации (табл. \2). 

За счет такого упрощения можно значительно расширить 
класс решаемых задач о движении границы раздела жидко-
стей, рассмотрев многие неавтомодельные задачи с усложнен-
ными условиями. 

Движение в пластах со свободной поверхностью 
Покажем сначала, как, может быть получено кинематиче-

ское условие на движущейся границе раздела жидкостей для 
наиболее сложного случая нелинейной задачи фильтрации со 



Таблица 12 

Зависимость вязкости раствора NaCl 
от концентрации при t=18° С [84] 

Концентрация 
Вес % 0,6 1,1 2,8 5,5 10,5 14,9 18,9 22,6 

Концентрация 
г/л 6 Il 29 57 112 165 216 264 

Вязкость раствора по 
отношению к вяз-
Кости воды, ц 1.008 1.02 1.04 1.084 1.192 1.339 1.498 1,70 

слабопроницаемым водоупором, расчетная с х е м а которого при-
ведена на рис. 7. Дифференциальное уравнение неустановив-
шейся фильтрации в этом случае записывается в форме 

(2.33) 

где k и р,г — коэффициент фильтрации и гравитационная водо-
отдача (или недостаток насыщения) безнапорного пласта; ko и 
т0—коэффициент фильтрации и мощность слабопроницаемого 
водоупора; Zie = Const и h = h(x, t)—начальная и текущая глу-
бины (или напоры) грунтовых вод. 

}.:•.- . • ^ V К,JM -VV; 

. г . . ! • • . „ • о ; . . ,»: . . 
•„'••. О .'е р'-О-' a •?. -O--

Рис. 7. Расчетная схема движения границы раздела жидкостей в безнапорном 
пласте со слабопроницаемым водоупором 

Для этой схемы нетрудно составить уравнение баланса ко-
личеств жидкости, участвующих в формировании зоны 0:¾*=¾ 

г 

- k J h (0, t) dt=n0hel ( 0 + 
о 

/(О /(О t 
-ЬЦ J \h(x, O - M t f A T - J ^ j j ^\h(x,t)-he]dxdt. (2.34) 

о о 
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Левая часть этого уравнения представляет собой количество 
жидкости, поступившей во входное сечение пласта (на единицу 
его ширины) за время t. В правой (расходной) части уравне-
ния даны последовательно количества этой жидкости, израсхо-
дованные за это же время на насыщение зоны 0— l ( t ) с мощ-
ностью he и активной пористостью По, той же зоны гравитаци-
онного заполнения с недостатком насыщения р,г и на фильтра-
цию через слабопроницаемый водоупор. 

Уравнение (2.34) является кинематическим условием в ин-
тегральной форме для решения задач о движении границы 
раздела жидкостей и может в таком виде использоваться не-
посредственно. Для получения кинематического условия в диф-
ференциальной форме необходимо продифференцировать 
(2.34) по t с использованием (2.33). 
Опуская промежуточные выкладки получаем 

4« [*0+ * % - - U </, O ^ r 4 - (2.35) 

Таким образом, при решении задач фильтрации с использо-
ванием нелинейного уравнения (2.33) кинематическое условие 
на движущейся границе раздела двух жидкостей также нели-
нейно и имеет вид (2.35). Из анализа следует также, что пара-
метры слабопроницаемого водоупора в это условие не входят, 
хотя участвуют в интегральном уравнении баланса (2.34). 

Замечательно, что при Мт=«о, т. е. в случае классической 
постановки задачи, нелинейное уравнение (3.33) строго должно 
быть дополнено линейным условием Н. Н. Веригина 

dl , dh (I, t) /0 qfi4 доTtsss дх • (2*36) 

Нетрудно видеть, что при Zie=O (2.35) также переходит в 
(2.36). При фильтрации через слабопроницаемый водоупор в 
сухой грунт на границе l(t) происходит скачкообразное измене-
ние расхода перетекания. Условие на границе в этом случае 
принимается в более общей форме, полученной Н. П. Кура-
новым. 

Анализ этой весьма актуальной для теории фильтрации за-
дачи позволяет сделать следующие основные выводы. 

При рассмотрении нелинейных проблем, связанных с реше-
нием уравнения фильтрации со свободной поверхностью при 
достаточно медленных процессах подпора (или спада) грунто-
вых вод, а также при фильтрации в сухой грунт, следует при-
нимать [1г=По с линейным условием на границе раздела жид-
костей (2.36). 

— При необходимости учета различий в значениях актив-
ной пористости По и гравитационной водоотдачи (или недо-
статка насыщения) [хг следует переходить к нелинейному усло-
вию (2.35). 
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— При решении задач фильтрации разнородных жидкостей 
со свободной поверхностью в линеаризованной постановке ли-
нейное условие (2.36) не удовлетворяет уравнению баланса. 
Более подходящим в этом случае является условие (2.48), рас-
сматриваемое ниже. 

Движение в напорном и двухслойном пластах 
При рассмотрении задач фильтрации жидкостей одинако-

вой вязкости в гидрогеологической практике принято заменять 
давления напорами (или их изменениями), а проницаемость 
пласта kn коэффициентом фильтрации k. Коэффициент пьезо-
проводности в этом случае 

kn k km tn оп\ 

где т — средняя мощность пласта; ^ — его гидроемкость (упру-
гая Цу или гравитационная jxr). 

В двухслойных пластах с более проницаемым нижним сло-
ем в соответствии с применяемой обычно моделью [27] движе-
нием жидкости в горизонтальном направлении по верхнему 
слою пренебрегается. Поэтому насыщение или осушение этого 
слоя происходит лишь по вертикали при изменении напора на 
кровле нижнего слоя. В коэффициент а входит в этом случае 
гравитационная гидроемкость верхнего слоя и, поэтому, его по 
аналогии с безнапорной фильтрацией называют коэффициен-
том уровнепроводности. В более сложном случае упругограви-
тационного режима фильтрации (обычно "при большой мощно-
сти нижнего слоя) гидроемкость определяется как сумма двух 
составляющих |x=fi,y+M-r [71]. 

Для расчетной схемы напорного или двухслойного пласта, 
представленной на рис. 8 а, уравнение движения границы раз-
дела одновязкостных жидкостей, полученное интегрированием 
условия Н. Н. Веригина 

"О t = ~ k 4 i r - (2-38) 

при подъеме уровня в хранилище или канале на величину S0  
и изменении его в пласте 

s = s^rfc(xl2Vat), (2.39) 
имеет вид (2.18) или в новых обозначениях 

и х \ p = 1K = — у = - (2.40) г г ' Г n0m 2 Vat к ' 

Из (2.40) можно определить Я и затем l(t). 
На примере этой простой задачи можно показать, каким 

образом следует учитывать деформируемость, среды и гидро-
емкость, пласта с использованием интегральных балансовых 
соотношений. 
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Рис. 8 Рис. 9 

Рис. 8. Расчетные схемы проникновения загрязненных вод в водоносные 
пласты 

$ — напорный и двухслойный, б — двухслойный с уклоном подземных вод и сопротивле-
нием на урезе хранилища , в — безнапорный с уклоном подземных вод и .сопротивлением 

на урезе хранилища 

Рис. 9. Графики Зависимости MIfJ, Xi) при Xc = O1 Р = 0-т-2 

Объем жидкости, поступившей в пласт через сечение 
за время t, равен 

t t 

W(0 = jj q(0, t)dt = -kт jj ds(£ 0 dt. (2.41) 
о о 

Этот объем размещается в зоне O ^ x ^ l ( t ) , занимая в ней 
объем пор и дополнительный объем упругого деформирования 
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пласта, а также гидроемкость верхнего слабопроницаемого 
слоя. Поэтому 

/ 

W ( 0 = щ т 1 + \i J s (х, t) dx. (2.42) 
о 

В то же время очевидно, что 
оо 

W ( * ) = HJS(JC, t)dx. (2.43) 
о 

Из (2.41) и (2.42) следует равенство 
t / 

nQml d s f x
 0 dt - \i jj 5 (x, t) dx, (2.44) 

о O 
а из (2.42) и (2.43): 

OO 
n^ml = ц J s (*, t) dx. (2.45) 

t 

Оба интегральных соотношения (2.44) и (2.45) могут быть 
использованы для вычисления l{t). Соотношение (2.45), в част-
ности, означает физически, что объем пластовой воды щт1, от-
тесненной за пределы сечения x—l(t), размещается в зоне 
x~>l(t) в объеме ее упругого деформирования. Интегрируя 
(2.45), получаем 

( 2 - 4 6 ) 

Таким образом, для вычисления l(t) получено иное чем (2.40) 
выражение. При малых % i e r f c % ^ \ l Y n , а экспонента в (2.40) 
стремится к единице, поэтому соотношения (2.40) и (2.47) да-
ют тождественный результат. Используя дополнительно рекур-
рентную формулу для ierfcz, представим (2.46) в виде 

— V n k e r f c K ) , (2.47) 

из которого видно дополнение к формуле (2.40). 
На рис. 9 приведены кривые А,=/(р) , рассчитанные по 

(2.40) — штриховая линия — и по (2.46) — кривая для ^=<х>. 
Они сходятся при малых значениях р<0 ,1 . Анализ параметров, 
входящих в р, показывает, что именно этот диапазон является 
характерным для напорных пластов. Таким образом, соотно-
шение (2.40) для этих условий является как и уравнение 
(2.38) достаточно хорошим приближением. В то же время при 
значительном увеличении ц и, следовательно, £ следует поль-
зоваться или интегральным соотношением (2.45) или эквива-
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лентным ему кинематическим уравнением в дифференциальной 
форме 

(2.48) 
[ « . + £ » ( * . о ] 
Следующей актуальной для прогноза распространения за-

грязнений в водоносных пластах задачей является определение 
закономерностей движения границы раздела жидкостей при 
заданном расходе нагнетания (или налива) вытесняющей жид-
кости на границе Jc=O. Для условий расчетной схемы на рис. 8а 
изменение уровня подземных вод в этом случае имеет из-
вестный вид 

s (X1 
IqVat . 

km ier/с (2.49) 
2 Vat ' 

OO 
где ier fez =J erfcZd£,=-j~e-gt—zerfcz. 

Подставляя это выражение в уравнение движения границы 
раздела в интегральной форме (2.45) находим 

(2.50) 

1 -

П - W e r / A ( i - j ^ , , - ^ ) . 

OO 

Здесь /2 erf с z = \ i erf с Ж=0,25 j o -f 2 z2) ег!с • ze 

Для определения l(t) необходимо решить подбором уравне-
ние (2.50), в которое l(t) входит в неявной форме. Эта задача 
упрощается при использовании графиков Цт]), представлен-
ных на рис. 10. 

Рис. 10. Графики зависимости X(Tj) 

45 



Движение в двухслойном пласте с учетом потока подзем^ 
ных вод и дополнительных сопротивлений 

По сравнению с рассмотренными выше простыми расчет-
ными схемами здесь вводятся следующие осложнения гидрогео-
логических условий (рис. 8 б): 

— Имеется естественный поток подземных вод, направлен-
ный к границе, на которой происходит изменение напора на 
величину S0. 

— Учитываются дополнительные сопротивления, обуслов-
ленные наличием экрана или слабопроницаемых Отложений в 
основании канала или хранилища, неполнотой их врезки в 
водоносный пласт, а также сопротивления, возникающие при 
приведении ряда несовершенных скважин к эквивалентной 
галерее. 

Такое осложнение задачи производится с помощью краевых 
условий для напора 

Н(х, О ) = Н е ( х ) , [Я(0 , O - M l = O , (2.51) 

в которых V является параметром, отражающим все виды со-
противлений на границе л :=0 . 

Для условий (2.51) изменение напоров в пласте s(x,t) пос-
ле подпора на границе на величину s 0 = c o n s t выражает-
ся следующим образом: 

5 (jc, t)=s0 [erfс I — erfc ( | 4- т)], (2.52) 

где I = - X l l V a i , т ^ y V a t • 
Интегральное соотношение для определения положения гра-

ницы раздела жидкостей l(t) имеет в этом случае вид 
t к о 

j q(0, t)dt = mnQl(04- Ia j 5 (•*» 0 d X . (2.53) 
о о 
Здесь q(0, t)—фильтрационный расход в граничном сече-

нии д; = 0, п0—активная пористость нижнего слоя; — то же 
верхнего слабопроницаемого слоя. 

При записи соотношения (2.53) приняты следующие допу-
щения. 

— В соответствии с применяемой моделью течения в двух-
слойной среде движением жидкости в горизонтальном направ-
лении по верхнему слою пренебрегается. Поэтому насыщение 
этого слоя при подпоре происходит лишь по вертикали из ниж-
него более проницаемого слоя. Таким образом, объем жидкости, 
заключенный между кривой Не(х) и кровлей нижнего слоя при 
подпоре перемещается вверх, занимая полосу вдоль свободной 
поверхности, и в балансе (2.53) не участвует. 

— При медленных процессах подпора и спада в капилляр-
ной зоне успевает сформироваться почти подобный себе про-
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филь влажности над свободной поверхностью грунтовых вод. 
Поэтому в балансовом соотношении следует принимать при 
расчетах насыщения грунтов при подпоре не величину недостат-
ка насыщения, а значение активной пористости верхнего слоя. 

Учитывая уклон естественного потока грунтовых вод I при 
первом способе линеаризации Не(х)—Нх+1х для фильтраци-
онного расхода, получаем 

q(0 ^ f k m s t f f e r f c t — kmJ. (2.54) 

Подставляя (2.52) и (2.54) в соотношение (2.53) и интегрируй, 
будем иметь 

i ^ / > T 2 + V / a^f^ I Л л — 
У 

• erfc + ^ a t е ~ ' г ' Ш -

y l i 2 Vat' 

Разделив все члены этого уравнения на 2 YaiVisQ и вводя без-
размерную переменную lK = I l l V a t после некоторых преобразо-
ваний получаем следующее трансцендентное уравнение для 
определения К 

US0 Г Й Т(Т+2к) й - л г 

^ - S i - L - S r - e r f c ^ + t ) + ^  

- ( b + ^ e r f c b - ^ ] . (2.55) 

При выводе (2.55) дополнительно использовано определение 
a=km/\i. Для расчета К по известным параметрам р, и а для 
каждого момента времени t уравнение (2.55) решается подбо-
ром. 

Рассмотрим теперь некоторые частные случаи. 
1. При отсутствии дополнительных сопротивлений f-^oo и 

т—>-оо после предельного перехода в (2.53) имеем 

Вводя характерную длину Ii = S0Il и соответствующий без-
размерный параметр K i = I i ^ J f a t "приведем (2.56) к окончатель-
ному виду, удобному для вычислений: 

А, (п HsO 

По этой зависимости построены расчетные графики Я,*), 
приведенные на рис. 9. 

Из (2.57) следует, что / ( 0 = 0 при двух значениях времени 
0 и t — to, причем 

< 2 - 5 8 > 
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Граница раздела жидкостей при некотором 1ФО сначала 
движется вглубь берега, достигает максимального удаления от 
уреза воды Im и возвращается затем в исходное положение / = 0 . 
При t > t 0 вода из хранилища в пласте отсутствует. 

Интересно сопоставить кинематику границы раздела и обра-
зующейся фильтрационной ложбины. Координата последней 
I0(t) может быть найдена из уравнений 

e - V - Я Ш - . X t - - J f a . (2.60) 

Время возврата ложбины в исходное положение А:=О 

V - s a r . <2-61> 
что в 4 раза меньше времени возврата границы раздела. 

Записав уравнение движения границы раздела в виде 
F (t) = Я - р iter fck — I Vatl2s0)=0, (2.62) 

найдем соответствующее уравнение максимума 
F(t) + F'(t)=0 

или 
,2 

= / Vnatm х (2.63) 
m 2 Vatm

 V 

Это выражение совпадает с уравнением движения фильтра-
ционной ложбины, т. е. координаты ложбины и границы разде-
ла жидкостей совпадают, когда последняя достигает своего 
максимума. 

Максимальное удаление границы раздела от уреза воды в 
хранилище (канале) Im связано с временем этого процесса tm  
соотношением 

tm = (-4atmln I l ^ . ) 1 ' 2 . (2.64) 

Для одновременного определения Im и tm необходимо решить 
систему уравнений 

Р — Ierfcl l/4A.imJ 
Здесь X i m = I i ^ V a T m . 

Результат совместного решения уравнений (2.64) представ-
лен на рис. 11 в виде графика Xim (P). По этому графику при 
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Рис. 11. Графики зависимости Xjm(P) 

известном значении параметра p = |iSo/nom находится lKim и за-
тем tm 

Ii
2
 SQ2 

Координата Ini определяется по формуле (2.64) или по гра-
фику Ttn ф), причем Im=ImItl (рис. 12). 

2. Уклон естественного потока грунтовых вод / = 0 . 
В этс>м случае в общем решении (2.55) опускается последний 

член в квадратных скобках. Вводя обозначения ?=*1/2A,C, lKc= 
= IJ2 Vrat, представим (2.55) для этого случая в виде 

P = _ — (2.67) 
Хсе с cerfe (1 + 1/2AC)—(X + Xc) erfcX + е~к V я 

График функции ta), построенный по этой зависимости, 
представлен на рис. 13. 

ZO 30 «0 50 /3 

0 1,0 /3 

Рис. 12. Графики зависимости Zm(P) 
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100,0 

0 5 10 15 /} 

Рис. 13. Графики зависимости Я(р, Яс) при Xi = оо 

Движение в пласте со свободной поверхностью с учетом по-
тока подземных вод и дополнительных сопротивлений. 

Расчетная схема для этого случая представлена на рис. 8в. 
Интегральное соотношение для определения I(t) имеет вид 

1 I I 
J q (0, t)dt=n0^He(x)dx-\-\i^ s(x, t)dx, 

He (X) = Hx +Ix. (2.68) 
Для безнапорных потоков при определении фильтрационного 

расхода ¢(0, t) существует неопределенность в назначении мощ-
ности потока в сечении х = 0 . Для исключения этой неопределен-
ности из интегрального соотношения (2.68) рассмотрим част-
ный случай 1=0, для которого определим величину q(0, t) из 
условия баланса количеств жидкости, прошедшей за время t 
через сечение X=O и накопленной в пласте за это же время. 
Тогда очевидно 

t OO 

J ? (0, t)dt = \i j' S (х, t)dx. (2.69) 
о о 

Используя для s (Л;, () решение (2.52), вычислим: 

(2.70) 

где т — пока неизвестная глубина потока, подлежащая опреде-
лению из равенства (2.69). 

Известно, что (2.70) после дифференцирования по t прини-
мает вид 

q (0, t) = tXkmstfxter fcx, t = f Vat. (2.71) 
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Подставляя (2.71) и (2.52) в (2.69) и интегрируя, найдем 
m=na/k. Если a=khs/n, то m=hs. С учетом этого результата 
при J-7^0 

q (0, t) ^= щае^ег fcx — kHx I. (2.72) 

Подставляя это в (2.68) и интегрируя, найдем характеристи-
ческое уравнение для определения l(t) 

^ + ^ + ^ M l + m e r f c l -

I f W e r f c (>.+x)~ -; erfX= 0. (2.73) 

В частном случае Ic = 0 , у, oo при CLi=Ct, 
о X + s„X2/2H1Xi .л 7 j v 
^ierfcX-MAXl- <2'74' 
При медленных процессах подпора и 0—SnIHi. Тогда 

(2.74) принимает вид 

Р = IerfXHi/4Xi—X2/2Xl ' 
Это соотношение отличается от (2.57) наличием дополни-

тельного члена, отражающего вклад в решение треугольника, 
образованного плоскостями H-Hi и Н—Не(х). 

В заключение следует отметить,- что для задач с осложнен-
ными начальными и граничными условиями, как показано в 
рассмотренных выше случаях, более удобной формой уравнений: 
движения границы раздела является интегральная. Ее исполь-
зование возможно для пластов ограниченной длины, а также: 
при переменном во времени уровне в хранилище [40]. 

2.2. Неравновесный массообмен при фильтрации 
подземных вод в однородных пластах 

В условиях жесткого режима фильтрации {div(v)—0) 
уравнение движения и сохранение массы вещества (1.18) — 
(1.20) при пренебрежении эффектами грануляции среды (D=O) 
записываются в виде 

где z = {riJrX — ri
c+l)l(j-{-\) и принято, что: 

— в линейном потоке 
/—0, гс—0, z=x, U = Const, (2.77) 
— в радиальном (осесимметричном) потоке 
j=l,z= {r*-r*)/2, q—Ql2nm, (2.78) 
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— в потоке с центральной симметрией 
/ = 2 , 2 = (г3-г с

3 ) /3 , <7=<2/4Я, (2.79) 

где Q — расход источника и гс — его радиус. 
Ниже будут рассмотрены решения уравнения (2.76) при 

различных функциональных зависимостях dN/dt. 

2.2.1. Массообмен в кинетической области 

Начнем с анализа общего случая, когда скорость реакции 
dN/dt задается уравнением кинетики (1.32), а затем, совершая 
предельные переходы, выпишем решения для массообменных 
процессов, интенсивность которых описывается уравнениями 
П.28) и (1.30). 

Принимая в качестве новых переменных: 

г = * , (2.80) 

вместо (2,76), (1.32) будем иметь: 

3 ? + § = 0 ' - B J t c - B J f . (2.81) 

где 

4 - * t f A 0 = ^ , B 0 = ^ t , Е о = \ . (2 .82) 

Строгое решение нелинейной системы уравнений (2.81) при 
краевых условиях 

c(z, 0)==0, N (z, 0 ) = 0 , (2.83) 

C(O jTj)=C0 (2.84) 

было впервые получено в работе Г. Томаса [85]. 
Введением функции dy=(cdr\—Ndz) и соотношений 

система (2.81) приводится к виду: 

(2-86' 

Далее, в работе [22] показано, что при замене tp(z, rj) на 
Ф(г , rj) 

Доф(2, п) = 1п[Ф(2, t i ) e x p ( - A , z - £ o r ) ) ] (2.87) 
уравнение (2.86) принимает вид 

J B f - W - (2.88) 
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При этом подстановка (2.87) в (2.85) дает 

^ g r = A o - B J , , (2.89) 

= V + E 0 , (2.90) 

а решая уравнения (2.89), (2.90) при условиях (2.83), (2.84), 
получаем 

Ф(г, 0) = е х р ( A 0 Z ) , (2.91) 
Ф(0, г)) = ехр[(B0C0^-D0)г)]. (2.92) 

Таким образом, требуется найти решение уравнения (2.88) 
при условиях (2.91) и (2,92). Применяя к (2.88) преобразова-
ние Лапласа по переменной rj с учетом условий (2.91) и (2.92), 
получаем: 

г 

Ф (z, Р) = \а0 exp (AfH) у exp [ ^ f s (z - у)] dy + 
о 

( ^ ) + , - ( 4 ^ . ) e x p ^ 4 <2-93» 
где р — параметр преобразования Лапласа. 

Переход от изображения Ф(г, р) к оригиналу осуществля-
ется с помощью таблиц [43]. Поэтому для Ф(г , т)) можно за-
писать 

г 

Ф ( z . = J A0 exp (А0у) I0 [2 V A0(z—y) E0r\] dy+ 
о 

п 
+ 1 0 [2 VazF^] 4- J (BQc0 4- E0) exp [(B0C0+ 

о 

4- E0) 1] I0 [2 VA0ZE0 ( л - t j ] dl. (2.94) 
Д л я дальнейших преобразований целесообразно ввести еще две 
константы 

a I ъ—' ^ - ^ . + Р ) » { J 

такие, что CtiCx2=A0E0. Тогда, обозначая, 
и 

F (а, | ) = J ехр (и - £/) / 0 (2 VlУ ) dy, (2.96) 
о 

можно (2.94) представить в виде 

Ф(г, г ) ) ( а , 2 , а 2 т О + Г ( Я 0 г ь I 0 W ( 2 . 9 7 ) 
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Тогда, учитывая, что 

¥ ^ b = F ( u , 1) + / 0 ( 2 К ^ ) , ( 2 .98 ) 

(и, 6 ) - ^ / , ( 2 К З " ) . ( 2 . 99 ) 

подставляя (2.97) в (2.89) и (2.90V получим 

(2.100) 
с(х, Tj) ^ I 0 (2 У A0Z-E0X] ) + Р(агг\, а2z)  

с0 Ф (г, г]) 
N (х, г]) Z7 («!Л- «2г) 

ЛГ, Ф (г, г]) 

Предельные переходы от (2.100) к решениям при более про-
стых кинетических уравнениях выполнены в [22]. Так, напри-
мер, при k * = 0 (см. раздел 1.2) уравнение кинетики (1.32) 
становится линейным и принимает вид 

Щ - М - м . 

При k*=0 имеем: B 0 = O , ах =E0, а2 = А0. Тогда, учитывая, 
что 

F(u, | ) + F ( 1 , и Н е х р ( а + £ ) - / 0 ( 2 1 / й й , (2.101) 
получаем 

Ф ( г , г ) )=ехр ( Д г + а д . ( 2 - 1 0 2 ) 
а подстановка (2.102) в (2.100) даст: 

= е х р ( - A0Z - Е0ц) [Г0 (2 / 1 ¾ ) + F (E0г), V M 

Jik^=exp(--AQz-EQr])F(E0r], A0z). (2Л03> 

Если же принять k * = \ , но положить P==O, то (см. раздел 
1.2) уравнение кинетики (1.32) примет вид 

dN . . . .rv 
-M=I(N0-N)C. 

Здесь имеем: E0=O, / 0 (0)=*1 и 
F ( ° > ^ = 0 « (2 104) F (и, 0 ) = е х р ( а ) — 1 . 

При этом решение (2.94) трансформируется к виду [104] 

I c (z, т]> ехр (c,g,ri) 

C0 ехр (с0В0т]>+ ехр (A0Z)— I (2 105) 
b(z, ц ) _ _ _ ехр (C0B0Tl)-1 1 ' 

Ь9 ехр (C0B0Ti) + e x P (A0Z)-I 
Рассмотрим решение задачи Для случая, тсогда скорость 

массообмена опоеделяется по (1.33) пои w(N) = (Pi-PsN2). 54 
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Здесь в переменных (2.80) имеем следующую нелинейную си-
стему уравнений 

W + Ж = 0 ^ = A 0 K o C - B n W c . (2.106) 

Интегрирование (2.106) при условиях (2.83), (2.84) даст [103]: 

H f L a l g 8 s - ^ s = 1 (2.107* 
cO Vthi (C0BeT)) + [1 — th2 (c0fi0T))] ехр (2Алх) 

Ь (ДГ, T]) (CogpTj) 
V th2 (Cefi0Ti) + [ I - ^ f t 2 (с0в0т])] ехр (2A0X) , 

2.2.2. Массообмен в области диффузионной кинетики 

При двухстадийном диффузионном массообмене, когда в 
расчет принимается как подвод вещества к поверхности гор-
ных пород, так и постепенное заполнение им микропористой 
структуры отложений (см. раздел 1.2), процесс описывается 
следующей системой уравнений 

« ж T i a U - 0 ' ( 2 Л 0 8 ) 

~ (дгЬ . 2 дЬ\ дЬ /О 1ЛОЧ 
^-(-гр + т-згН-зг* ( 2 Л 0 9 ) 

а условия для решения (2.108), (2.109) задаются в виде 
с (z, 0 ) = 0 , Ь (г, z, 0 ) = 0 , (2,110) 
^(O i T)=C 0 1 (2.111) 
дЬ{0.Z, т) = Q> ( 2 Л 1 2 ) 

D a
d b ^ x ) ^ „ ( Ц ^ ) ^ ( 2 Л 1 3 ) 

В такой постановке задача о массообмене (или аналогич-
ная задача о теплообмене) при движении потока жидкости 
(или газа) через идеализированные слои исследовалась мно-
гими авторами [63, 173, 198]. Строгое ее решение было полу-
чено Д. Розеном [198]. 

Система уравнений (2.108)—(2.109) и все условия являют-
ся линейными. При преобразовании Лапласа по х= (t—noz/v) 
в области изображений для 

со 

и, (z, P) = J с (Z, т) ехр ( — р х ) dx 

решение записывается в ииде 

и(z, р ) е х р [ — г - V1 (/>)], (2.114) 
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где 
Yln\ - (0)РдГ/Г^) [ц> CtgW 1] / Ml/2 2 1 Ш M (P) (TDe/v*rd) [о» Ctg а»—1] + (1—По)' I ^ a / 

Практический интерес, как уже отмечалось ранее (см. раз-
дел 1.2.) могут представлять две предельные ситуации, когда 
массообмен лимитируется либо внутренней, либо внешней Диф-
фузией. 

Для анализа динамики массообмена при внутридиффузион-
ной кинетике в (2.115) следует положить ч*-»-оо; в этом случае 

Vi (P)-(3-^") X [w Ctgw-1]. (2.116) 

При переходе от (2.114), (2.116) к оригиналу решение записы-
вается в виде 

OO 

V = 5 + IT J e x P [ • - • Х Н * W sin [Tz2—XH2 (z)} f - , (2.117) 

где 

frM-'g^g* - 1 . ( 2 . П 8 ) 

W - j s S s E g g - ' (2-119) 
а при (2.117) имеет следующее асимптотическое пред-
ставление 

> 0 , 5 e r f c [ ^ ] (2.120) 

где 
(2,121) 

При длительном контакте растворов с горными породами, 
т. е. при больших т и /ь>0 (или, что то же самое, при\Рй-*-оо) 
из (2.115) следует 

^ (р)=°>Ч* F i W - ( 2 Л 2 2 ) 

Переходя в (2.114), (2.122) от изображения к оригиналу, по-
лучаем выражение для с/с0 в форме (2.103), где А0=ьуу*/и и 
E0=(oy*/Tv. Это хорошо известное рёшение задачи внешнедиф-
фузионной кинетики массообмена (или теплообмена), для ко-
торого допустимо следующее асимптотическое представление 

• £ — 0 . 5 erf с (Va^- У Ejij). (2.123) 

Для случая внешнедиффузионного массооомена можно вы-
писать приближенное решение задачи и в несколько ином виде. 
Применяя к (1.39) преобразование Лапласа по t, в области 
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изображений для N(z, р) имеем 

N (г, X 7 ^ - . 

ИЛИ Йри Г 

N(zf p)~Tu(z, р) [ l - J L - р ] . (2.124) 

Следовательно при больших t 

N(z, t)~Tc(z, (2.125) 

Подстановка (2.125) в уравнение (2.76) даст 

(2-126) 

а производя с помощью соотношений 
д с о дс. d f c _ о2 д2с 
dt s ^ (п» + Г) dz ' <Э/г ~~ (п. + Г ) 4 ' dz2 

регуляризацию уравнения (2.126) будем иметь 
. . —V дс . дс T2V2 д2с /О IOT^ 

( ^ + N ^ + ^ - I ^ H H T ? ' ^ ( 2 Л 2 7 ) 

Решение последнего, как известно, записывается в виде [60] 

( 2 Л 2 8 ) 

где 

« . - ( Л о + П . (2.129) 
При достаточно больших огу* коэффициент D 9 - * О и из (2.128) 
следует, что 

с Г1 при Z < VtItlj /0 1С»П\ 
T r s s I O при 2 > V t f n 9 ' (AldU) 
Внешнедиффузионный механизм растворения и вымыва со-

лей из грунтов исследовался в работах £16]. При этом уравне-
ние кинетики принималось в форме (1.40) при а = 0,5 и задача 
формулировалась следующим образом 

* . W e e 0 f B 9 Y J j { С я _ С 1 (2.131) 
дг х дц ' дт] 

сф, n ) = 0 , C(Z1O)=Ct N(Z1O)=N0, (2.132) 

где — начальное содержание солей в грунте. 
В сечении Z=0, куда поступает чистая вода, изменение 

N (0, г)) определяется выражением 

N(0,4)=VN0—^cm4 (2.133) 
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и, следовательно, за конечное время t=t* здесь достигается 
полное растворение всех солей. Это время равно 

у с т
 v J 

Таким образом, процесс протекает в две стадии. Ь первой ста-
дии при t<t* распределение концентраций определяется из 
решения (2.131), (2.132) и составляет 

= Ш [B0VTT0^+ arth ^r)] (2.135) 

CM-C 1 , _ 

Cm 
~ (2-тг) Ch* [ B0 VN0 + arth (l --^-J ] 

Во второй стадии при t > t * для решения уравнений (2.131) 
ставятся условия 

c(zt, n ) = 0 , N(Ztt г]) =NQ, (2.136) 
где ZT — перемещающаяся во времени граница зоны полного 
растворения солей. 
Здесь 

Cm—С 1 
Cm 

где 

eh* [B0VNr
0 ^ f i l ] , 

_ CtnV (t-t*) 
W0 

(2.137) 

(2.138) 

2.3. Равновесный массообмен при фильтрации 
подземных вод в неоднородных пластах* 

Для водоносных комплексов, имеющих слоистое строение, 
характерна профильная изменчивость не только фильтрацион-' 
ных, но и физико-химических (сорбционных, ионообменных) 
параметров среды. Поэтому, когда в таких пластах осуществляв 
ется перенос примесей активно взаимодействующих с горными 
породами, то при прогнозах их распространения следует учи-
тывать возмущающее воздействие двух факторов: гидродинами-
ческого, обусловливающего формирование неоднородного по 
мощности пласта поля скоростей и, соответственно, концентра-, 
ций (см. раздел 1.4) и кинетического, вызывающего дополни-
тельное перераспределение концентрационного профиля за счет 
массообмена. 

* Раздел написан совместно с Е. В. Середкиной. 
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Пусть имеется стратифицированная толща пород, каждый 
из слоев которой характеризуется собственным значением ко-
эффициента фильтрации и емкости поглощения вещества (на 
распределение этих параметров по разрезу пока никаких огра-
ничений накладывать не будем). Для упрощения же матема-
тической модели примем, что массообмен в системе «вода — 
горные породы» является равновесным. Тогда процесс конвек-
тивного переноса вещества опишется следующей системой 
уравнений 

+ * = (2.139) 

где с* (х, z, t) — локальная концентрация вещества в водной и 
Ь* (х, z, t) в твердой фазах в точке z) в момент времени t\ 
v*{z)—локальная скорость фильтрации (v* = k*J, J — гради-
ент напора и k*(z) — коэффициент фильтряпии элементарного 
слоя пород в произвольном сечении O ^ z ^ m по мощности 
пласта; Г* (г)—значение константы Генри в сечении z, 

Условия для решения уравнений (2.139) зададим, ц виде 
с* (xt zy ty=b*(x, z, 0 = 0 , с* (0, г, t)=c0. (2.140) 
В данном случае практический интерес представляет уста-

новление зависимостей между интегральными характеристика-
ми процесса и полем средней концентрации переносимого пото-
ком вещества. Поэтому, записав уравнение (2.139) в виде 

n * S - W + v * l £ = = 0 > « • - • ( Г ' + Яо) (2.141) 
лроведем усреднение в (2.141) всех случайных величин. 

Обозначим процедуру усреднения символом 
т 

и следуя [41] положим, что с* (д:, z, t) допускает разложение 
в ряд Тейлора по с(х, 0 = < с* ) , 

с*(х, z, t)~c(x, f)-/»•(*. t) дс(
д

х
х' 0 -

- / 2 * ( z , 0 (2.142) 

где f*>2(z, 0—подлежащие определению дисперсные функции. 
При этом уравнение для средней концентрации примем в виде 

< 2 Л 4 3 > 

где Ai,а—коэффициенты, которые также подлежат определе-
нию. 
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Тогда несложно показать, что подстановка (2.142) в (2.141) 
и последующая замена в (2.141) производных dc/dt и d2c/dxdt 
с помощью (2.143) дает 

dt 

+ [тГ+<* - Л») / i * - A2] 0 = 0, (2.144) 

где 
u* = v/n*. (2.145) 
Приравнивая нулю выражения, выступающие в уравнении 

(2.144) в роли коэффициентов при дс/дх и д2с/дх2, имеем 

Ц£-й* = Аъ (2.146) 

^ + ( « • - Л О - Л * (2.147) 

При этом функции f*x 2(z, ^удовлетворяют условиям: < f \ A > = 0 
и / J 2 (z, 0 ) = 0 . Тогда, усредняя (2.146) и (2.147), получим 

А = • » - < « • > . (2.148) 

A2= < ( и * - <и* > ) / , • > , (2.149) 
а поскольку согласно (2.146) выражение для f\*(z, <) может быть 
представлено в виде 

/ i * ( * . * ) = ( « * - < « * > ) * . (2.150) 
то вместо (2.149) будем иметь 

Л 2 = < ( и * - < и * > ) 2 > * . (2.151) 
Для дальнейшего анализа положим, что величины v* и Г* 

представимы в виде 

<0*(2) = <0 + A w *(2 ) , < d = < ® * > < Л / > = 0 , 

Г * ( г ) - Г + А;(г), Г = < Г* > <Д* Г >=0 , 

где Av* и Ap—вариации, соответственно, скорости фильтрации 
и константы Генри. Следовательно 

a * { z ) = = р + а . « ( * ) . (2 .152) 
1 (л, + Г)+ Др (г) 

Подставляя (2.152) в (2.148) и (2.149) и ограничиваясь при 
усреднении сохранением лишь квадратичных по флуктуациям. 
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членов, получим 

A 1 - ^ , п . ' - * ? - . « - [ l + ^ - y i ^ ] . (2.153) 

^ - [ l + V + ^ ' r - r ^ ^ r , ] . (2.154) 

Рде пъ — эффективная пористость; %—обобщенный коэффициент 
вариации емкостных свойств среды ( ^ = = 1 ^ / ( / ¾ + Г ) , ^ r - к о э ф -
фициент вариации константы Генри равный ^ г = а г / Г и а2 = 
= < Af2 > — дисперсия распределения Г*); ^ v - коэффициент 
вариации скорости фильтрации (%=--<Jvlv, aw

2 = < Al2 > — диспер-
сия распределениям*); pv г—коэффициент корреляции v* и Г* 
<P*,r = < Av*-Ap > ). 

С учетом выражений (2.153) и (2.154) для -Ail2 уравнение 
(2.143) принимает вид 

«.•&+« <2-155> 
где D 3 * — эффективный коэффициент дисперсии, определяемый 
выражением 

(2.156) 

Имеет смысл несколько подробнее остановиться на пара-
метрах уравнения (2.155) и их изменчивости в зависимости от 
распределений v* и Г*. 

Допустим, что имеется горизонтально-слоистый пласт, породы 
которого характеризуются постоянной в пределах разреза 
емкостью поглощения вещества. В этом случае Г * = Г , Aj l=О 
и поэтому в (2.153) и (2.154) следует принять ^ r = O H p j l i r = O . 
С другой стороны, если в фильтрационном отношении пласт 
может рассматриваться как однородный, но при этом отмечается 
флуктуация емкостных свойств пород, то при v*=v, Av* = O j  
соответственно, ^ w = O и p w , r = 0 . Расчетные значения пэ и Ф2

 г 
для этих ситуаций приведены в табл. 13. 

Из табл. 13 видно, что в случае, отражаемом зависимостями 
(2.157), дисперсия концентрационного профиля всецело опре-
деляется флуктуацией поля горизонтальных скоростей, но при 
этом формируется зона смеси в окрестности фронта адсорбции 
x*t = vt/(n0-{-T) и лишь при Г = 0 , когда переносимая потоком 
примесь ^вляется динамически нейтральной, дисперсия переме-
щается на фронт поршневого вытеснения x. = vt/n0 [41, 79, 144]. 
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Табл ица 13 
Выражения для лэ* и q>* г 

Характер неоднородности пород п э * ф ? v,r Формулы 

Горизонтально-слоистый 
пласт (Г* = Г, Ar* =0) 

(По+ Г) 1JV (2.157) 

Однородный пласт 
(v* = w, А®*=0) 

(По+Г) 
(1+ВД 

Yr2(I-^ra) 
( i + V ) 2 

(2.158) 

Во второй расчетной ситуации речь идет о дисперсии кон-
центрационного профиля, порожденной Лишь только флуктуа-
цией емкостных свойств пород. Зона смеси здесь также форми-
руется в окрестности фронта адсорбции. Однако обращает на 
себя внимание тот факт, что флуктуации Г* вызывают снижение 
невозмущенной эффективной пористости (п 0 +Г) и это, естест^ 
венно, приводит к еще более заметному отставанию фронта ад : 

сорбции от фронта поршневого вытеснения. 
С тем, чтобы проанализировать общий случай, когда одно-

временно прослеживается изменчивость v* и Г* в пределах раз ' 
реза, рассмотрим конкретную расчетную ситуацию. 

Пример расчета 2.1. Примем, что локальная эффективная по-
ристость n*(z) и скорость фильтрации v* (z) изменяются в пре-
делах разреза по линейному закону: 

, £*(2) = (л 0 +Г)[1 + 8г (2г /да -1 ) ] , е г = Д ° г / ( я 0 + Г ) , 
v*± (z) = v [ 1 ± ег (2Zl m -1)], е0 = Д0°/ Vt 

и Г* где Д0°, Дг—максимальные отклонения v* 
значений. Здесь имзем: 

„* v [1±в0 (2z/m— 1)] 

а подставляя (2.159) в (2.148) и (2.151), 
выражения для a v , r и ср2

о г : 

от их средних 

(2.159) 

получаем следующие 

Ф о,Г' 
(sr + Sp)2 

Ё2 
t T 0 - е ? ) ^ 

In2 1+е г 

1—8r 

(2.160) 

(2.161) 

В этом примере отражены две модельные ситуации. Первая 
иллюстрирует случай, когда v* = V+* и, следовательно, имеет 
место положительная корреляция v* и Г* (т. е. реализациям с 
повышенной (или пониженной) водопроводимостью пород соот-
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ветствуют большие (малые) значения константы Генри), а вто-
рая, наоборот, описывает случай, когда у* = у_* и v* и Г* кор-
релированы отрицательно. 

Расчеты по формулам (2.160) и (2.161) приведены в табл. 14. 

Таблица 14 

Значения коэффициентов «р̂  г и av< г 

Pv, г Avt 

Ep=  1 V 

г г « Д г » / ( я . + П 
Pv, г Avt 

Ep=  1 V 
0,1 J 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 . 0,7 I 0,8 

Pu, Г>0 

1 

0,8 

0.6 

0.4 

0,2 

0,274 0,226 0.187 0,155 0,126 1,101 0,078 0.05& 

Pu, Г>0 

1 

0,8 

0.6 

0.4 

0,2 

0,970 
0.166 
0,976 
0.085 

0,945 
0,127 

0,926 
0.096 

0,911 
0,069 

0,901 
0,045 

0,896 
0.025 

0,897 
0,009 

0,907 
0 

Pu, Г>0 

1 

0,8 

0.6 

0.4 

0,2 

0,970 
0.166 
0,976 
0.085 

О.'95 9 
0,057 

0,947 
0,034 

0.941 
0,017 

0,941 
0,005 

0,948 
0 

0.966. 
0,009 

1 
0.05& 

Pu, Г>0 

1 

0,8 

0.6 

0.4 

0,2 

0,983 
0,030 

0.У73 
0,014 

0.968 
0,004 

0,970 
0 

0,980 
0,005 

1 
0,025 

1,034 
0,078 

1,093 
0.223 

Pu, Г>0 

1 

0,8 

0.6 

0.4 

0,2 

0,900 
0,003 

0.986 
0 

0,889 
0,004 
1.010 

1 
0,017 

1,020 
0.045 

1,052 
0,101 

1,102 
0,217 

1,187 
0.502 

Pu, Г>0 

1 

0,8 

0.6 

0.4 

0,2 0,997 I 

0,889 
0,004 
1.010 1,029 1,059 1,103 1.171 1,280 

Pv,Г <0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1.0 

0,030 
1.010 
0,085 
1,014 
0,166 
1,023 
0,274 
1,030 
0,409 
1,037 

0.057 0,096 
1,053 
0.187 

0,155 0,248 0,405 0,704 1,394 

Pv,Г <0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1.0 

0,030 
1.010 
0,085 
1,014 
0,166 
1,023 
0,274 
1,030 
0,409 
1,037 

1.027 
0.127 

0,096 
1,053 
0.187 

1,089 
0,275 

1,138 
0,409 

1,207 
0,633 

1,307 
1,054 

1,966 
2,007 

Pv,Г <0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1.0 

0,030 
1.010 
0,085 
1,014 
0,166 
1,023 
0,274 
1,030 
0,409 
1,037 

1,041 
0,226 
1,056 
0.354 
1,068 
0,509 

1,074 
0,310 

1,118 
0,430 

1.177 

0,612 
1,259 
0,912 

1,375 
1,468 

1,560 
2,731 

Pv,Г <0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1.0 

0,030 
1.010 
0,085 
1,014 
0,166 
1,023 
0,274 
1,030 
0,409 
1,037 

1,041 
0,226 
1,056 
0.354 
1,068 
0,509 

1.095 
0,463 

1,148 
0.619 

1,217 
0,854 

1,310 
1,241 

1,444 
1,954 

1,653 
3,56» 

Pv,Г <0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1.0 

0,030 
1.010 
0,085 
1,014 
0,166 
1,023 
0,274 
1,030 
0,409 
1,037 

1,041 
0,226 
1,056 
0.354 
1,068 
0,509 

1,116 
0,646 

1,177 
0,842 

1,256 
1.137 

1,362 
1,621 

1.512 
2.510 

1.74& 
4,515 

Pv,Г <0 

0,2 

0,4 

0,6 

0,8 

1.0 

0,030 
1.010 
0,085 
1,014 
0,166 
1,023 
0,274 
1,030 
0,409 
1,037 1,082 1,137 1,207 1,296 1,414 1,580 1,84а 

Примечание: числитель—<рг»2, Г, Знаменатель—(X l l j 

При положительной корреляции (р» ,г>0) прослеживается 
нивелирующий механизм, уменьшающий дисперсию концентра-
ционного фронта. Здесь при Av

0=A0
r действительная скорость 

переноса и* =Const (см. формулу (2.159) и поэтому a f = \ и 
ф 2 р = 0 . Выше и ниже этой границы (см. табл. 14) <jp£ i r>0, но 
значения их малы. 

В случае отрицательной корреляции (рг,,г<0) наблюдается 
рост a v > r и, соответственно, уменьшение эффективной порис-
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тости я*; при этом Ф|Г В области значимых отклонений Aw
0 и 

Ar оказьгоаются достаточно большими. 
Обычно породы с высокой водопроводимостью имеют мень-

шую адсорбционную емкость нежели слабопроницаемые отло-
жения. Поэтому на практике, по-видимому, чаще всего реали-
зуется ситуация, когда о* и Г* коррелированы отрицательно; 
в этом случае следует ожидать больших значений <р*,г. 

Фундаментальное решение уравнения (2.155) при Da* опре-
деляемом по (2.156) для краевых условий c(O v f )=c 0 , с(х,0) = 
= 0 и с(оо, t) = 0 имеет вид 

(2.162) с erf с [(*—1)ц] 
Cg 1 + erfH 

где 

(2-163) 

Решение (2.162), (2.163) остается в силе и для случая, когда 
вариации Ar достаточно малы (при этом величины п* и ф^ г 

определяются согласно (2.157) табл. 13). 
Если же допустить, что водовмещающие породы являются 

однородными в фильтрационном отношении (Av* = 0 ) , то при 
решении уравнения (2.155) условие нулевой концентрации сле-
дует ставить не на бесконечности, а на границе фронта поршне-
вого вытеснения (при X^=VtIn 0 ) . Здесь для п.* и ф* г , опре-
деляемых по (2.158) имеем 

L e
e r f 1 ) м ] — [ ( * — ! ) И (2.164) 

с» erf (n—\) + erfn ' 
- п * где я = 

Л0 

3. ГИДРОДИНАМИЧЕСКАЯ ДИСПЕРСИЯ 

Анализу процесса гидродинамической дисперсии в однород-
ных и неоднородных водонасыщенных горных породах и грун-
тах посвящены многочисленные исследования, обобщенные в 
ряде обзорных работ [25, 66, 187, 188] и монографий [12, 36, 
51, 61, 89, 92]. Наряду с изучением гидродисперсии в однород-
ных средах (микродиспёрсия) в последние годы разрабатыва-
ются вопросы гидродисперсии в агрегированных и стратифи-
цированных средах (макродисперсия). При этом значительное 
развитие получили модели блоковой структуры сред с двойной 
пористостью [101, 102], пород с выраженной слоистой неодно-
родностью [41, 57, 77, 79, 80]. Рассмотрено множество одно-
и двумерных задач конвективно-дисперсионного переноса в 
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аналитической [12, 25, 45, 60, 66] и численной [48, 50] реали-
зациях. 

В настоящей главе излагаются результаты по изучению мо-
делей гидродинамической дисперсии, представляющих по мне-
нию авторов наибольший интерес. 

3.1. Точные и приближенные решения 
радиальной задачи гидродинамической дисперсии 

Эта задача была рассмотрена многими авторами в связи с 
актуальностью для обоснования прогнозных моделей, а также 
для проведения и обработки результатов опытно-миграцион-
ных исследований [6, 36, 90, 98, 182, 217]- Здесь она вначале 
ставится для однородных водоносных пластов, когда допусти-
мо предположение о линейной зависимости коэффициента дис-
персии от скорости потока, В этом случае уравнение ПЛ9) 
при v(r)=qjr имеет вид 

дс. q дс __hq дЧ Q „ , 
nOdt^lr W dF>' q ^ M I d ' 1 ) 

Рассмотрим решение уравнения (3.1) при следующих крае-
вых условиях 

с (г, 0 ) = 0 , с (/*с, O=Co, с(оо, О==0, (3.2) 
где г с -— радиус скважины. 

Введем безразмерные переменные р = t / K , x=qt/riok2. Это 
позволяет вместо (3.1), (3.2) записать 

р + & • - W - (3-3> 
с ( р , 0 ) = 0 , C(QctX) = C0i с( оо,х)=0, (3.4) 

где Pc = TcI1K. 
Применяя к этому уравнению и условиям преобразование 

Лапласа 

и(р» P)=slc(р, т)ехр(— рх)dx 

получаем 
йъи da л -ч 
ф - ^ г - д а = 0 ' (3-5) 

и (Рс ,Р )= -у> U ( < * t p ) = 0. (3.6) 

Решение уравнения (3.5) выражается через функции Эйри 

а = е х р ( £ ) [O1A1 (ф) + *2Bt (Ф)}, Ф - (3.7) 
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где Лг- (ф) и B i (ф)—функции Эйри; а ь 2 — постоянные, кото-
рые определяются из условий (3.6). 

При р->оо (ф-»оо) функции Ai(ф)—>"0, В{(ф)->оо. В силу 
ограниченности U(р, р) имеем Ct2=O, а удовлетворяя первому 
условию (3.6), находим 

( 3 - 8 ) 

и следовательно 

( V ) ( 3 - 9 ) 
Учитывая соотношение [83] 

(где Ktiz (г)—функция Макдональда), выражение для F (р) можно 
представить в виде 

(3.10) 
v * (I Ф3/2) 

В такой форме решение задачи в изображениях было по-
лучено в работах А. Огата [1821, Г. П. Цыбульского Г90] и 
других [36, 217]. 

Переход в (3.10) от изображения к оригиналу осуществля-
ется по формуле обращения 

o+ioo 
с(р* 1O ==~25тГ" $ и(р, p)exp(px)dp. (3.11) 

о—ioo 
Поскольку функция U(р, р) имеет простой полюс в точке р = 
= 0, то интеграл (3.11) может быть представлен в форме 

с=Res {а exp ( р х ) } р ^ + j j и exp (рх) dp, (3.12) 
i* 

где J —два несобственных интеграла по берегам разреза вдоль 

отрицательной вещественной полуоси контура Бромвича (рис. 14). 
Вычет в точке / > = 0 определяется с использованием разло-

жения AI(Z) при больших значениях аргумента 

A1 ( * ) + г - 1 ' 4 e x P ( • - f *3/2)- 0 .13) 

Это дает 
Res {и exp ( /?t)}p = 0=с0 . (3.14) 
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Рис. 14. Контур Бромвича 

Для вычисления интегралов | при и (р, р), определяемом со-

гласно (3.9), можно воспользоваться соотношением 

Ai [г exp ( ± ^ L ) ] = 0 , 5 [A1 (z) + iBi (г)] exp (± 

Тогда, принимая по берегам разреза I /> = 2 е х р ( — i n ) , р— —Z 
и II p = zexp(in), p = —z, получим 

exp (—zx) Ai [х exp ^ p ) J 

г Ai i [ x . e x p ( — ^ p ) ] 
dzt 

где 

exp (—zx) Ai [х exp (-¾^)] 

ZA1 [х, exp 
dz, 

X-Apz 
Л 4г2/3 » Xo"- ^2/3 • 

С учетом этих соотношений 

J а е х р (хр) d p = -^r Iim [ / т + / „ ]_=C 0 F 0 (р, т), 

1—4рсг 

L* 8-»-0 Я-оо 
(3.15) 
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где 

^ ( p . ^ - l e p ^ J J A f f l a b f a r f , . (3.16) 
о 

/ Aj(Xo) B j ( X ) - A j ( X ) Bl (Xo) to 17Ч 
/о(*>-- AF(Xo)-BHXo) " (d'17) 

Подставляя (3.14) и (3.15) в (3.12), имеем [42] 

c = c/c0=W0(9,x), W0(P jT) = I - F 0 ( P i T ) . (3.18) 
При вычислении интегралов J . r . в работе Г. П. Цибуль-

ского [901 использовалось интегральное представление для 
функции Макдональда. В этом случае решение задачи получа-
ется в сложной и непригодной даже-, для расчета на ЭВМ 
форме. Решение дается, А. Огата [182], в виде несобственного 
интеграла от функций Бесселя первого / v ( z ) и второго Yv{z) 
рода дробного V= 1/3 порядка; такой ж е результат получен в 
работе Д. Танга и Д . Беби [217]. Используя соотношения меж-
ду функциями Ai(z), (z) .и J*{z),\yv(z), можно показать, 
что решение (3.18) при /^ (р , т ) , определяемом согласно (3.16), 
(3.17), эквивалентно решению А. Огата. Однако выражение 
г 0 (р , т) в виде несобственного интеграла от функций Эйри, 
для которых в [83] имеются соответствующие представления, 
с точки зрения вычисления с (р, т) является более предпочти-
тельным. .! -

Результаты расчетов по формуле (3.18) для р с = 0 (сква-
жина весьма малого радиуса) представлены в [42]. 

При рс = 0 область интегрирования в (3.18) расчленяется 
на два интервала- O C z C (4р) - 1 и ( 4 p ) - 1 C z C « > . В диапазоне 
O C z C (4р) - 1 , где х ^ О функции Эйри имеют экспоненциаль-
ный характер и особых сложностей при вычислении интеграла 
не возникает. При z > ( 4 p ) _ 1 изменяется знак % ( % < 0 ) ; при 
отрицательных значениях аргумента функции Эйри сильно ос-
циллируют и поэтому для обеспечения требуемой точности ин-
тегрирование в диапазоне (4р) " " 1 C z C o o следует проводить с 
весьма мелким шагом или использовать специальные приемы 
[152]. 

Расчетные профили концентраций с (р ,т ) приведены на рис. 
Д л я т=225 , 450,_900 и 1800 на рис. 15 дано сопоставление 

между значениями с(р, т ) , вычисленными по формуле (3.18) и 
полученными в работе Д ж . Xoynca и Д. Харлемана Г150, 151] 
путем численного решения исходной задачи на ЭВМ. 

На рис. 16 приведены так называемые E — кривые, рассчи-
танные по формуле (3.18) для р = 1 , 3, 10 и 30 и заимствован-
ные из работы Д ж . Саути [200]. При р > 1 0 здесь также на-
блюдается хорошая согласованность; при р с Ю отмечается су-
щественное расхождение результатов. 
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ClC0 

Рис. 15. Расчетные профили концентрации по решению (3.18) 

с 
Рис. 16. Графики - = / ( 2 т / р 2 , р) 

На рис. 17 приведены графики, отражающие закономерно-
сти изменения концентраций на фронте поршневого вытесне-
ния, т. е. при р = в , где в=;У2т. И з рисунку ридно, что прч 
в ->0 согласно расчетам пр формуле (3,18) величина £(р=?в г 
в)->-1; по мере удаления фронта от скважины концентрация 

в ) уменьшается, асимптотически стремясь, к постоян-
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ClCt  

0,9 
0,8 
0,7 
0,6 
0,5 
Oft -
0,3 
0,2 

i—I—I—г 
- no формуле (3.18) 

• - no данным Caymu. 

J , J L 
•f 5 f 7 8 9 10 

Рис. 17. Расчетные концентрации на фронте вытеснения 

ной величине равной 0,485. Согласно данным Дж. Саути (кри-
вая 2, построенная по точкам снятым с графика рис. 15 при 
2 т / р 2 = 1 для р—1, 3, и 10) имеет место обратная картина, т. е, 
при е-»-0, с(р=е,в)-И). 

Начальное и граничное условие (3.2) при р->0, т-*-0 несов-
местимы (скважина является особой точкой, где функция 
•с(р, т) претерпевает разрыв). По-видимому, при численном 
решении задачи на ЭВМ, в работе Дж. Саути [200] условие 
,C i j=C0 (где t, / — индексы шагов дискретной сетки, соответст-
венно, по р, т) выполнялись лишь в узлах f = 0 , 1, а в узле 
I=о, / = O задано сц=0, За счет этого и происходит снижение 
•с (р, т) в области малых р, т (т. е. в окрестности узла i = 0 , / = 
= 0 ) ; при увеличении р или т влияние условия 0 в узле 
i = 0 , / = 0 ослабевает и при р ^ Ю уже практически не сказы-
вается на точности вычисления с(р, т) . 

Решение в форме (3.18) независимо от [42] было получено 
также в работе П. Хсьеха [152]. Результаты его численных 
расчетов для р с =1, 10 и 20 представлены в табл. 15. 

При решении радиальной задачи микродисперсии в строгой 
постановке вместо условия (3.2) на скважине должно зада-
ваться условие Данквертса, которое в переменных р, т запи-
сывается в виде 

« Р . 
(3.19) 

Несложно показать, что в этом случае в области изображений 
получается следующий результат 

(3.20) 
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где 

F 1 ( P ) - - (3.21) 

и A/(z) —производная от функции Эйри Ai(Z). 
Переход от изображения (3.20) к оригиналу выполнен 

Чи-Шун Ченем [114]. При этом решение задачи может быть 
представлено в виде 

с(р, т) - W1 (р, т) , Wi (р, т) = I - F 1 (р, т) , [3.22) 
где 

F , (р, т) - i ехр {fcjfe} j? i ^ l t ^ J ) dz, (3.23) 

f * ( z ) - B i (Фс) + 2 Z ^ B i ' (Фс), (3.25) 

/** (г) = A1 (%)+2Z213Ai' (%) (3.26) 
и Hi(z) — производная от функции Эйри Bi(z). 

Представляет интерес сопоставить решение (3.1,8) с (3.22) 
и оценить погрешность, возникающую за счет неучета в усло-
вии (3.2) градиента концентрации на скважине. 

Ясно, что несоответствие между (3.18) и (3.22) в наиболь-
шей степени будет прослеживаться на начальной стадии про-
цесса и именно в непосредственной близости от скважины. 
Поэтому имеет смысл найти асимптотические представления 
для (3.22) и соответственно (3.18) при малых т. 

При р > 0 . 0 4 рс с погрешностью, не превышающей 1% <рс« 
« р с р и г и ф « р р 1 / 3 . Тогда при замене в (3.9) функций Ai(Z) 
аппроксимирующими их выражениями (3.13) будем иметь 

F 0 ( P ) ^ f e r m = | ( p ^ _ p f ) . (3.27) I j р 3 
Оригинал изображения (3.27) известен [7] и при этом решение 
дается в виде 

?(р, т < 0 , 0 4 Р с ) = ( ^ ) 1 / 4 е х р { В = ^ } erf с ( ^ ) . (3.28) 

При больших значениях аргумента A/(z), так же как и Aj(Z)t  
удовлетворительно аппроксимируется первым членом ряда [83] 

о ( - § * 3 ' 2 ) (3.29) 

g учетом (3.13) и (3.29) для F1 (р) получаем 

Vr 7 P [0.5 Vp c + VP\ 
74 



и соответственно асимптотика для с(р, т), когда на скважине 
ставится условие 3-го рода, имеет вид 

?(р. T < 0 , 0 4 Р с ) = 2 ( £ ) " 4 ехр {!!=£?} X [erfс ( ^ ) -

Результаты сопоставительных расчетов представлены на 
рис. 18. Как и следовало ожидать различие в распределении 
с(р, т) существенно лишь на ранней стадии процесса (рис. 18); 
с ростом же т (за счет того, что градиент концентрации на 
скважине_умён_,шается) условие (3.19) вырождается в (3.2) и 
графики с(р, т) , рассчитанные по (ЗЛ8) и (3.S2), становятся 
практически неразличимыми (рис. 18). 

Рис. 18. Графики c = f ( p , т) п р и р е = 1 , 0 —по (3.22); 0-^-по (3.18), 
Графики c—f(p) при т=0,01. 1—по формуле (3.28); 2 — по 

формуле (3.30) 

Все строгие решения для радиальной задачи дисперсии 
имеют довольно сложный вид и использовать их, по-видимому, 
еЛёдует лишь как эталоны для оценки точности приближенных 
зависимостей. 

Одно из первых приближенных решений данной задачи бы-
ло получено в работе Л. JIay, В. Кауфмана и Д. Тодда [166]. 
Приняв за основу известное приближенное решение задачи 
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гидродинамической дисперсии в полуограниченном линейном 
потоке 

с=0,5 erfс т|, = Xie=v^ (3.31) 

в (3.31) предлагалось осуществить замену x—r, Xt=г, (где 
/•.=Угс

24-2^^/«о), а дисперсию о2 определять как сумму состав-
ляющих 

do=doi-\-do2, 
где оь2 — стандартные отклонения, порожденные, соответствен-
но, перемещением фронта поршневого вытеснения и геометри-
ей потока. В работе [166] принималось, что, как и в линейном 
Потоке, 012=2А.г« и потому: 

da I =%dr,/o. 
Влияние же радиальной геометрии устанавливалось из условия 
материального баланса в зоне смеси 

<V*=cons t , da2— -OdrJrie. 
Суммарный учет обоих факторов приводит к уравнению: 

(3-32) 
решение котооого при условии на скважине 0( / -^=/- , , )=0 
имеет вид: 

O 2 = J W * 3 - J " / ) - (3.33) 

Способ Л. Лау и др. может быть использован для по-
строения приближенного решения задачи гидродинамической 
дисперсии в потоке с центральной симметрией. В этом случае 
/ . = (rc

3-f-3Q^/4nn0)1/3 и выражение для о2 имеют вид 

c f i ^ l 7 ? ( г * - ' Я - (3.34) 
Поскольку в уравнение (3.1) к входит, как малый параметр, 

то для отыскания его приближенного решения можно восполь-
зоваться методом возмущения |[42]. 

Произведем в (3.1) замену переменных: 

V* 
I 

где r * = = J ( v * l r Q d t —расстояние, пройденное фронтом поршне-
вого вытеснения, у .— скорость фильтрации при г = г . (будем 
йри этом считать, что в (3.1) Vr произвольным образом зависит 
от г и, в частном случае, Cr-=sConst). 
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<3-37> 

« „ # - 0 ( 0 - Ё г . (3.38) 
где 

Тогда вместо (3.1) можно записать 
^ дс . 1 . ^ \дс м д*с 

Учитывая при этом, что в области фронта поршневого вытесне-
ния допустимо разложение VR в рйд Тейлора 

(3.35) 
I r=r* 

будем иметь 

Последнее подстановкой 

У 

трансформируется к виду 
дс г\/л\ dh 

D ( 0 = * . ехр [ - A J J ^ u л ] . (3.39) 

Известно, что при краевых условиях 

(3.40) 

С (ф = — OO1 T) = C0, с ( ф = о о , 0 = ° . (3.41) 
решение уравнения (3.38) имеет вид (3.31) и при этом 

ч = 2 т Ь г B , 0 = i j D { t ) d L (3-42) 

Для определения Ф , D(T) и В (T) необходимо задаться гео-
метрией потока. 

В случае радиальной фильтрации, когда V R = Q I Г , RF=± 

= V Г ? + ZQTLN0 и DVRLDR | r = r , = — Я I Г * 2 , из (3.37), (3.39) и (3.42) 
находим 

Ф = ^ ^ , Й < < ) ( 3 . 4 3 ) 

Подстановка же (3.43) в (3.42) дает 

r
 ( г ~ г * ) г * — , (3.44) 

ЧТО совпадает с (3.31), (3.33). 
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В потоке с центральной симметрией Vr - Q f ^ n r 2 , 
/ - , - ( / - / + S Q f M w i 0 V / " и dvrldr\r=r,= -Ql2nrJ> 

имеем: 

__ (r-r^r** rw/ч 3Qr*? D/л _Г**-Тсъ 

а при подстановке (3.45) в (3.42), получаем (г—г*) />а 
t I = ; 3)/5 ' 

(3.45) 

<3.46) 
V 42, (г*3—г с 

что находится в соответствии с (3.31), (3.35). 
Представленные решения интересны в том отношении, что 

они идентичны по форме и поэтому можно оценить как на дис-
персии распределения с сказывается геометрия потока (см. 
табл. 16). 

Таблица 16 

Поток Г* о» 

Линейный 
радиальный 
Сферический 

V — const 
q/r 

Q/4nm 

Vtjnt 
(rc* + 2qt/nt)112  

(г с
г + 3<?г/4ял«)1/3 

2 ^ r * 
2Цг*>—r c »)/3r* s  

2 Ц г * 5 — r c
s ) / 5 r * 4 

Расчет показывает, что наибольшая ширина зоны, смеси 
имеет место в линейном потоке; в радиальном потоке а2 в 3 
раза, а в сферическом в 5 раз меньше, чем в линейном. Это и 
понятно—-уменьшение вследствие расхождения скорости филь-
трации не только замёдляет передвижение фронта, но и снижа-
ет интенсивность перемешивания. 

Известны и другие приближенные решения радиальной за-
дачи дисперсии. Они также были получены путем усреднения 
в исходном уравнении коэффициента D=Kvr (в предположении, 
что Я — малый параметр). Записываются эти решения в фор-
ме (3.31) и отличаются друг от друга лишь видом автомодель-
ной переменной т|. 

Б области фронта поршневого вытеснения решение Л. Лау 
хорошо согласуется с другими приближенными решениями. 
Действительно (см. табл. 17) при г , « 0 , 5 ( г + г.) формула (3.47) 
для г) совпадает с представлением (3.46), а при условии, что 
In ( г / г . ) « ( г , — 1 ) формула (3.49) также приводится к виду 
(3.46). При удалении от фронта поршневого вытеснения рас-
хождение между -л возрастает, однако в силу того, что пара-
метр достаточно мал, расчетные значения с (г, t) оказываются 
достаточно близкими. 
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Таблица 17 

Формулы для расчета т) в радиальном потоке 

Зависимость Номер 
формулы Автор 

Г г -Г* г р г - 9 а (3.47) П. Раймонди и др. (1959) 
Дж. Xoync и Д. Харлеман 
(1965) У ЯЛ г ' / З У 16 р»/з 
П. Раймонди и др. (1959) 
Дж. Xoync и Д. Харлеман 
(1965) 

P1-B a (3.48) В. М. Шестаков (1962) 
Р. Гарднер и др. (1962) 
Л. Гелхар и М. Коллинз (1971) 
Г. И. Баренблатт и др. (1972) 
Б. Хант (1974) 

У 16 я г*»/3 у 16 е»/3 
В. М. Шестаков (1962) 
Р. Гарднер и др. (1962) 
Л. Гелхар и М. Коллинз (1971) 
Г. И. Баренблатт и др. (1972) 
Б. Хант (1974) 

р* In (г/г*) 8 1п(р/8) (3.49) Г. Деган (1971) 
У 4 X г J 3 У4 6/3 

Сопоставление приближенных решений с расчетами по 
точному при р — 10 (или р±=50), когда концентрация с,(г., t) 
на фронте поршневого вытеснения стабилизировалась позволяет 
заключить, что решения Л. Лау и др. [166], В. М. Шестакова 
[98] и Г. Дегана [119] уже при выполнении условий р ^ 2 0 
имеют погрешность в 2,5%; такая же точность достигается и 
при использовании решения П. Раймонди и др. [194], когда 
P ^ 5 0 . Экспериментальная проверка (Р. Бентсен и Р. Ниль-
сон [110], Дж. Xoync и Д. Харлеман [150], О. Исмаил и 
О. Кимблер [124]) показала, что кривые распределения кон-
центраций, рассчитанные по зависимости II. Раймонди и др. 
[194], удовлетворительно описывают опытные данные. 

На рис. 19 показано сопоставление пространственных рас-
пределения концентрации с(г/Х) при фиксированном времени 
r 2 j o для всех рассматриваемых приближений. На рис. 20 
даны для этих же случаев кривые зависимости концентра-
ции от безразмерного времени г.2/г2 при г Д = 3 . Сравнение 
этих результатов с кривыми точного решения (3.18) свидетель-
ствует о предпочтительности приближенного решения Л. Лау 
и др. Близкий результат дает также решение В. М. Шестакова 
и др. 

Рассмотрим теперь решение задачи для схемы импульсного 
ввода вещества в нагнетательную скважину. В этом случае на 
скважине ставится следующее граничное условие [114]: 

е(Р, О - ^ - к & р - в М . О-®) 

где M0—масса введенного в поток вещества; 6(т) — дельта 
функция Дирака. 
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О 5 10 15 г/Л 
1; — ^ — г ; — * — з ; — • — Ч ; — • — 5 

Рис. 19. Сопоставление пространственных распределений концентрации по 
точному (3.18)—кривая 1 и по приближенным решениям (3.44), (3.47)— 

(3.49) — кривые 2—5 

С 
I I I I 

г/Л=3 

I I I I I 

л / ^zs I I I I I I. I.. I 
1,0 2,0 rj/r* 

— 1 ; -+-2; —*—3; —•—«к —»—5 
Рис. 20. Выходные кривые концентраций в сечении т/Х=3 по точному 
(3.18)—кривая 1 и по приближенным решениям (3.44), (3.47)-(3.49) — 

кривые 2—5 
OO 

Учитывая, что | б (т)ехр(—JDT) = 1 на основе теоремы Дюа-
о 

меля из (3.22), получаем 

^ * ) = ¾ ^ ^ ( 3 '5 1 ) 
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где OO 

Л (р. т ) = 4 е х Р I e z T 1 I S z U ( г ) е х р 

о 
ДЛЯ отыскания приближенного решения примем, что оно 

имеет вид эквивалентный выражению для плотности нормаль-
ного распределения вероятности. Тогда в соответствии с пред-
ставлением для (3.33) можно записать 

1 , 2 = " ^ И ' . - Ш - <3-52> 
Здесь участвует неизвестная пока мощность источника Qu* 

которая может быть определена из условия нормировки по мас-
се введенного в поток вещества M0. Интегрирование по обла-
сти распространения введенной массы дает 

OO 
/ /1 0 =2яшг 0 j rc (г, t) dr=2nmtt0r 

о 
откуда находится Qu, и окончательное выражение для распре-
деления концентрации при /V=O имеет вид 

~ t { З / Л ) 1 ' 2 Г ( I - V f l 
-^TI e x P L I W J ' ( * 

где р== г Д , 0 = г . / г . 
Другая форма приближенного решения этой задачи полу-

чается из решения для линейного потока с временной импуль-
сной функцией концентрации на границе (вида (3.50) при гра-
диенте равном нулю): 

с Р— ехр Г 1 (3 54> с 4 05/2 EXP L 40/Зр J* ^0, ' 
Решения (3.53) и (3.54) отличаются показателем степени 

в знаменателе предэкспоненциального множителя. Форма вы-
ходных кривых с (р, Ф2), построенных по этим решениям, пред-
ставлена на рис. 21. Из их сопоставления следует, что концен-
трации по второму решению (3.54) получаются больше на v 
при iOiCl и меньше на ту же величину при д > 1 ; при 1O1=I они 
совпадают. Максимумы кривых по второму решению несколько 
смещены влево. __ 

При пакетном вводе вещества распределение с устанавли-
вается на основе принципа суперпозиции. Ориентируясь на 
обобщенную формулу (3.31), будем иметь 

с=0,5 (er fcr\ — er fcr\0), (3.55) 

„ - г - г * ° r - 1 / г , ZqV-U) 

где to — продолжительность ввбда рторочки. 
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с 

Рис. 21. Выходные кривые с(р, Ф2) по 1 ( 3 . 5 3 ) — с п л о ш н а я и по (3.54) — 
пунктирная линии 

Для центрально-симметричного течения в случае импульсно-
го ввода индикатора в скважину со сферическим фильтром ра-
диуса гс-И) в результате нормировки по массе M0 из ^ (3.53) 
получается решение типа источника 

7 - с (5/я) 1 ' 2 Г ( 1 - О П f o 5 5 а ч 

M9 / 2" лп0г3 

при переменных р и ft как в (3.53). 

3.2. Гидродинамическая дисперсия 
при знакопеременной конвекции* 

Теоретические и экспериментальные исследования гидроди-
намической дисперсии в водоносных пластах выполнены в ос-
новном для случая однонаправленного движения подземных 
вод. Однако в ряде технических приложений приходится иметь 
дело с возвратно-поступательным движением, когда скорость 
фильтрации меняет свой знак на обратный и возникает режим 
знакопеременной конвекции. 

Такой режим имеет место, например, в береговых зонах мо-
ря, рек и каналов при колебаниях уровня в них и смене фаз 
притока и оттока. Более сложные условия возникают в задачах 
создания и эксплуатации подземных водохранилищ в соленых 
водоносных горизонтах. При прогнозах смешения пресных и 
соленых вод в этих случаях необходимо рассматривать модель 
двухжидкостной системы с переменной как по величине, так и 

* Раздел написан совместно с Л. Н. Муратовой. 
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по знаку скорости конвекции. Аналогичная ситуация имеет ме-
сто при применении так называемого односкважинного метода 
определения миграционных параметров пород в полевых усло-
виях, когда искусственно создается режим знакопеременной 
конвекции. Такая же модель должна рассматриваться в зада-
чах массопереноса при циклической обработке призабойной 
зоны скважин с целью повышения ее проницаемости и улуч-
шения качества извлекаемой водозаборами воды методами гео-
технологии. 

В отдельных работах режим знакопеременной конвекции 
рассмотрен исходя из предпосылки о неизменности параметров 
гидродинамической Дисперсии при изменении знака скорости 
конвективного переноса. В такой постановке Г. Гарднером, 
Д ж . Довни и М. Вилли [130] исследован циклический режим 
эксплуатации подземного газохранилища. М. Мерритом [176] 
на основе моделирования при тех же предположениях изучены 
различные схемы и режимы эксплуатации линз пресных вод. 
Приближенное решение задачи гидродинамической дисперсии 
для режима закачка—откачка в скважине получили Л. Гелхар 
и М. Коллинз [133]. Параметры дисперсии считаются также не-
изменными в используемом односкважинном опробовании пла-
стов [117, 169]. 

Во всех указанных случаях независимость коэффициентов 
дисперсии от направления скорости потока не согласуется с 
физическими представлениями о механизме формирования зо-
ны смеси в основных моделях гидродинамической дисперсии. 
Из качественного анализа таких моделей, начиная с модели 
Тейлора—Эриса для однородной среды, следует очевидное 
предположение о том, что при смене направления движения 
фильтрационного потока на обратное неоднородность поля ско-
ростей может привести к сжатию зоны смеси, т. е. к эффекту, 
который противоречит классической модели диффузии. В срав-
нительно однородных средах этому эффекту будет противодей-
ствовать релаксационное влияние молекулярного смешения. В 
моделях, где преобладает макронеоднородность (например, в 
модели слоисто-неоднородного пласта), это противодействие 
минимально. 

Исходя из таких представлений для случая линейного пото-
ка дифференциальное уравнение гидродинамической дисперсии 
следует записывать в виде: 

в котором для направлений прямого и обратного движения (i = 
= 1,2) различные концентрации Ci, скорости Vi и коэффициенты 
диффузии D i = XiVi. 

(3.56) 
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Для подтверждений зависимости Di или Я,- от смены направ-
ления • движения потока были поставлены эксперименты [62], 
результаты которых излагаются ниже. 

3.2.1. Экспериментальные исследования 

Эксперименты выполнялись на лабораторной установке с 
образцами песчаного грунта и смесью песка с гранулами по-
листирола. Образцы песка длиной 20 и 40 см диаметром 5 см 
с преобладающим размером фракций 0,254-0,5 мм имели по-
ристость 0,354-0,38. Такие же по размерам образцы смеси пес-
ка с полистиролом имели пористость 0,19. 

В качестве индикатора использовался 0,1 н раствор хлори-
стого кальция (CaCl2) при непрерывном вводе и тот же 1,0 н 
раствор при непрерывно-импульсном (пакетном) вводе в обра-
зец. Смена направления фильтрации раствора через образец 
осуществлялась его поворотом на 180° при сохранении направ-
ления скорости снизу вверх. 

По экспериментальным данным строились выходные кри-
вые зависимости относительной концентрации с/с0 от числа 
прошедших через образец поровых объемов Типичные выход-
ные кривые для разных режимов ввода индикатора представ-
лены на рис. 22 (а, б). Сопоставление кривых для прямой и 
знакопеременной конвекции при непрерывном вводе индикатора 
(рис. 22а) показывает, что характерный размер зоны смеси — 
расстояние #0,10'9 между точками с относительной концентраци-
ей 0,1 и 0,9 — в последнем случае меньше при равном в обоих 
случаях пути, пройденном Центром зоны. Опыты в режиме не-
прерывно-импульсного ввода индикатора (рис. 226) приводят 
к такому же качественному выводу. В последнем случае за 
характерный размер зоны смеси принимается расстояние #o»i 
между точками с относительной концентрацией ОД на переднем 
и заднем фронте. 

Поскольку при знакопеременной конвекции центр зоны сме-
си проходит в прямом направлении лишь половину длины об-
разца ее размер должен быть меньше, чем на выходной кри-
вой для прямой конвекции. Следовательно в представленных 
на рис. 22а и 226 случаях в фазе обратного движения зона 
смеси или продолжает расти, но более медленно, чем в фазе 
прямого движения, или сжимается, но с меньшей скоростью, 
чем расширение при прямой конвекции. Для количественной 
оценки этих эффектов использована модель гидродинамичес-
кой дисперсии с различными коэффициентами для прямой и 
обратной конвекции, представленная уравнением (3.56). 

Рассмотрим решения уравнения (3.56) для расчетных схем 
импульсного, непрерывного и непрерывно-импульсного ввода 
индикатора в образец. 
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Рис. 22, Выходные кривые для прямого (сплошная линия) и обратного 
(штриховая линия) движения при непрерывном (а) и непрерывно-импульсном 

(б) вводе индикатора 

Импульсный ввод индикатора. При вводе массы индикато-
ра M1 в точке X=X0 для схемы неограниченной области 
—оо<;л:< + °о известное решение (3.56) 

M1 ехр [ — ( х ~ X9-VjtZn)2 

ADJtn (3.57) 

в конце первой фазы прямого движения (t = tx) при Ix=tVxIxIni 
(T1 = 2 (D1 tx/л)1 /2 имеет вид 

сх(х, X0, р 
я 1 O1 u ui -1 (3.58) 
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Для второй фазы, когда меняется знак при первой произ-
водной по х, уравнение (3.56) должно решаться при началь-
ном распределении концентраций (3.58). Заменим это распре-
деление множеством элементарных источников мощностью 

(*i, ^i)- Поле концентраций, вызванное действием одного 
такого элементарного источника, определяется выражением 

ч <* exP [ - ( Л %Т' ; ) ' ] • (3-59) 

г д е l2=v2t2jn, a2=2(D2t2lл)1/2. 
Суммируя действие этих источников, полупим 

OO 

C2= J ¢27(Xi« t^dXi=* 
— OO 

M J n f [(*. 4 - / , ) - (* -Н 2 ) ]М /о 6 0 \ 

В частном случае при регистрации концентрации в точке 
ввода индикатора Jc=Jc0 уравнение выходной кривой для вто-
рой фазы имеет вид 

M i l H — е Х р Г - ¾ = ¾ ] . (3.61) 
у ' [я (ff,2+ (J2

2)] L tf,2 + tf2
2 J v ' 

Непрерывный ввод индикатора. В качестве первого прибли-
жения для первой фазы может быть использовано решение 
контактной задачи 

5er f с — ( 3 . 6 2 ) 

Это решение удовлетворительно аппроксимирует точное с 
условием с(0, / ) = с 0 при viJc/Z>i^20. Т о ж е решение вида по-
лучается методом мгновенных источников, распределенных на 
полупрямой — о о < л : ^ 0 . Исходя из этого решение для второй 
фазы находится интегрированием (3.60) по х0 в пределах от 
-—оо до 0. В результате получается 

Sl=о,5er f с ^d±±b ( 3 .63) 
cO J (<V + <I2

2)1/2 

Уравнение выходной кривой в точке ввода индикатора 
имеет вид (3.63) при * = 0 . 

Непрерывно-импульсный ввод индикатора. Моделируя этот 
режим ввода полосообразным начальным распределением кон-
центрации C = C0 при —а/2 ̂ JC а/2, получаем решение 
Н. Н. Веригина [73] для первой фазы 

£ - 0 , 5 [er fc^-V*±-aPX„er fcJL-S^-^)^ ( 3 .64) 

Аналогичным предыдущему методом (интегрированием вы-
ражения (3.60) по Jc0 в пределах от —а/2 до а/2) получается 
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решение для второй фазы 

Со J ( < V + CT2
2)1 '2 -7 fai2+ <*2 ) 4 

Уравнение выходной кривой в точке ввода индикатора име-
ет вид (3.65) при л : = 0 . 

По приведенным выше решениям разработана методика об-
работки экспериментальных данных и определения параметра 
гидродинамической дисперсии в первой Xi и второй X2 фазах 
движения раствора через образец грунта. Д л я режима непре-
рывного ввоДа индикатора при знакопеременной конвекции 
используются методы касательной в точке перегиба выходной 
кривой (MK) И прямолинейной анаморфозы с обработкой ме-
тодом наименьших квадратов (MHK). По первому методу при 
отборе проб в точке X = O решение (3.63) записывается в форме 

C2 - c ^ 0,5 e r f c — , (3.66) 

где &i = Vitiltiti , I i = Vi l i ID i , i = 1, 2. 
Наклон касательной в точке перегиба ^ 2 = ^2* 

Отсюда при ft,*=ft2* 

где #1* — фиксированная доля порового объема, введенного Э 
образец длиной /о в первой фазе эксперимента. 

Значения | i и Xi вычисляются по данным опытов в режиме 
прямой конвекции по одной из известных методик [29]. 

Прямолинейная анаморфоза выражения (3.66) может быть 
построена следующим образом 

Ф i = b + ftlr (3.69) 

причем 

h 

; дсг 

_2erf~* (1—2сг/)] SinO ' |гло' 

C2i — концентрации проб, соответствующие поровым объемам 
= ft* — O1*, пропущенным через образец во второй фазе. 
Параметры прямой (3.69) b к k рассчитываются методом 

наименьших квадратов, что позволяет найти | 2 и п, а также X2: 

- 6 J ^ ^ = I T i - (3'70> 
Следует иметь ввиду, что. при обработке методом наимень-

ших квадратов большое влияние на величины определяемых 
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параметров оказывают экспериментальные точки концентра-
ций, близких к нулю или единице, достоверность, которых ниже, 
чем точек в средней части выходной, кривой. Это йриводит, как 
.правило, к некоторому завышению параметра Лг- Поэтому точ-
ки в областях с < 0 , 0 5 и с > 0 , 9 5 в расчет вводить не следует. 

Для режима импульсного и непрерывно-импульсного ввода 
индикатора при знакопеременной конвекции обработка экспе-
риментальных данных может быть выполнена по зависимостям 
(3.61) и (3.65). При отыскании двух параметров нужно допол-
нить их соответствующими уравнениями для максимальной 
концентрации сгтах. Сходная методика обработки данных изло-
жена в монографии [29]. Однако, имея ввиду довольно боль-
шие ошибки в определений максимальной концентрации и 
времени ее выхода из образца, целесообразно обработку экс-
периментальных данных вести интегральными методами, одним 
из которых является метод статистических моментов [29]. 

Анализ решений показывает, что применение зависимости 
(3.61) для импульсного ввода в обработке результатов опытов 
в режиме непрерывно-импульсного ввода индикатора оправда-
но при размерах «пакета» •б ,

0<0,05. В этом случае ошибка в 
^определении концентраций не превышает 14% (при | < : 5 0 0 ) . 
При оо=0,1 ошибка в области малых концентраций достигает 
100%, а в области максимума 8,4% при | = 100 и 42% при 
£ = 500. Так как в экспериментах с непрерывно-импульсным 
вводом индикатора задавались зйачения Фо порядка 0,16—0,17, 
обработка их данных велась методом статистических моментов 
(MCM). 

Выражения для координаты центра тяжести выходной кри-
вой 1O1

4I и дисперсия Oi2 в фазе прямого движения приводятся в 
работе [29]. Для второй фазы эти интегральные характери-
стики имеют вид 

0 _ 2 Д.ОА „2—gO&VSi + gOi/S» + 8 . А"2 /Ч7П 
«2 I T + 1 + 2 ' '12*' ( 3 > 7 1 ) 

При п = / г 0 из (3.71) следует формула для определения | 2 

е _ ^ + [ ^ ' - 8 ( 2 0 , / £ , - < +ftp»/^)]1 '2 ,о ё 2 — ' <V-20,/£,—0о2/12 ""-
и следовательно параметра fo по (3.70). При п=£п0 в (3.71) 
необходимо ввести ^ i = — ^ n J n 0 и Фо='Фо*п/ло и из совмест-
ного решения двух уравнений найти п и £2, а также Яг. 

Сводные результаты обработки данных экспериментальных 
исследований приведены в табл. 18. В ней помещены только 
опыты со знакопеременной конвекцией; средние значения пара-
метра дисперсии Xi для первой фазы брались из соответствую-
щих опытов с прямой конвекцией на той же набивке с осредне-
нием по серии. Результаты опытов, обработанные методами ка-
сательной (MK), наименьших квадратов (MHK) и статистиче-
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Таблица 18 

Параметры гидродинамической; дисперсии X1 и X2 (в см) по данным экспериментальных исследований 

№№ 
серий 

Ю * 
опытов 

Длина 
образца, 

CM 
Пористость 

Средняя скорось 
.фильтрации, см/с 

Методика обработки, опытных данных 

№№ 
серий 

Ю * 
опытов 

Длина 
образца, 

CM 
Пористость 

Средняя скорось 
.фильтрации, см/с MK MHK MCM №№ 

серий 
Ю * 

опытов 
Длина 

образца, 
CM 

Пористость 

^ • 1 0 » ¢ , . 1 0 ' X1 Г. Xi Г, Fe 1 х, г . 

I 7 20,0 0.37 5,59 5.16 0.16 —0,09 0,16 —0;07 

8 » » » » » —0,10 » —0,13 

I 12 40.0 0,23 4,14 4.17 0,25 —0,09 0,41 —0,10 

15 » » » » » —0,09 » —0,17 

га 21 20,0 0,35 4,32 4.63 ; 0,06 - 0 , 0 2 0,16 —0,014 

22 » » » » » —0,02 » —0,12 

23 » » > » - 0 , 0 1 » —0.11 

24 » » » V » —0,02 » —0.12 

25 » » > » 0,04 » —0.11 

IV 28 » 3,88 3.73 - - — — 0,163 0,113 0,024 

30 » » » » - - — — 0.167 » - 0 , 0 4 7 
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ских моментов (MCM), представлены осредненнымн значе-
ниями параметра Яг Для второй фазы обратного движения. 

Почти во всех опытах для фазы обратного движения полу-
чены отрицательные значения параметра гидродинамической 
дисперсий. По отдельным опытам этот параметр остается по-
ложительным, но существенно меньшим по величине, чем в 
фазе прямого движения. Обработка методом наименьших квад-
ратов дает несколько большие значения параметра дисперсии, 
учитывая тянущиеся хвосты выходных кривых. 

При непрерывно-импульсном вводе индикатора отмечается 
рост максимума выходной кривой при сравнении с данными 
опытов с прямой конвекцией. 

Таким образом, экспериментальными исследованиями уста-
новлено, что при знакопеременной конвекции в фазе обратного 
движения происходит сжатие зоны смеси (или значительное 
замедление ее роста). Этот эффект объясняется частичным 
сохранением поля локальной неоднородности скоростей в по-
ровых каналах и имеет место даже в образцах однородного 
песка. В смеси песка с гранулами полистирола отмечено его 
большее проявление. Следует ожидать, что в трещиноватых, 
пористо-трещиноватых и слоисто-неоднородных породах роль 
этого эффекта будет более значительной. 

Примерами реализации предложенной модели гидродина-
мической дисперсии при знакопеременной конвекции являют-
ся полученные ниже решения для различных расчетных схем 
разового загрязнения подземных вод. 

3.2.2. Действие мгновенных источников загрязнения 
подземных вод в линейном потоке 

Часто встречающиеся расчетные схемы разового загрязне-
ния подземных вод рассматриваются обычно с помощью моде-
ли мгновенных источников. Для разных форм области началь-
ного загрязнения решения задач миграции веществ в пласте 
при однонаправленном потоке подземных вод приведены, 
например, в [73]. Ряд аналогичных расчетных схем, но в усло-
виях знакопеременной конвекции, может быть также построен 
с учетом возможных инженерных ситуаций, а также в предпо-
ложении, что из них методом суперпозиции могут быть полу-
чены более сложные случаи. Методология решения задач по-
казывается на примере схемы мгновенного точечного источни-
ка в пространстве (рис. 23). 

Точечный источник (рис. 23а) 
Для одноразмерного движения по оси х с постоянной ско-

ростью Vi = const дифференциальное уравнение 
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в котором с 1 — концентрация; Dxu Dyu Dzl — компоненты тен-
зора гидродинамической дисперсии, имеет известное для рас-
сматриваемой схемы решение: 

M*, у, * t t - j ^ ^ t — . x 

X ехо Г i x — Xo-VJln6Y (У~Уо)г (Z-Z0)2) ^ 7 4 . 
f I 4DXlt 4Dvlt 4DntJ У ' } 

Здесь х0, у0, Z0- координаты импульсного ввода вещества, 
Dxi.yi.zi ^ D x l y l z l I n 0 , а M i - масса введенного вещества. 

В конце первой фазы движения в прямом направлении t = tx, 
обозначая vxtxItt0=Il 

<^1 = 2 V D M n 0 ; ay l = 2 У D ^ t l In 0 ; аг1 = 2 У D M n 0 , 

имеем из (3.74) 
/ — J. \ M3InQ Cj ( X , У, Z, X0, У0, Z0, tx)— з/о "X 

Xexp 
L V -1 

Для второй фазы, когда скорость меняет не только значе-
ние, но и знак на обратный, дифференциальное уравнение 

0 - ^ + 0 * ^ + ¾ - ^ + ¾ - ¾ - - ¾ - ! f (3.76) 

должно рассматриваться при условии начального распределе-
ния концентраций, полученного на конец первой фазы. 

Будем считать, что в начале второй фазы действует мно-
жество элементарных источников мощностью ci(xi, уь zx, t\). 
Поле концентраций, вызванное действием одного такого эле-
ментарного источника, может быть найдено из выражения 

Рис. 23. Схемы источников: 
а) точечный в пространстве; б) линейный источник неограниченной длины; в) плоский 
источник неограниченной длнны; г) полуограннченный плоский источник, параллельный 
плоскости ZOY; д) полуограннченный плоский источник, параллельный плоскости XOZ; 
е) полосообразный плоский источник, параллельный плоскости XOZ; ж ) полосообразный 
плоский источник, параллельный плоскости ZOY; з) объемный источник в форме неогра-
ниченного слоя конечной мощности, параллельного плоскости XOZ; и) объемный источ-
ник в форме неограниченного слоя конечной мощности, параллельного плоскости ZOY; 
к) объемный источник в' форме Прямоугольного двуграннИка с осью OX и углом •/«"! 
л ) объемный источник в виде трехгранника; м) объемный источник в форме стержня; 
прямоугольного ^поперечного сечення неограниченной длнны с осью, параллельной OZi 
н) объемный источник в форме полупространства, "ограниченного плоскостью ZOY (кон-
тактная з а д а ч а ) ; о) объемный источник в форме полупространства, ограниченного 

плоскостью XOY 
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thl <*, У, Z, X^yuZl, О - - ^ 9
1 ' ^ k - - U - X 

SkzW2V DxzDy2Dzi 

ХСХр Г — ^1 + ^2/До)2 (У—Уо)г (г—г0)г ] ^377V 
L 4Dy2t 4D22t J ' V ' 

Если здесь положить rVrfIn0=I2; ах 2 = 2 VT)x 2 t In0, а у 2 = 
= l V Dy2Hn0, <JZ2=2УDzitlti0 , то получим 

с, ж,, м е х р р 

(3.78) 

Для нахождения результирующего поля концентраций от 
действия всего множества элементарных источников проинте-
грируем их по Х\, у и Zu что даст 

+00 +00 +OO 
C2= J J J C2'г/i, Z1, t)dxxdyxdzx. (3.79) 

Учитывая значения C1 (X1, уг, Z1, ^1) по (3.75), получим 

с г_- м*1п° х 
2 О К ^ylOZiOxiOy^g2 

L "ii »5i J 

x e x p f — <*-*•+'•>' (3.80) 
L °jf2 ау2 °z2 J 

Подставляя (3.80) в (3.79) и интегрируя поле преобразо-
ваний, получим окончательно 

/ [(*• + *!)-(*+MI' (У-УоГ (*-*>)' I 
i 6 x p i о ы - о » , - о ; , + 4 ~ 4 + 4 ) 

л.**'2[(a-t + ¢ , ) ( a 2 , + «Ь) (a2, + 0¾]1/2 ' > 

В частном случае регистрации концентрации в точке вво-
да массы JC0, Уо, Zo во второй фазе будет получена выходная 
кривая, уравнение которой 

М» exP I— 02 +а2 \ 

^ " ^ [ ( 4 + 4 . ) ( 4 + 4 K 4 + 4 ) ] I / e ' ( 3 ' 8 2 ) 

Последнее выражение может быть использовано для реше-
ния обратных задач по данным импульсного ввода, индикатора 
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в скважину с коротким фильтром, если есть основания принять 
схему пласта неограниченной мощности и не учитывать влия-
ния его границ. 

На основе фундаментального решения для точечного источ-
ника при импульсном вводе массы могут быть получены самые 
разнообразные расчетные схемы и решения для них. Ниже 
представлены некоторые случаи, геометрия которых соответст-
вует как схемам гидрогеохимических исследований методами 
индикаторов, так и ряду задач рассеяния вещества нри задан-
ном в пространстве начальном его распределении. 

Линейный источник неограниченной длины (рис. 23б) 
Эта схема открывает серию задач, которые принято назы-

вать плановыми. Дифференциальное уравнение процесса гид-
родинамической дисперсии для них не содержит составляющей 
по координате г. Все характеристики процесса считаются ка-
ким-либо образом осредненными по этой координате. Для 
первой фазы в этом случае получается уравнение 

+ (3-83) 

Для линейного источника неограниченной длины в прост-
ранстве или что то же самое точечного источника на плановой 
плоскости решение (3.83) может быть получено интегрирова-
нием (3.75) по оси z от — оо до Оно известно [73] и 
имеет следующий вид: 

¢, <* У. У» (3.84) NOXIVFFI L O X I J 

Дифференциальное уравнение для второй фазы записывается 

л - + (3-85) 

и также может быть решено путем интегрирования полученно-
го выше решения для точечного пространственного источника 
(3.81) по координате z. Опуская необходимые промежуточные 
выкладки, окончательно получаем 

C2 = J h х 
W l f a 2

x l +а2
х2у а2

у1 +O2
y2 

X exp S _ « 1 (3.86) 

Обозначения те же, что в выражении (3.75). 
В частном случае для решения обратных задач при им-

пульсном вводе индикатора в точку с координатами (хо, Уо) > 
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выходная кривая может быть получена по уравнению 

м Г ( f I - M 1 I M2 ехр I — ^ д 2 I 

Ci (t2) = Г/ 2 ' 2 Ч T2 . ^ 2 \ 11/2 * (3.87) 

Плоский источник неограниченной длины (рис. 23в) 
Эта схема используется обычно при обработке результатов 

лабораторных экспериментов. Решения для фаз прямого и 
обратного движения подземных вод даются формулами (3.57) 
и (3.60). 

Представленные выше решения для трех схем (точечного, 
линейного и плоского мгновенных источников) позволяют ре-
шить ряд плановых и объемных задач, которые отличаются 
друг от друга лишь геометрической формой начального запол-
нения пласта индикатором. Решения для них получены в пред-
положении неограниченного водоносного пласта. 

Полуограниченный плоский источник, параллельный пло-
скости zoy (рис. 23г) 

Решение для однонаправленного движения получается из 
решения (3.84) для линейного источника неограниченной дли-
ны, параллельного оси оу, путем интегрирования его по оси у 
от —оо до 0. В результате имеем 

а2 , е г / с - £ - . (3.88) 
2 Vnaxi <V V ! 

Чтобы получить решение для второй фазы движения посту-
паем аналогично предыдущему, т. е. решение (3.86) для вто-
рой фазы линейного источника неограниченной длины интегри-
руем по координате у от —оо до 0. После преобразований бу-
дем иметь 

м -[(Хо + M - I * + М П  M1 ехр ^ T T j "Г I + °jc2 J C2 = ^ е г f c Г 
2«. У л У +O2

2 L F 0Ji + «и 
(3.89) 

Полуограниченный плоский источник, параллельный плоско-
сти Xoz (рис. 23д) 

Если полученное выше решение (3.84) для линейного мгно-
венного источника неограниченной длины в точке с координа-
тами (х0, Уо) проинтегрировать по х0 от —оо до 0, то получим 

(У-УеУ 

C1= « aJi erfc(l=±\ (3.90) 
1 2rt0 V n Oyi

 J \ Oxx 1 V 

Выражение (3.90) есть решение для полуограниченного 
плоского источника параллельного плоскости xoz для однона-
правленного движения. 
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Аналогично можно записать решение для второй фазы. Д л я 
этого решение (3.86) нужно проинтегрировать по координате 
X0 от — оо до 0. Это дает 

e x p K i ^ J ъ(х, у, Уо, ^ — - ^ - ^ z n ^ e r f c [ ^ b = M = 1 . (3.91) 
2л в | / "п / o j + o j 

Полосообразный плоский источник, параллельный плоско-
сти xoz (рис. 23е) 

Решение для этой схемы может быть получено из выраже-
ния для неограниченного линейного источника (3.84) интегри-
рованием его от «—а» до «а» по хо. Сделав необходимые пре-
образования, получим 

х [erf с 1 = ± ± Ы ^ e r f c (3.92) 

Выражение для второй фазы разнонаправленного движе-
ния получается интегрированием (3.86) по той же координате 
X0 в тех же пределах. 

Полосообразный плоский источник, параллельный плоско-
сти zoy (рис. 23ж) 

Решение для этой схемы получается аналогично преды-
дущему с той лишь разницей, что интегрирование выражения 
(3.84) ведется по координате г/о в пределах от «—Ь» до «-f-b». 
В результате получается: 

C1 (Л, х0,«,)_ " t - e P Г_Й=Й=ЬЯХ 2п„ у я Oxx L O2
1 J 

<3-94> 
Во второй фазе, когда скорость меняет свой знак на обрат-

ный, зависимость C2 (х, Хо, t) получается интегрированием 
(3.86) по текущей координате у0 от —b до -f-b. Распределение 
концентраций в этом случае 

] erf с -,ITb- -—er f c — Ш ^ , ] . (3.95) 
K 0 J l + 0 * 
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Объемный источник в форме неограниченного слоя конеч-
ной мощности, параллельного плоскости xoz (рис. 23з) 

Для того, чтобы получить решение для этого случая, не-
обходимо взять выражение для полосообразного плоского 
источника параллельного плоскости zoy и проинтегрировать 
его по оси х от —оо до оо} Тогда: 

^ - " / ' j S r ] - <3-96> 
При изменении знака скорости на обратный поле концент-

раций от действия этого источника будет: 

Ci-
M1  

2п0 
e r f c 

V r Oj i+ 4 
•erf с У + Ь 

V j 
(3.97) 

Объемный источник в форме неограниченного слоя конеч-
ной мощности, параллельного плоскости zoy (рис. 23и) 

При задании источника такой формы решение для него 
будет 

[ e r f c 
x—(a + l,)  

<3*1 
•erfc x+ (a-I1) 

Oxi ] . (3.98) 

интегрирования Оно получено из выражения (3.92) путем 
его по координате Уо от —оо до + о о . 

Для второй фазы с последующим изменением знака скоро-
сти на обратный получено следующее решение из (3.93) по 
аналогии с -(3.98): 

C2--
M1 

2пв e r f c - ^ ^ - ^ - M 
V a * + 0 * 

erf с <*-+ 
У O^+ а] 

. (3.99) 

Объемный источник в форме прямоугольного двугранника 
с осью ох и углом 3 /2я (рис. 23к) 

Для этой схемы решение может быть получено интегриро-
ванием выражения (3.90) по оси у в пределах от —оо до 0. 
После преобразований будем иметь для первой фазы 

M1 с, = - Ana 
erfc 

Ok 1 
e r f c 7 T • Jy 1 

(3.100) 

При смене знака скорости на обратный решение для второй 
фазы имеет вид 

M1 * 
C 2 = l ~ n : e r f c erf с 

У LJTL + <4 J 
(3.101) 

Объемный источник в виде трехгранника (рис. 23л) 
Если решение (3.92) для полосообразного плоского источ-

ника, параллельного плоскости xoz, проинтегрировать от —оо 
до 0 по координате у, то получим уравнение для рассматри-



ваемой схемы, которое выглядит так: 

(3.102) 

Аналогичным путем можно получить выражение для вто-
рой фазы, проинтегрировав (3.93) по тем же координатам и в 
тех же пределах. В результате будем иметь следующую форму 
записи этого решения: 

^ 2 ^ l t erf с _ e r f с X 

X erf с л Г 4 ~ ~ . (3.103) 

Объемный источник в форме стержня прямоугольного попе-
речного сечения неограниченной длины с осью параллельной oz 
(рис. 23м) 

Решение для прямоугольного в плане заполнения пласта 
раствором может быть найдено из выражения (3,92), если про-
интегрировать его в пределах от —b до -\-Ь по координате у. 
В результате получим 

^ b r I х 
(3.104) 

' ух J 

Для второй фазы, когда скорость меняет не только значе-
ние, но и знак на обратный, решение для этой схемы примет 
вид: 

V a l ^ a l 2 
X 

(3.105) 

Объемный источник в форме полупространства, ограничен-
ного плоскостью zoy (контактная задача) (рис. 23н) 

Решение для двух полуограниченных сред (контактная за-
дача) можно получить из выражения (3.90) для полуограни-
ченного плоского источника параллельного плоскости xoz 
путем интегрирования его по координате уо, что дает выраже-
ние (3.62). 

Для второй фазы движения зоны смеси решение запишется 
в виде (3.63), которое получается из выражения (3.91) путем 
интегрирования его по координате уо. 

Объемный мгновенный источник в форме полупространства, 
ограниченного плоскостью хоу (рис. 23о) 
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Решение для первой фазы в этом случае будет: 

( З Л 0 6 ) 

Для второй фазы 

C2 -er f c (3.107) 

3,2.3. Действие непрерывных источников загрязнения 
подземных вод в линейном потоке 

В качестве примера здесь рассматриваются случаи непре-
рывного и непрерывно-импульсного загрязнения подземных 
вод для схемы плоского источника, действующего в течение 
всего времени однонаправленного движения в первой фазе. Во 
второй фазе поступление загрязняющих веществ прекращает-
ся и образовавшаяся загрязненная зона подземных вод сно-
сится потоком в обратном направлении. 

Случай непрерывного в первой фазе источника может быть 
рассмотрен с помощью модели мгновенного источника, вклю-
чаемого в действие в произвольный момент времени Ti первой 
фазы длительностью U: 

M   
~~ 2 К " ! D , ( t ^ X ^ + Щ Л Г ^ о 

(3.,08) 

Для перехода к непрерывному источнику, действующему в 
течение первой фазы, необходимо проинтегрировать (3.108) по 
Ti от 0 до tь Для этой цели введем обозначения 

* — I A ( * i - * i J + A & l / i o . 

- ш ? ft - T T ( * 2 + j ^ r + З г ) <3-109> 
и представим (3.108) в форме 

м . —- р 
VrJiT 

где 

c2=-J!Le х dx, (3.110) 

г/ — V* ft.— D *( v _L D* 

Интегрирование (3,110) по т, от 0 до дает следующее 
выражение 

(D1I^DlIl)In0 (т-р,)» 
1 1 DttlIn0

 г 

98 



которое удобно представить в виде суммы однотипных интегралов 

^ ( I 1 - I 2 ) , (3.112) 

отличающихся верхними пределами 
(D1I1JrDltl)In0 

' . = ^ r S p L . - — » " * , (3.U3) 
O r 

О,Ып0 

Z2 = -/= \ 4= e—tX—*tt,%dT. (3.114) 
Y п $ Vx у 

Используя таблицы операционных соответствий [7], имеем 
Ь 

_JL С __L c~ax~alAxdx £- ехр ^r^SpJb J =L 
УJt J Yx ' р YP + в 

- e ^ e r f c [ \ У т + У ^ Ъ <ЗЛ15> 

Подставляя в (3.115) соответствующие пределы (3.113) и 
(3.114), а также а = * , = ^ , a — O 1 A a - ( * + ¾ 1 + . ¾ ¾ 5 ) -и 
вводя при D12 = \ 2*l^i,2 безразмерный критерий Ix==VlX/D1, 
характерные размеры зоны смешения a l i 2 = 2 ( D , t 2 £ , 2/я0)1/2 и рас-
стояния, пройденные фронтом поршневого вытеснения Ix л — 
=^1 ,2^1 ,2^0 ' получаем: 

с т = Q i ( / I * - / 2 * ) . Ql = M-Ii0Iv l , (3.116) 

K 2 + cV)I/2 W + O j ) 1 ' 2 

e r f с (1+¾) е г / с 

/• * L 

Величина M здесь представляет собой массовый расход ин-
дикатора в сечении х=0 на единицу площади источника. 

Иллюстрация полученного решения (3.116) представлена на 
рис. 24—25 для одинаковых коэффициентов дисперсии в пер-
вой фазе прямого движения Xi=I jO м и для разных — во вто-
рой фазе обратного движения А2=1,0 м, A2=O,Г м. ,Остальные 
параметры заданы произвольно, Di = O 2 - I м/сут, n0—0,25, 11=, 
= 10 сут, M=4 г / л = 4 0 0 0 г/м3 . Анализ показывает, что при 
одинаковых коэффициентах дисперсии (рис. 24) во второй фа-
зе продолжается развитие зоны смеси на переднем фронте, а 
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фаза прямого движения; фаза обратного движения 

ClQ1 

Рис. 25. Распределение концентраций индикатора по решению (З.П6) при 
X 1 = I 1 O м и X 2 = O 1 I м : 

фаза прямого движения; 4ьза обратного движения 

также на заднем фронте, который в фазе обратного движения 
становится передним. Распределение концентраций в пласте 
принимает гауссовскую форму со снижающимся во времени 
максимумом. 

В случае значительно меньших ^2^0,1 м (рис. 25) развитие 
Кривой распределения концентрацйй во второй фазе сущест-
венно замедляется. Фронты кривой мало меняют форму, достиг-
нутую к концу первой фазы. К моменту времени ^ = 1 8 сут в 
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вершине кривой распределения еще сохраняется небольшой 
ГОрИЗОНТаЛЬНЫЙ учасТОК C 2 - C 2 H ИЛИ C 2 k / Q i = 1 , 0 . 

Случай источника с непрерывно-импульсным вводом загряз-
няющего вещества в первой фазе может быть получен моди-
фикацией предыдущего решения следующим образом. Выраже-
ние (3.108) интегрируется по Ti от 0 до to, где to — длитель-
ность непрерывного ввода загрязнителя в поток в начале пер-
вой фазы. При этом интегралы h и I i* не изменяются, а вместо 
(3.114) будет записан интеграл с другим верхним пределом: 

J 1 С I E - * - * ' ' I X D X _ 
720 Vn j Vx 

__ 1 
- J 

(1+¾) йг fr X+h + h-h + U^lK] 
'~е 7 W+af-arf12 У 

Концентрация загрязнителя в этом случае определяется по 
формуле: 

Сто = Q i (Л* — ( 3 - 1 1 7 ) 

В первой фазе движения ( * 2 = 0 ) : 

^ [ e r f c ^ e ^ e r f c ^ ] , 

Г - 1 \rrfс + — e
l * e r f c *+|'-Ч. 

Z 0 = O 1 V w 0 , O0^VDitolno. 

Иллюстрация решения (3.117) представлена на рис. 26 в 
27, на которых прослеживается Эффект снижения значений ко-
эффициента гидродинамической Дисперсии в фазе обратного 
движения. Принятые значения параметров иллюстративного 
расчета те же, что и ранее, т . е. Xi = 1,0 м, X2-1,0 м и 0,1 м, 
и ь 2 = 1,0 м/сут, H0=0,25, Z1 = IO сут. Характеристика ввода ин-
дикатора в пласт: Z 0=I сут, Qi = I г/л. При Xi=X2 (рис. 26) в 
фазе обратного движения продолжается развитие зоны смеси 
в виде гауСсовокого распределения с постоянным снижением 
максимума. При X2=O,1 м (рис. 27) процесс развития зоны сме-
си существенно замедляется, максимумы концентраций снижа-
ются сдержанно. 

erfc- х +It •li + t о 
- ст . ' ) " 2 
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ClQ1 

0,4 

0,2 

О 

Рис. 26. Распределение концентраций индикатора по решению (3.117) при 
Ai=Xz=I1O м: 

фаза прямого движения; фаза обратного движения 

C/«1 

ОД 

о,г 

Рис. 27. Распределение концентраций индикатора по решению (3.117) при 
Xj=KO м И X2=O1I М: 

— — фаза прямого движения; фаза обратного движения 

3.3, Гидродинамическая дисперсия 
при знакопеременной конвекции в радиальном потоке 

В строгой постановке задача прогнозирования концентра-
ций загрязняющих веществ в радиальных потоках подземных 
вод, меняющих направление движения на обратное, является 
развитием задачи, рассмотренной выше. В данном случае она 
должна решаться при начальном условии, отвечающем рас-
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пределению концентраций в пространстве на момент времени 
переключения скважины с нагнетания на откачку жидкости. 
Поэтому заранее можно сказать, что аналитическая реализа-
ция такой задачи будет чрезвычайно сложной. 

Для решения практических задач здесь могут быть исполь-
зованы приближенные приемы (3.1), которые позволяют ус-
ложнить условия различием коэффициентов дисперсии при пря-
мом и обратном движении зоны смеси, рассмотрением моделей 
стратифицированных сред и дисперсионных явлений в них при 
равновесном массообмене. 

3.3.1. Гомогенные и гетерогенные породы 
неупорядоченного строения 

Д л я гомогенных пород, а также гетерогенных комплексов 
неупорядоченного строения может быть использована модель 
с ' различными по величине (а в общем случае и по знаку), 
но постоянными значениями параметров гидродисперсии. Для 
фазы прямого движения зоны смеси (при нагнетании жидкости 
в скважину радиуса гс) решения осесимметричной задачи, по-
лученные способом Jl. J lay и др. [166], имеют вид (3.31) для 
ступенчатого ввода загрязняющего вещества или индикатора и 
(3.54) — для импульсного ввода. В этих решениях 

" Н Ч ' . - т Й - <ЗЛ18> 
В предположении, что структура решений остается неиз-

менной и для второй фазы обратного движения при Откачке из 
скважины, найдем зависимость для характерной ширины зоны 
смеси аг с учетом двух основных факторов ее формирования — 
пройденного расстояния и радиальной геометрии потока. Имея 
в виду, что теперь радиус фронта вытеснения г»=(г 0

2 —Qtj 
J J T M N 0 ) 1 7 2 убывающая величина, а фактор радиальной геомет-
рии меняет знак, способствуя росту а2, получаем дифференци-
альное уравнение 

(3.119) dr* O2 г# * ' 
Решение этого уравнения при начальном условии 

/•*=Го> ^ = ( г 0 ~ Й ) . (ЗЛ20) 

где г 0 —радиус фронта поршневого вытеснения в конце фазы 
нагнетания1 имеет вид: 

? ( ^ i + ^г) rQ8 — XlTgs X2/**3 121) 

Таким образом, для стадии откачки из скважины при сту-
пенчатом или импульсном вводе индикатора в начале нагне-
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тания следует использовать зависимости (3.31) или (3.54) с 
новым значением 02 по (3.121). 

Аналогичная задача для частного случая Xi—-X2—X рассмот-
рена Л. Гелхаром и М. Коллинзом (133] методом возмущений. 
Д л я ступенчатого ввода индикатора записываем полученное 
решение 

-^=0,Serfer,, T1^pe ^ ^ ш (3-12?) 
[ - 3 - 2 . ( 2 / V - / V - Г , ' ) J 

Эти же авторы предложили прием, устраняющий иррацио-
нальность в (3.122) при г . < 0 . Такой случай имеет место при 
Qt/n,mnoZ>r0

2. Для концентраций, в откачиваемой воде (г— 
=T c =O) дается модификация (3.122) в объемах нагнетания 
W0=Kmn0r02 и откачки W=n,mn 0 ( ro 2—г 2 ) 

^=OtSerferh, V f l 6 x , - . . (3.123) 
j T - —I 1—W I ' ( I—№)] j 

WV 
Здесь введен модуль 11— W\, устраняющий иррациональность 

и обеспечивающий непрерывность функции ClC0(W) при W = \ 
В более общем случае. Xi^IX2 при Cr2, определяемом по 

(3.121) с учетом объема ствола скважины Wc=nmn0rc
2

t концен-
трация в откачиваемой воде ( г=г с ) определяется выражением 

Serfc4ct (3.124) 

в котором 

г — 1 - н i—w P12W1J2 

TJc— — — 

X=X2A1, P0=Z-OA1, Wc=WJW0. 

Упрощение т]с при We=O, а также в случае X—1, получает-
ся просто. При этом видно, что аргументы функций ^o и tic по 
(3.123) и (3.124) отличаются в два раза, что сказывается на 
расхождении результатов, особенно при c/Cq>0,8 и с/с0<С0,2 
(см. рис. 20). Интересно отметить, что для решений, получен-
ных разными методами и имеющих разные аргументы - r\, 
градиенты концентраций дс/дг на фронте поршневого вытес-
нения г = г # совпадают как в фазе прямого движения (нагне-
тание), так и в фазе обратного движения зоны смеси (откач-
ка) . Такое же _совпадение имеет место и для градиентов кон-
центрации dc(W)/dW в точке W= 1 выходной кривой в сква-
жине; при этом сJс0—0,5. < -
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При импульсном вводе массы индикатора M0 в скважину 
в начале фазы нагнетания решение для второй фазы откачки 
при нормировке как и в случае (3.53) имеет вид 

7 « - ( 3 / я ) 1 / 2 Р ' / 2 - с х о Г d - ^ l ,3 125> С — Мв/птпвгг — 4 OG1
1'2 ^ L 40,/Зр, J ' (O.izg; 

где P1 = г/X1, 

I=X2IXu * e ~ r j r e , %-г^/го. 

При Xi=X2=X решение (3.125) переходит в (3.53). По ана-
логии с (3.54) при задании на стенке скважины временной 
импульсной функции концентрации имеем 

, - - ^ . ^ [ - ¾ ¾ . ] . (3.126) 

,Зависимость (3.125) удобно использовать, когда перемен-
ными являются как и в (3.123)—(3.124) объемы нагнетания в 
первой^ фазе W0 и относительные объемы откачки во второй 
фазе W=W/Wo.'Ъ этом случае (3.125) принимает вид 

с° = AhJwT ^ 2УЯО 9 ( 3 ' ' 

где 
4 ГI , 1 - 1 1 - ^ / 2 ( 1 ^ ) 1 
з Lfb PT Jf 

Работа скважины с коротким фильтром в водоносном пласте 
большой мощности в режиме нагнетание—откачка может быть 
смоделирована сферической задачей гидродинамической дис-
персии, решение которой для первой фазы имеет вид (3.56). 
Д л я второй фазы обратного движения характерная ширина 
зоны смеси а определяется из выражения 

q2 (Xt + X2) f0
s—Vc8—Xgfii.8 128) 

5 г*4 

3.3.2. Стратифицированные многослойные породы 

Из качественного анализа моделей массопереноса в стра-
тифицированных пластах следует, что на ранних стадиях про-
цесса (при /<*„ , где / „=0 ,01 n0m2/D0), когда массообмен меж-
ду слоями проявляется крайне слабо, профиль концентрации 
в пределах разреза формируется под воздействием двух неза-
висимых механизмов. С одной стороны здесь четко прослежи-
вается послойный конвективный перенос примеси, с другой, 
имеет место дисперсия фронтов поршневого вытеснения в пре-
делах каждого элементарного'слоя. В рамках упрощенной де-
терминированной модели (см. раздел 1.4) это обстоятельство 

105 



учитывается введением эффективного коэффициента дисперсии 

D = X v + ( 3 . 1 2 9 ) 

Исследуя закономерности массопереноса при знакоперемен-
ной конвекции, примем, что коэффициент X в {3.129) является 
величиной постоянной (независящей от направления потока). 
В то же время, памятуя о том, что дисперсия, порождаемая 
профильной флуктуацией проницаемости среды, имеет исклю-
чительно конвективную природу, пЬпытаемся учесть эффект 
сжимаемости условной зоны смеси, формирующейся при по-
слойном переносе. 

При D, определяемом по (3.129), уравнение (3.1) записы-
вается в виде 

п q ^ L - 1 - A - F r f x ^ 4 q i и п 0 * 
L l I F j ' ( з л з о > 

Будем искать решение уравнения (3.130), используя прибли-
женный прием, изложенный в работах [6, 98, 133]. Вводя но-
вую переменную р = (г2—г.2), где r.=^rc-\-2qt/n0)m^i (Qt/ 
/птпо)1/2,- и, считая при этом, что | р | < г . , вместо (3.130) 
имеем 

Тогда, полагая т] =|х/|/"2со2, где 

" - < > { ( £ V f 1 + 1 ^ ) * . <3.131> о 
получим обыкновенное дифференциальное уравнение 

ж+2" % 
решение которого имеет вид: 

С = Д е г / ( г ] ) + Л2. (3.132) 
Согласно (3.131) функция со2 (характеризующая дисперсию по-
тока) равна: 

M 2 = - ^ r * 3 + Д * 4 (3.133) 

и следовательно 
"* Гг—Г * ' ' * — ( 3 . 1 3 4 ) 

3 r * + 2tj)®2r 
/2со2 у Щ 

причем в случае 0 и г-> оо, т]-> оо, а при г = = г е ( г с « 0 ) , 
1 ^ - 1 / ) / ( 1 6 ^ , / 3 / ^ ) 4 - 2 ^ 2 , Поэтому условия (3.2) для определе-
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ния постоянных Л 1,2 записываются в виде 
/ 

| С „ при ч=TJ5fe, 
" 1 0 при Т)-> оо 

и соответственно будем иметь 
C ^ C e r f c ^ ( з л з 5 ) 

С . l + e r / ( % ) 4 ' 

При введении безразмерных переменных г = г / г 0 и f . = (/".До)1/2 

(где Го — расстояние от скважины до фронта поршневого вы-
теснения на момент окончания закачки) расчетная формула 
(3.135) принимает вид: 

C=C*erfc(y\), (3.136) 

где 

T1= л
 г ( 3 . 1 3 7 ) 

]/(162./3г0) t3J2 + 

С* ~ { l + erf (111/ (16Х/Зг 0 )С 1 / 2 + 2 ^ 2 ) Г . (3.138) 

Отметим некоторые особенности этого решения. При г 2 = 
—t.> Tl=O и C = C * ; следовательно С * — это относительная кон-
центрация на фронте поршневого вытеснения. В случае ^ 2 = O 
концентрация С* является функцией времени, причем, как и 
при строгом решении радиальной задачи микродисперсии (см. 
рис. 17), здесь С* при t,=0 равна 1,0, а с ростом t. отмечается 
постепенное снижение С* до 0,5. Если же принять X=O, то С* 
оказывается величиной постоянной, но зависящей от ф„2; в су-
щественно неоднородных пластах С*-Я ,0 , а при незначитель-
ной изменчивости водопроводимости пород (*фг> ^ 0 , 3 5 ) можно 
считать С* « 0 , 5 [60]. 

Принимая во внимание предположение об обратимости 
дисперсии на макроуровне, для определения <о2 в фазе откач-
ки будем иметь следующее уравнение 

- ( 8 А , г . а - 4 < г Л (3.139) 

Решение (3.139) при начальном условии 

r * = r 0 , O2 = - ^ r 0
3 + V V (3.140) 

записывается в виде 
8л 
3 с о 2 = - ^ (2 + (3.141) 

где г,= (r0
2—Qt/nmn0)U2. Тогда, оставляя неизменной струк-

туру решения (3.135), выражение для С в период откачки 
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представим в виде (3.136), где 

л =
 F - ~ ! ! r W ) - , - (3.142) 

K<162L/3rc) [ 2 - i (1 -W) l , / 2 ( 1 - W ) ] + ( 1 - W ) 2 , 

т)4 равна г] при г г» О и W = О и соответственно 

с* ~{l+erf(\/V0M,l3c0)+2tf)}-K (3.143) 

Пример расчета 3.1. Проведем определение параметров X, и 
я|>„, используя результаты опытов, представленные в работах 
Дж. Пикенса и Г. Гризака [189, 190]. 

Исследования проводились на участке, приуроченном к пес-
чаным отложениям мощностью т=8,2 м, сверху и снизу пере-
крытым слабопроницаемыми глинистыми прослоями. Залегает 
водоносный пл; ;т на глубине 2 м от поверхности земли. Коэф-
фициент фильтрации пород, установленный на основе кустовых 
откачек, определен равным k—12 м/сут; пористость песков 
составляет /10=0,33-0,43. 

В целом пласт может быть вполне охарактеризован как од-
нородный. Вместе с тем результаты послойного определения 
коэффициента фильтрации песков (табл. 19) явно свидетель-
ствуют о том, что опробуемая толща имеет слоистое строение. 

Таблица 19 

Данные о изменении коэффициента фмьтрацчя 
в пределах разреза на различных расстояниях 

от центральной скважины 

Точка отбора Мощность оп-
робованного 

Коэффициент фильтрации 

образца ( глу -
бина от поверх-

Мощность оп-
робованного 

2 = 4 M 2 = 7 M ности земли, м) слоя, M 2 = 4 M 2 = 7 M 

2.13 0,44 1.140 0,786 
2.74 0,53 0.740 0,936 
3.19 0,45 0.701 0,646 
3,64 0.45 0.746 0.659 
4.08 0,45 0.736 0.659 
4.53 0,45 0.672 0,659 
4,98 0.45 0,802 0,728 
5,43 0,45 0,970 0,818 
5.87 0.45 0.970 0,978 
6.32 0.45 1.225 1.096 
6,77 0,45 1.237 1.268 
7.21 0,45 1.501 1.284 
7,66 0.45 1.406 1.488 
8.11 0.45 1,293 1.488 
8.56 0.45 1.352 1.403 
9.00 0.45 1.175 1.309 
9.45 0,53 0.938 1.135 

10.05 0,40 0.302 0,583 
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Рассчитанные в (189, 190] на основе данных табл. 19 зна-
чения составляют, соответственно, 0,095 и 0,093 для точек на 
расстоянии г = 4 м и г ~ 7 м от центральной скважины. 

Индикаторные опыты проводились по схеме: а) закачка ин-
дикатора (трассера) в центральную скважину с контролем за 
его распространением по трем наблюдательным скважинам и 
б) последующая откачка воды из центральной скважины при 
непрерывном слежении за изменением в ней содержания трас-
сера. В качестве индикатора использовался радиоактивный изо-
топ — J m . Закачка производилась с расходом Q = 3,186 м3/ч в 
течение / = 3 0 ч (соответственно объем поданной в пласт воды 
составил №=95,6 м3); отбиралась вода из скважины с таким 
ж е расходом и при этом откачка продолжалась в течение 48 ч 
до полного извлечения из пласта всего трассера. 

Графики изменения средней концентрации по наблюдатель-
ным скважинам, расположенным на расстоянии г = 1,2 и 3 м от 
центральной, показаны на рис. 28; выходная кривая, снятая по 
центральной скважине в период откачки, приведена на рнс. 29. 

ных скважинах при закачке 

В данном случае можно принять, что концентрация на 
фронте поршневого вытеснения С* =0,5. Тогда, определяя ка-
сательную dc/dt. в точке C=C* в решении (3.136)-(3.137), 
будем иметь 

I ^ H O 4 <З Л 4 4> 
где Д/# = (/*' — /#") и / / - - в р е м я , соответствующее на 
выходной кривой (рис. 28) точкам С = 1,0 и С = 0 , 0 , а ^ — в р е -
мя Zlk = T. 

Поступая аналогичным образом с решением для стадии 
откачки, найдем наклон кривой к оси W при W = 1 в точке 
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1,6 W 

Рис. 29. Экспериментальные точки и расчетная выходная кривая 
концентраций в центральной скважине при откачке 

г = 0 . Это дает 
ЗГ 0 , I I U R . A = 32 л (AW)2, (3.145) 

где AW = ( W - W ) и W", Wf—относительные объмы, соответ-
ствующие на выходной кривой (рис. 29) точкам С = 0 , 0 и 
С = 1,0. 

Графическим путем на выходной кривой для г = 2 м (рис. 28) 
найдем ^ = 0 , 3 7 x 3 0 = 11 ч. и = ( 0 , 5 3 - 0 , 2 ) X 3 0 = 10 ч. Под-
ставляя эти значения в (3.144), получим: 

i W ^ =0 ,131 . 

Определим также активную пористость пласта. Она равна 

« = — % = 0 , 3 4 . 0 J t m r 2 

Тогда г0
2 = {— -Y /2 = 3,3 м. 0 \лтп0) 

Для выходной кривой рис. 29 (согласно [189, _190]) имеем 
XW=0,565; подставляя найденные значения г0

2 и AW в (2.106) 
получаем 

А = —^Jj3- (0,565)2=0,03 м 

и при этом xP2 '= (0,131—80,0316) =0 ,091. То, что в данном слу-
чае значения ^ , установленные на основе индикаторного и 
фильтрационного опробования пласта, оказались достаточно 
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близкими несомненно свидетельствует о правомерности пред-
ставленной модели (выходные кривые, рассчитанные при X= 
= 0,03 и 4 ^ = 0 , 0 9 1 для фазы закачки и откачки показаны со-
ответственно на рис. 3.15 и рис. 29). 

Вместе с тем необходимо обратить внимание на одно важг 
ное обстоятельство^Из соотношения (3.145) видно, что наклон 
выходной кривой dc/dW в фазе откачки в точке г=0 при W= 
= 1 не зависит от коэффициента вариации xP„2, а содержит в 
себе информацию только о микродисперсии. Это, собственно 
говоря, является следствием принятого механизма послойного 
переноса, когда полностью пренебрегается эффектом массооб-
мена между слоями с различной водопроводимостью. Посколь-
ку на самом деле массообмен все-таки может иметь место, то, 
по-видимому, установленные таким образом значения X будут 
несколько завышенными и, более того, с увеличением зоны ох-
вата Го следует ожидать роста X. Таким образом, на надежное 
определение X при односкважинном опоробовании пласта рас-
считывать не приходится. 

3.3.3. Стратифицированные породы 
с равновесным массообменом* 

При фильтрации в стратифицированных пластах активных 
примесей зона смеси формируется под воздействием двух 
взаимноусиливающих (или, наоборот, ослабляющих) друг 
друга механизмов, обусловленных изменчивостью водопрово-
димости пород и их емкостных (физико-химических) свойств в 
пределах разреза. В простейшем случае, при равновесном мас-
сообмене, это обстоятельство учитывается (см. раздел 2.3.) 
введением в уравнение конвективной диффузии эффективной 
пористости пэ и коэффициента дисперсии D3, определяемых по 
формулам, 

Q . D * ( 3 - 1 4 6 ) 

где г — коэффициент профильной вариации действитель-
ной скорости переноса вещества; а/ — коэффициент, отражаю-
щий изменение невозмущенной эффективной пористости (По-\-
-f-Г) за счет флуктуаций проницаемости среды и емкости по-
глощения вещества. 

Фундаментальное решение уравнения (3.1) при коэффици-
енте дисперсии D3 имеет вид (3.135). При этом в период за-
качки в (3.135) 

U2-Vl,^*4' г(Qtlnmnji*, 4 . = - 1 / ^ 2 Фт.г. (3.147) 

* Раздел написан совместно с Е. В. Середкиной. 
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В условиях равновесного массообмена при откачке будет 
происходить обратный переход вещества из пород в воду. 
Поэтому при движении адсорбционного фронта r*—(r0

2—Qt/ 
Jtmna)172 к скважине функция .со2 определится из решения 
уравнения 

S £ - « 4 t r V (3-148) 
при условии 

г* = г0, (о2==Ф2
>гг0

4, (3.149) 

тде г0 — расстояние от скважины до фронта адсорбции на мо-
мент окончания закачки. 
Из (3.148), (3.149) имеем 

= (3.150) 
Ясно, что в данном случае (за счет десорбции вещества) в 
период откачки (по мере перемещения г, к скважине) наблю-
дается как бы сжатие условной зоны смеси, а выходная кривая 
с при г=гс (гс->0) получается в виде «ступеньки». 

Рассмотрим иную ситуацию. Допустим, что адсорбция ве-
щества является необратимой. Тогда при откачке фронт ад-
сорбции будет перемещаться к скважине по закону поршнево-
го вытеснения, а на переформировании концентрационного 
профиля скажется лишь только эффект изменчивости прони-
цаемости пород в пределах разреза. Здесь для определения о 2 

имеем: 
(3.151) 

где 
r ^ ( r Q

2 - Q t l n m n 0 y i * . (3.152) 
Решая уравнение (3.151) при условии (3.149), получаем 

<о2 - (Ф2 , г - V ) г0
4 - V * 4 , (3.153) 

где г* принимается согласно (3.152). В этом случае выражение 
для с на скважине в переменных W и п=пэ1п0 записывается 
в виде (3.136) при 

T1 = (3.154) 
У 2K^l, r - V ) л2+ V ( n - W f ] 

с* = { \ + e r f ( l / K ^ . r ) } " 1 . (3.155) 

Необратимая адсорбция наблюдается при закачке в пласт 
аэрированной (кислородсодержащей) воды. Этот прием ис-
пользуется для создания искусственных геохимических барье-
ров при внутрипластовой очистке подземных вод. 
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Пример расчета 3.2. Проведем оценку параметров уравне-
ния (3.136), (3.154) — (3.155) по выходным кривым с, получен-
ным при работе установок обезжелезивания подземных вод в 
пласте на Орёльском водозаборе г. Днепродзержинска. Водо-
забор представлен линейным рядом из 80 скважин, располо-
женных на расстоянии 200 м друг от друга. Вода, каптируемая 
скважинами, является некондиционной; она характеризуется 
повышенным содержанием железа, а на отдельных участках 
также марганца и аммония. В зоне расположения фильтров за-
легают мелко- и среднезернистые, а местами крупнозернистые 
и даже гравелистые пески, имеющие мощность 8—10 м и коэф-
фициент фильтрации 25—50 м/сут. 

Опыты проводились на первых 20 скважинах. Закачка аэри-
рованной воды в пласт осуществлялась с расходом Q = 20— 
—23 м3/ч в течение времени /=110—130 Ч; отбиралась вода из 
скважин с-расходом Q=40—50 м3/ч. На всех скважинах были 
выполнены два контрольных цикла с регистрацией концентра-
ции кислорода в откачиваемой воде. На рис. 30 представлены 

Рис. 30. Выходные кривые по кислороду 
с к в . Jfe S - Д — 1 - й цикл; д — 2 - й цикл 
с к в . 1-й цикл} 2-й цикл 
с к в . >6 12— О—1-й цикл; ( J — 2 - й цикл 
скв . >6 19—V—1-цикл; ^ r —2-й цикл 

— теоретическая кривая по формулам (3.136), (3.154), (3.155) 

результирующие выходные кривые с по скважинам 5, 9, 12 и 
19 и в табл. 20 приведены условия проведения опытов. При 
этом на первом цикле отбор воды из скважин продолжался 
18—20 сут. до установления практически исходного качества 
воды по содержанию железа и других окисляемых ингредиен-
тов. На скважине 12 откачка была прекращена после отбора 
двухкратного объема поданной в пласт аэрированной воды. 

Для обработки выходных кривых представим уравнения 
(3.136), (3 .154) - (3 .155) в виде 

0,8 

0,6 

0,2 

С 

О I , t T r P ^ ц, т т т г г т - ^ u g  
0,2 0,¥ 0,6 0,8 1 1,2 1,1+ 1,6 1,8 W 

y = a+b(n-W)2, (3.156) 
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Таблица 2 О 

СКВ. циклов Wz , M3 C 0 s , м г / л 

Расчетные параметры 

СКВ. циклов Wz , M3 C 0 s , м г / л 
С* я ф» I г 

5 1 2840 8,3 0.970 0.01 24,814 0.387 
2 8,9 

9 1 2600 6,1 0,865 0,02 5.066 0.516 
2 2700 5,5 

12 1 2580 14,1 0.550 0.53 0.778 0.533 
1 2460 14,6 0.950 0.03 18.347 0.506 

19 2 2670 15.3 

где 

Ч ^ М Ы ' (3.157) 

Тогда, задавшись первоначально произвольным значением с* 
0 , 5 < с * < 1 ) , по выходной кривой рис. 30 для точки с = с* 
найдем W=n и уже для как бы известных с* и п, используя 
массив данных с, определим коэффициенты а и Ь уравнения 
(3.156). Зная их по (3.157), несложно вычислить tyv и а при 
найденном q v r по (3.155) рассчитать с*. Если полученное таким 
образом с* отличается от заданного, то все расчеты по опре-
делению п, и фг,,г следует повторить заново и так до тех 
пор, пока не будет достигнуто их удовлетворительное совпаде-
ние. 

Найденные таким образом значения параметров по отдель-
ным скважинам сведены в табл. 20. 

Из данных табл. 20 видно, что на скважинах 5, 9 и 19, где 
кривые характеризуются с начала откачки резким спадом 
концентрации, значения с*->-1,0 и «.->-0. Следовательно, для 
обработки кривых такого типа можно использовать прибли-
женную методику оценки параметров, полагая в уравнении 
(3.136) с * = 1 и пренебрегая во всем диапазоне изменения W 
величиной п. Правда в этом случае при найденных а и & уда-
ется рассчитать лишь только коэффициент Ijjl,. 

Обращает на себя внимание тот факт, что коэффициенты 
•фг, по скважинам оказалис. достаточно близкими и на сква-
жинах 5, 9, 19 они значительно меньше коэффициентов ф^.г 
Это свидетельствует о том, что в окрестности отмеченных сква-
жин водовмещающие породы характеризуются существенной 
профильной изменчивостью не только фильтрационных, но и 
емкостных свойств (см. раздел 2.4). 

Результаты, полученные На 12-й скважине, иллюстрируют 
Другую предельную ситуацию. Коэффициент ф„,г здесь ока-
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зался относительно небольшим и поэтому при обработке опыт-
ных данных можно было ограничиться расчетом параметров, 
положив С* = 0,5. 

Расчетные выходные кривые для скважин 5, 9, 12 и 19 при-
ведены на рис. 30. Удовлетворительное совпадение теоретиче-
ских и измеренных в опытах величин С дает основание счи-
тать, что в таких условиях процесс адсорбции кислорода на 
породах пласта действительно протекает в соответствии с 
предложенным механизмом. 

Обращает на себя внимание одно весьма интересное об-
стоятельство. В зоне, где емкость поглощения по O2 оказыва-
ется полностью исчерпанной, кислород должен, естественно, 
переноситься потоком уже как динамически нейтральный (не-
сорбируемый) индикатор. 

Пример расчета 3.3. На скважине 12 сразу после 1-го цик-
ла были выполнены еще два контрольных опыта. В обоих 
случаях объем поданной в пласт аэрированной воды составил 
Wz = 254 м3 при Со, на первом цикле 12,7 мг/л и на втором — 
13,9 мг/л; откачка продолжалась до отбора 2Wz. Полученные 
при этом выходные кривые С представлены на рис. 31. 

Рис. 31. Выходные кривые по кислороду: 
• — 1-й опыт ; х — 2-й опыт 

теоретическая кривая по формулам (3 .136) , (3.142), (3.143) 

Для идентификации выходных кривых здесь можно вос-
пользоваться методом, изложенным в предыдущем разделе. 
Учитывая, что коэффициент вариации Tpw на скважине 12 (см. 
табл. 3.6) равен 0,553 и при этом согласно (3.143) при 8X/3r0<g. 
«ф* 2 , С* = 0,515 в (3.136) допустимо принять С* = 0,5. Тогда 
на основании (3.145) найдем (см. рис. 31) 

h = (!.325 - 0,665)2=0,013. 

Выходная кривая, рассчитанная по (3.136), (3.142) при г о = 0 
для Я//"о = 0,013 и Ipr=O,553, показана на рис. 31. 
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4. ГИДРОДИНАМИЧЕСКАЯ ДИСПЕРСИЯ 
И МАССООБМЕН 

Фильтрация растворов в горных породах и грунтах сопро-
вождается как процессами рассеяния вещества механической 
природы (гидродинамическая дисперсия), так и сложными 
процессами физико-химического взаимодействия растворенного 
вещества с твердой фазой породы (массообмен). При решении 
практических задач с участием этих процессов из-за многооб-
разия явлений приходится или суммировать их действие, пред-
полагая какой-либо общий механизм взаимодействия, или же 
выделять из них ограниченное число проявлений, являющихся 
лимитирующими. 

Существующие исследования по сорбции растворов [86] на 
горных породах и грунтах различного минералогического со-
става свидетельствуют о том, что преобладающей формой их 
взаимодействия является ионный обмен. Обменная емкость гли-
нистых грунтов определяется в основном минералогическим со-
ставом, изменяясь от 3—15 мг-экв/100 г для коалинита до 
1004-150 мг-экв/100 г для вермикулита. Обменная емкость 
песков различного минералогического состава изменяется в 
пределах 0,34-13 мг-экв/100 г. Существенное влияние на ион-
ный обмен оказывает комплексообразование, снижая обмен-
ную емкость на 1—2 порядка. 

Изучение совместного протекания массообменных процессов 
с учетом гидродинамической дисперсии при произвольных 
уравнениях кинетики (1.7) и равновесия (1.8) является весьма 
сложной проблемой. Поэтому при аналитическом решении та-
ких задач устанавливается обычно лимитирующая стадия про-
цесса сорбции. По данным множества экспериментальных ра-
бот при ионном обмене преобладающее влияние даже для 
сильных ионитов имеет внешнедиффузионное торможение. Ана-
логично для физической адсорбции скорость процесса также 
определяется скоростью внешней диффузии, т. е. условиями 
транспорта реагирующих веществ к поверхности взаимодейст-
вия. В этих случаях для описания кинетики ионообменных и 
сорбционных процессов обычно используется уравнение 

в котором f — константа скорости процесса взаимодействия; 
с* — концентрация раствора, равновесная количеству вещест-
ва, поглощенному к данному моменту времени твердой фазой. 
Эта концентрация связана функционально с концентрацией на 
твердой фазе N* уравнением изотермы сорбции или ионного 
обмена 

dN (4.1) 

c*=f(N*). (4.2) 
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Кинетическое уравнение (4.1) применяется также для дру-
гих процессов межфазового взаимодействия. К этому уравне-
нию приводится механизм внутридиффузионного поглощения в 
средах с двойной пористостью. При c * = c o n s t получается урав-
нение кинетики растворения солей (при поверхностном засо-
лении). При с* = 0 имеем кинетику необратимых процессов де-
струкции или радиоактивного распада. Константа у во всех 
этих случаях приобретает свой физический смысл. 

Ниже приводятся некоторые строгие решения задач гидро-
динамической дисперсии и массообмена при линейных урав-
нениях кинетики (4.1), а также эказаны примеры возможных 
приближенных реализаций, когда уравнение (4.1) нелинейно. 

4.1. Линейный поток подземных вод 

4.1.1. Случай линейной изотермы адсорбции 

Для этого случая система уравнений баланса массы веще-
ства и кинетики процесса имеет вид: 

ijOxi Vdx dt п° dt> ^ 

^ = t ( c - a N ) , а = 1/Г. (4.4) 

Система уравнений (4.3)—(4.4) с наибольшей полнотой 
рассмотрена JL Лапидусом и В. Амундсоном [165] для процес-
сов, протекающих в хроматографических и ионообменных ко-
лонках. Ими получено решение для общих условий, когда кон-
центрация на входе является функцией времени с(о, t)=Co(t), 
а начальное распределение вещества в растворе и на твердой 
фазе зависит от координат с(х, 0) — Ci(x), N(x,Q) -Ni(X). Для 
более простых условий 

c(x ,0) = N ( X t O ) = O , c(0,t) = co> dc(oo,t)/dx=0 (4.5) 
решение для распределения концентрации вещества в поровом 
растворе имеет вид 

(I, х) + a J. J F (£, tj) dr| j, (4.6) 

где 

F(l, х)=е~*Ъ 1I0 [ 2 ± K a j i ( T - H ) ] 
о 

g = l + | (1 - а ) ; 

I = vx/D, $=vt/xn0, х = V21/Dn0) I0(Z)—модифицированная 
функция Бесселя. 
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В иной форме решение уравнений (4.3) — (4.4) при тех же 
условиях (4.5) получено Э. А. Бондаревым и В. Н. Николаев-
ским [8]. Аналогичная система уравнений при а = 1 рассма-
тривалась К. Коатсом и Б. Смитом [116] в задаче о конвек-
тивной диффузии в средах с застойными зонами. 

В связи со сложностью вычислений по (4.6) получено так-
же решение задачи (4.3) — (4.5) в виде [94] 

е 00 

с С 
7 ; = — J f a ' t o — « f c ' t o ) ^ - ( 4- 7) 

о 
Здесь 

* . , « , . ^ ) - e x p { - [ < H ! ± p » + a ± | ) S ± ? | L / ( l l , с.и)]}. 
,h, (% £ „Ч . [2 ( а - 1 ) S 1 E - S 1 ' - ! * 1 + / ( i „ ц)] Ц Sin ц 
Vi .2 ISi, fc, W - J j l, + 6 i , + 2 ( 1 + а ) ы T Z ( S 1 ^ 1 H ) ] / (S1, С, Ii)' 

/ ( S 1 , С, p ) - [ ( ( x 2 + ^ 2 - 2 a S 1 ^ + 4 S 1 ^ 2 + 4 S 1
3 S + 

+ 4(1 + 2 а ) S1
2S2]1'2, 

Si = S/2 = ®JC/2 Dt Ii0XJv. 

Более сложным является случай ограниченной длины пла-
ста с условием 3-го рода на входе, когда уравнения (4.3) — 
(4.4) решаются при краевых условиях 

с(xt 0 ) = 0 , - D ^ J l + vc(Ott) = vc0, d j ^ j l - O . (4.8) 

Распределение концентраций вещества в поровом растворе 
находится из выражения 

_£_ — 1 _ У 2цпЦцп cos HrtX+ 1 Sin упх) . , , Д * в - * Л в б х ( 4 9 ) 

^ T " 1 Д X o v l ^ M i v +S 2 + 2S) № * + < h е ) е ' 

в котором 

«о={[0,5 (P„2+12) - S Uf+211 (P„2+S2)}1/2, 

t i .2 = — {[0,5 ( р / + S 2 ) + Ш Т 

\ = vl\2Dt I = ^llvt е. = S(I^afl0)t ^ = VtHti0. 

Уравнение для вычисления корней имеет вид 

fc^—jsfeii-' <4 Л 0> 
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Действительные корни этого уравнения соответствуют абс-
циссам общих точек кривых: 

2 Цгс I Г1 = т -— и Tl = V —, 1 tgfA« 1 % Цп 
вторая из которых есть прямоугольная гипербола с центром в 
начале координат и асимптотами р,п = 0 и т ] С л е д о в а -
тельно корни (4.10) могут быть определены графически. Эти 
ж е корни можно найти более простым путем. Не приводя до-
казательств маркируем нечетные и четные корни следующим 
образом 

P 2 n - l = P n , P 2 n = Tfn-

Д л я корней рп и iYn действительны уравнения 

tgp n = | /p«, c tgTfn=—|/Тп. (4.11) 
Таким образом (4.10), заменяется более простыми соотно-

шениями (4.11), часто встречающимися в литературе. 
Наиболее общие результаты по рассматриваемой линейной 

проблеме получены Ф. Линдстремом [168]. Наряду с меха-
низмом линейной обратимой сорбции или ионного обмена он 
предусмотрел возможность радиоактивного и микробиологиче-
ского распада как в жидкой, так и в твердой фазе, а также 
химических реакций и необратимой сорбции на поверхности 
частиц породы. Система уравнений баланса массы (4.3) и ки-
нетики массообмена (4.4) в этом случае записывается в более 
сложной форме 

„ д2с дс dN » „ дс л sA 1Г)Ч d ^ - i d J J - S T - V - ^ l P 0 < - * < ° ° . (4-1 2> 
d ^ f ^ c - . a N ) - ' K T N , t> 0, (4.13) 

где Xp— обобщенная константа распада веществ в растворе; 
Ят — то ж е в сорбированной фазе. 

Краевые условия: 

c(x,0) = N(л,0)=0; - D дс(°'° + vc{0, t) = A(t)vc0; 

At « ( 4 - 1 4 ) 
- D — к - д х ' - + в с ( о о , 0 = 0 

предусматривают непрерывно-импульсный ввод раствора, при 
котором 

м 

-а ( о — 2 (— 1V^r ̂ —г«)- ( 4 л 5 ) 

Здесь M — положительное целое число, H(t—Ti)—единичная 
ступенчатая функция Хевисайда, равная нулю при tt^ZTi и 
единице при t>Tt. При M = O и T i = O получается случай ввода 
раствора с постоянной концентрацией при t ^ O . При J W = I и 
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7()=0 задается непрерывно-импульсный ввод продолжительно-
стью Tu 

Решение системы (4.12) — (4.13) при условиях (4.14) имеет 
вид 

X=-Mi) 5 g(x,Q).h(t-ThQ)de (4.16) 
о 

при TM<t<TM+i, M=0,1,2, . . . , 
(x—vQ  

(яЭ)1'2 

x + vQ ^ 

г С. е ) = ^ , - V 

evxlD er fc I 

2 d i /2 * 2 (D0)1'2 Г 

Ait-ThO)=<rv0/n° • У0 [2 (a (t - 7 \ - 0) б)1/2] + t-Tt-9 л 
+ Ь Г ^ У о [ 2 ( а 0 П ) 1 / 2 ] ^ , 

о > 
a= -^bln0, Ь=щ-\-Хт. 
Подынтегральная функция h(t—Tu в ) является по сущест-

ву модификацией функции Гольдштёйна J [137], достаточно 
хорошо изученной в специальной литературе [!43]. Следует от-
метить, что большинство решений подобных задач, включая и 
(4.9), получаются аналогично (4.16) в виде двухкратного интег-
рирования по времени и поэтому являются чрезвычайно слож-
ными для вычислений. Ф. Линдстрему удалось выполнить в 
(4.16) интегрирование по частям, благодаря чему это решение 
упростилось 

^ = t-Td + 

*~Tl "I 
-1- J G(x, GMi V-T1, 0)do . (4.17) 

о J 
Здесь: 

X erf о X + 2 [ D " Z : i „ j T } - - N + & H Х 
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2 ( / > W 8 ) ' ( 4 Л 8 )  

Ai (*, 0) = - J e-»('-e>-v/«. | / 0 [2 ( < - 0 ) e/«o)1/2] + 

+ ( 1 ¾ - ) 1 ¾ [2 <TM<-8)0/1¾)1 '¾. (4.19) 

Для содержания вещества в твердой фазе получена сле-
дующая зависимость 

*~Ti 
N(xt t) = fA(t)ln0 J Q(x, Q).h2(t-Ti, 0)dQ, (4.20) 

в которой Q (x, 0) определяется по (4.18), а функция h2 нахо-
дится из выражения: 

h2 (t, 0 ) = e-yQln'-b(t-Ti-Q)ln< \l0 [2 ( f b (t — Ti—e) Qln0)1'2] + 

+ ( y / 2 / i p ( т 6 _ T i _ 0 ) e / | g I ^ ( 4 2 1 ) 

В частном случае после предельного перехода в (4.18) 
получаем: 

В частном случае Y -^O получается решение для диффузион-
ной модели с кинетикой распада 

Iim с (xt t) = C0A (t) Q (xt t —Т (4.23) 
Y-̂O 

При равновесной адсорбции f-*- 00 имеем 

J m ¢(* , T ^ r ) . (4.24) 

Сложная форма получаемых решений задач с совместным 
действием гидродинамической дисперсии и массообмена может 
быть в ряде случаев упрощена путем перехода к асимптотиче-
ским представлениям и приближенным решениям, которых 
множество. Отметим здесь некоторые из них. 

В ряде случаев при большой длительности процесса кине-
тика адсорбции может быть учтена в модели гидродинамиче-
ской дисперсии путем введения эффективных значений пара-
метров [60] 

л , = ^ ( 1 + 0 , D . - D + ^ ^ y . Г = 4 . (4.25> 
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Считается, что такой подход справедлив при t > t a f & 10 Г 
Яо/f- Например для умеренно сорбируемых веществ (Г = 2-4-3, 
7 = 1 0 4 - 1 0 0 сут^1) оценка времени ta дает ^ a = (0,2-=-3) «о-

В работе [94] получено асимптотическое решение задачи 
( 4 . 3 ) - ( 4 . 5 ) в виде 

с, 2 L ^ J 2УЫ1 

+ (4.26) 

причем I=VXlD, iQ==VtlXti0, r f = 1 + , Z^yx/v. 

Показано, что (4.26) в практическом диапазоне парамет-
ров а и -у удовлетворительно сходится к точному решению. 
Из (4.26) получаются также известные частные решения для 
случаев конвективной диффузии ( ^ = 0 , "П* = 1) и необратимой 
кинетики 1-го порядка (а = 0, т|* = 1 —f—4 

Эффективное решение задач гидродинамической дисперсии 
и массообмена может быть получено методом возмущения и 
сращивания асимптотических разложений [6, 53, 123, 154]. 

Сущность этого метода в данном случае сводится к сле-
дующему. Условно выделяются две области массопереноса. 
В первой области, называемой внешней, массоперенос рассмат-
ривается в рамках модели поршневого вытеснения. Физически 
это равносильно допущению о пренебрежимо малом влиянии 
дисперсионных эффектов на процесс массообмена. Во вто-
рой, внутренней области, которая считается локализованной в 
окрестности фронта поршневого вытеснения, в расчет прини-
мается и дисперсия и массообмен (правда, массообмен здесь 
учитывается приближенно, как бы в ранней стадий своего раз-
вития). При известных внешнем и внутреннем решениях путем 
аддитивного составления строится решение, пригодное для 
всей области массопереноса (оно определяется как сумма внут-
реннего и внешнего за вычетом их общей части). 

Для внешней области (при D = O) решение приведено в 
разделе 2 .2—формула (2.103). Д л я концентрации в жидкой 
фазе в принятых выше обозначениях 

s  
4 ) = \ - e - * ^ e - 4 0 ( 2 V 4 z ) d z , (4.27) 

о 
где г\ = ач(t—n0xlv), % = ^xlv. 

Функция Гольдштейна [137] здесь представлена в иной 
чем выше форме. 

При малых v(t—noxlv) решение (4.27) имеет асимптотику 

I r - e x P (- jT-)- (4-28) 
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Для отыскания решения во внутренней области (в окрест-
ности фронта поршневого .вытеснения при х=х*) вводится 
переменная ц = л : — х Т о г д а , принимая во внимание, что при 
х=х,, N(x,t)= 0, вместо (4.3) и (4.4) будем иметь 

(4-29) 
а краевые условия запишутся в виде 

f c 0 e x p ( - ^ ) при , х - * - * , , * > О ( 4 > 3 0 ) 

( О при |А-> -j- OO , t > 0 . 
Решение (4 ,29 ) - (4 .30 ) имеет вид 

—=0,5ехр l - Щ е г f c - g = - ^ - , (4.31) 
Ч «о/ J У 2Dtfn0

 у 

а строя на основе (4.27) и (4.31) составное решение, получаем 

XssW(£» 4\)-eVln>]H{t-nQxlv) + 

+ 0,5^-V/»o erf с ^ ¾ = , (4.32) 

где H — единичная функция Хевисайда. 
К задачам гидродинамической дисперсии и массообмена 

примыкают задачи для сред с диффузионным поглощением 
массы слабопроницаемыми включениями породы в виде блоков 
для гетерогенных сред и прослоев для стратифицированных 
пластов. Наметились три подхода к построению математиче-
ской модели этого процесса. Наиболее общим из них является 
формулировка задачи массопереноса как сопряженной для 
двух сред с разными параметрами [76, 79, 211, 214, 215]. 
Частной формой такого подхода является модель макродиспер-
сии в гетерогенных средах [48, 60, 79, 80]. И наконец другой 
частной формой является описание массообмена между эле-
ментами среды с двойной пористостью с помощью модели с 
формальной кинетикой. Обоснование такой модели и ее сопос-
тавление с предыдущими содержится в работах А. Валоччи и 
др. [185, 225, 226]. Модель среды с двойной пористостью и хи-
мической реакцией применительно к агрегированным почвам 
рассмотрена Д ж . Криттенденом и др. Г1181. 

4.1.2. Случай нелинейной изотермы 

Введение в рассматриваемые задачи нелинейных изотерм 
значительно усложняет их и доступными становятся только 
приближенные или численные методы. Приближенное решение 
системы уравнений (4.3) — (4.4) для изотермы Ленгмюра полу-
чено А. Акривосом [106]. Он Вводит новые переменные 
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z — ( x ал0 + 1 ) D (an0+ 1)' ° ~~ ^o 

'л? M - * /Т7ч с* (NN) 
n - n 7 и ^ W = - V i -

и получает систему уравнений 

(4.33) 

dc — -г 7 

в которой безразмерная группа 
V V 1 

M i r = Ло)(аЛо+1) J D Y 
определяет в какой-то мере относительную роль продольной 
диффузии и внешнего сопротивления массообмену в процессе 
сорбции. Предельные значения ( i=0 и P = оо характеризуют 
соответственно случаи у = оо — равновесная сорбция и у = 0 — 
несорбирующая порода. Для промежуточных значений р отыс-
кивается приближенное решение (4.3)—(4.4) при дополнитель-
ных условиях C=Co, N = Nq при + о о , C==N=0 при х оо, 
C=C0H (—х) при Z = O, где # ( — х ) — е д и н и ч н а я функция Хеви-
сайда. Указанные условия определяют контактную задачу, для 
которой возможно еще одно дополнительное предположение, а 
именно с/с0 = 0,5 при 2 = 0 , которое используется А. Акриво-
сом. 

Систему уравнений замыкает уравнение изотермы ионного 
обмена для одновалентных ионов, записываемое в виде 

(4.34) 

Из (4.34) можно получить изотерму Ленгмюра, сгруппировав 
переменные и параметры следующим образом а = и b =» 

= . Тогда вместо (4.34) можно записать N —} ^c
fjc , где с, 

C0 и N, N0—концентрации и обменные емкости второго из об-
менивающихся ионов (с = с2 и N=N2); k — константа ионно-
го обмена (k = kX2), дающая количественную характеристику 
адсорбируемости одного иона по сравненик) с другим. При 
k<\ имеет место предпочтительная адсорбция второго иона, 
изотерма ЛенгмюровскОго типа (выпуклая). 

Решение для координат точек концентрационного фронта 
имеет вид: 

0.5 

U 1 ^ - - I t C - — J - - dc. (4.35) 
1 2с S - I J (g—l)c2 + cv 4 

с 
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Здесь 

V== N0
 6 с9 

N с -rj 

Интеграл в (4.35) вычисляется любым из численных мето-
дов. 

Д л я определения ширины концентрационного фронта наи-
более интересно определить расстояние z между точкой с== 0,5 
и небольшим значением с=0,05 . В этом случае получается 
более удобное приближение: 

Z = — — 2 • In (-J= - f а\ (4.36) 

где Л—вычисляется по следующей интерполяционной формуле: 
1 п 2 1 { P I ь) ~Г~Т+Щ УкТ-Ъ-я)-

Расчеты по формуле (4.36) рекомендуются в пределах < 

< £ < 1. При 0 < £ < j могут использоваться зависимости: 

,2, + 1 Г. 1 /2, + l U l 22, - i „2, + l r ^ 1 /2, + 1 U l 21 

с = h е~и, z>\n т 1 . . . . И. ' < 4 ' 3 7 ) 

2, + 1 ' 
где 

4.2. Осесимметричный поток 

При необратимой реакции 1-го порядка исходное диффе-
ренциальное уравнение дисперсии примеси в радиальном по-
токе записывается в виде 

+ (4.38) 

Рассмотрим решение уравнения (4.38) при краевых усло-
виях (3.4), соответствующих режиму непрерывного ввода ве-
щества в скважину [42]. 

При использовании подстановок р = r / % , x=qt/n^K2, a*—^1K2/ 
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Iq уравнение (4.38) принимает вид 

< « 9 ) 
а полагая 

t ) = a ( p , х ) е х р ( — a * r - f р/2) (4.40) 
вместо (4.39) и (3.4) будем иметь 

дга да а п /л лл\ 
З р Г - P ^ - T = 0 ' ( 4 - 4 1 ) 
И (р, 0 ) = 0 , и (рс, т ) = ^ (а*т - - р/ 2), и (оо, т ) = 0 . (4.42) 

Применяя к (4.41), (4.42) преобразование Лапласа по 
OO 

и = J и (р, т) exp ( — р х ) dx, 
о 

получим 

= (4.43) 

С» « „ о . ( P и ( 9 с , р ) = ^ е х p ( - f j . « ( о о . Я - О . (4.44) 

Решение уравнения (4.43) при условиях (4.44) имеет вид: 

й (р, />) = C0 exp ( - 1 ) X [ 1 + £ = ¼ ; ] (4.45) 

Оригинал F(p)lр известен (см. раздел 3.1) 

где W(p, т)—функция, определяемая согласно (3.18). Следо-
вательно 

г 
с = - = exp ( — a * t ) W (р, т ) + а * ^ exp(—a*z)W(p, z)dz. (4.46) C0 J О 
Стационарное распределение концентрации устанавлива-

ется из решения (4.39) при дс/дх = 0. Это решение имеет вид 

? = - с = е х р Г - J t = S d l X 4 1 1 ( 1 + - ^ ^ 2 ! ¾ . (4.47) 
Ca i L 2 J 4 Лг[(1+4а*рс)/4а*2/3 

Профили концентраций с{р, т) , рассчитанные по (4.46) при 
а* = 0,005 для ряда значений т, приведены на рис. 32; здесь же 
показана кривая распределения с(р, оо), вычисленная по фор-
муле (4.47). Из рис. 32 видно, что при а* = 0,005 стационарное 
распределение устанавливается примерно т ^ 4 0 0 . По мере 
уменьшения а* время, за которое процесс стабилизируется, 
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0,f 
'150 \л \V( f00 0,3 ~ ЮоИП \ W/" 

од "-C=SoA \ \ \ v 
0,1 

I I X. V V v x I 0 10 20 30 40 J> 
Рис. 32. Нестационарное распределение концентрации при не-

равновесном массообмене 

возрастает (при а* = 0 стабилизации вообще не происходит и 
концентрационный фронт перемещается по пласту). 

Решение в форме (4.46) является очень сложным и, по-ви-
димому, использовать его можно лишь в качестве эталона для 
оценки точности приближенных зависимостей. 

Найдем приближенное решение уравнения (4.38), применяя 
метод сращивания асимптотических разложений [109]. 

Внешнее решение задачи будем искать в предположении, 
что Х-ИЗ. В этом случае вместо (4.38) имеем 

дс . а дс . Л 
по д Г + г - д Г + а с = а (4.48) 

Решение уравнения (4.48) при условиях c(r, 0 ) = 0 , c(r0, t) 
= Cp записывается в виде 

_ L e x p Г — -
1 I о 

( г - - г < 2 ) ] при г < г* 
при /->/-*. 

2 q (4.49) 

Внутреннее решение ищется в области фронта поршневого 
вытеснения (т. е. при г ^ г . ) . Переходя в уравнении (4.38) к 
переменной \i\={r2—г,2)/Я1/2, получим 

а учитывая, что X—малый параметр и и запишем 

(4.50) 
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Решение (4.50) отыскивается при следующих условиях 

cfau О = с 0 е х р ( - ^ - ) при P1 -з- — оо, t>0, (4.51) 

с Oi1, O = О при J A 1 о о , t>0, (4.52) 
где первое условие (4.51) отражает процедуру сращивания 
внутреннего решения с внешним. 

Из (4.50), (4 .51) - (4 .52) имеем 

W = 0 , 5 c 0 e x p e r f c Oi), (4.53) ' в н у т « ! " I ' O ^ f I / J e 

где 

= ( / - 2 - / - , 2 ) IYxW7^- ( 4 , 5 4 ) 

Составное решение, найденное по правилам [123], как сум-
ма внутреннего и внешнего решения за вычетом их общей час-
ти (при г с ^ 0 ) , записывается в виде 

+ 0 ,5ехр( — ^ e r f (4.55) 

где H j — единичная функция Хевисайда. 
В переменных р, т вместо (4.55) будем иметь 
C = [ехр (—0,5а*р2) — ехр (— а*т)] H (т - О.бр2) + 

Сопоставительные расчеты по (4.46) и (4.56) выполнялись 
для случая а * ==0,005. Результаты их представлены в табл. 
21. Из данных табл. 21 видно, что приближенное решение 
(4.56) достаточно хорошо согласуется с точным. 

Рассмотрим решение уравнения (4.38) для случая непре-
рывно-импульсного ввода вещества в скважину, когда крае-
вые условия заданы в виде 

c(r, 0 ) - 0 , с (гс, t) =C0H (t0-t), с (оо, t) = 0 , (4.57) 

где H(t0—t)—единичная функция Хевисайда и t0 — время, в 
течение которого концентрация вещества в закачиваемой воде 
равна со. Эффективное решение задачи (4.38), (4.57) легко на-
ходится методом возмущения [154]. В данном случае внешнее 
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Таблица 21 
Расчетные значения с (р, т) 

T 
P 

T 
• I 10 15 20 25 30 

50 
0,895* 0,400 0.190 0 0 0 

50 0,919** 0,389 0,210 0 0 0 
0,918 0,699 0,251 0.160 0 0 

100 0,938 0,725 0,236 0.170 0 0 

150 
0,920 0,744 0,449 0,108 0,005 0 

150 5Г939 0,771 0,453 0,102 0,006 0 
0,920 0,751 0,520 0,223 0,033 0,001 

200 0,939 0,778 0,538 0,184 0,031 0,001 

250 
0,921 0.752 0,541 0,299 0,082 0,007 

250 0,939 0.779 0,562 0.2^0 0,071 0,007 

300 
0.921 0,752 0,547 0,336 0,132 0,021 

300 0,939 0.779 0,568 0,338 0,100 0,019 
0,922 0,753 0.549 0,351 0,168 0,042 

350 0,939 0.779 0,569 0,357 0,146 0,034 

400 
0,923 0.753 0,550 0,356 0,190 0,063 

400 0,939 0,779 0,570 0.364 0,179 0.047 

* По формуле (4.46). 
** По формуле (4.56). 

решение (4.38) при Я-^0 имет вид (при г с ^ 0 ) 
, 0 ^ при 0 < г < /**0 

сРвнеш^ при г , 0 < г < г , (4.58) 
I 0 при / " > / > 

При этом концентрация на переднем и заднем фронтах ото-
рочки соответственно равна 

« , ( Г . . О - в , о е х р ( - ^ ) (4.59) 
И 

P ( - ^ V " ) - ^ 6 0 ' 
Внутреннее решение для переднего фронта (т. е. при г —г.) 

определяется согласно (4.53); для заднего фронта (при г— 
J= г,о) оно находится аналогичным образом и имеет вид 

Cp(BHyT) - Cpo I1 - 0.6 erf с (TI0)] ехр [ - ( 4 - 6 1 ) 

г д е r io—автомодельная переменная, определяемая согласно 
(4.54) при г# = г,0. 
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) 

-Ср(6нутр.Хц) 

V / f 

Рис. 33. Схема построения составного решения 

Схема построение составного решения показана на рис. 33, 
а само решение для С—ср/сро записывается в виде (при г 0 ^ 0 ) 

при O C r C r i k 0 

- Г aD(t—i0)l с = [1 - 0,5 erf с (IJ0)] exp [ J + 

+ 1 0 , 5 в г / * ( Ч ) ] е х р (4.62] 

при r # 0 < r < r t 

F= 0 , 5 exp ( - Ц Р ) + [0,5 erf с (ц)-1 ] ехр ( - • — - ) -

- 0,5 erf с (Ti0) ехр [ - — 

при г* < г С оо 

с=0,5 erf с (г]) ехр ^ —^-j-0,5 erf с (%) ехр [ - •— -J. 

При а р - Ч ) каждая из расчетных формул (4.62) трансфор-
мируется к решению (3.55), полученному для несорбирующей-
ся оторочки; при 1K=0, что соответствует условиям чисто кон-
вективного переноса, концентрации с в области^ 0 < г < г . 0 и 
r t 0 < r < r t равны нулю, а в области г . < г < о о , с определяется 
согласно (4.46). 

Пример расчета 4.1. Проведем расчеты по полученным ре-
шениям для следующих исходных данных: M= 15 м, п0—0,25, 
X = 0 , 0 5 м, Ctp==O,002 ч-1 , Q = 15 м 3 /ч и * 0 =1 сут (24 ч) . 

Графики с = f (г), представленные на рис. 34, позволяют оце-
нить совместное влияние реакции и дисперсии на динамику пе-
рераспределения концентрации в процессе перемещения ото-
рочки по пласту. Изменение с при чисто конвективном перено-
се (А=0, « р ^ О ) описывается кривой 1. Из рис. 34 видно, что 
дисперсия (кривая 2 рассчитана при A=^O, <Хр=^0) вызывает 
размазывание границ оторочки и дополнительное уменьшение 
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с (в данном примере при относительно небольшом времени /<> 
ввода оторочки наблюдается заметный отрыв точек сш&± от 
ограничивающей кривой 1). 

Из данного примера видно, что совместное проявление ре-
акции и дисперсии обеспечивает целенаправленное снижение 
концентрации; по мере продвижения оторочки с т ах уменьша-
ется практически до нуля. Следует отметить, что при принятом 
механизме реакции скорость перемещения точек сШах остается 
такой же, как при индикаторной оторочке (кривая 3 рассчи-
тана для случая Я^О, а р¥=0). 
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