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ВВЕДЕНИЕ 

Основная задача иженерной геологии - прогноз динамики 
еемиой хоры в связи с инженерной деятельностью человека -
решается на баее всестороннего изучения параметров естест-
венно-геологических условий: показателе я структуры, соста-
ва , состояния и СВОЙСТВ пород, а также факторов, влияющих 
на !вменение исследуемых характеристик. Объекты изучения-
массивы горных пород - лредставлдот собой неоднородные 
многокомпонентные открытые динамические природные системы. 
Поэтому их описание и прогноз поведения возмогши лишь пос-
редством создания моделей, т . е . выраженных в ТОЙ или иной 
форме (словесной, графической, математической и т . п . ) обоб-
щенных представлений, которые освещают в интересуете* нас 
аспекте наиболее важные особенности внутренней организации 
систем и основные закономерности процессов взаимодействия 
их с окряапцеи средой. 

Отмеченные обстоятельства привели к широкому использова-
нию методов моделирования в теории и практике инженерно-ге-
ологических исследований, однако не находят должного отра-
жения в существующих учебниках для студентов специальности 
•Гидрогеология и инженерная гиопогия". Отдельнш вопросы, 
связанные с моделированием, рассматривается в разлитых-
курсах г узких прикладных позиций и в недостаточном объеме, 
что не дает цельнсго представления о моделировании как ме-
тоде. 

Поэтому при подготовке настоящего пособия прежде всего 
уделено внимание основным идеям и принципам моделирования. 
Частные задачи рассматриваются главны» образом как иллю-
страции применения этих идей и принципе®. Представляется, 
что такой подход является наиболее экономичны!, т .к . он из-
бавляет от необходимости излагать основы моделирования в 
свява о каждой отдельной задачей. 
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В пособии нашли отражение материалы лекций 0 ч т и ш и и » а в -
торами на протяжении нескольких лет студентам сяеци дьноетй 
0107 в Новочеркасском политехническом инстахуте. Зао обстоя-
тельство наловило отпечаток на содержание в структуру ш о о -
бия. В MC-CWOCTB0 авторы старались избегать различи от Ф рода 
общефилософских расоужденик, свявданых с класса фвкацвдм ме-
тодов моделирования* Внимание сосредоточено на пскаве того, 
как отроятся критериальное уравнения, формируются критерии 
подобия, вычисляются масштабные соотношения- В с вяз» с этим 
рассматривается только два основных класса моделирования: 
физическое и математическое. 



S ** 

Г Л А В А 1 

оснсвнщ эдш кщшртш в и ш ш ш ш 
ГЕОЙСГИИ 

В Mqpmot в техническом обиход» «ероша "кодеянрревняе* в 
"нодеаь* чрезвычайно мнсговкачкы. Onat когуу овавчьвь: «ШВА-
яие обм№тв (нвхцкмер, знаковые моделв » виде a»pr a рввре-
зов ) , теорию ( н ш и м з р , концептуальная модель л»неяно*дефор-
мирушат о грунтового массива), интерпретации теорий (например, 
логические модели деформаций в напряжений, как тензоров)„спо-
соб стобр«еи»я иди абстракции действительности в много® дру-
г о е . E философии к ««дарование трактуется как япбаж об равная 
ф о р а кшлеявя» Его следы мы обнаруживаем в понятиях электри-
ческого тока, теплорода, планетарной модели с трое « я атсмнсго 
ядра, а механических моделях Максвелла и Кельивна, объясняв-
шая с помощью рычагов, передач, маховиков сдсяные фиэическше 
явления электрической я тепловой природы. 

Также многочисленны обстоятельства, заставляющие !Добе-
гать к моделированию. Модель может являться тепвчкнх предста-
вителем множества однотвпных объектов. Исхаднш объект мскет 
быть недоступен в пространстве в и реме ни, в моделирование поз-
воляет преодолеть простраиственно-временной барьер, реконст-
руировать историю развития о б м в т а , построить прогиов его по-
ведения в будущем. Реальный объект неудобен влв непригоден 
для предстоящих исследований , т . к . в нем могут произойти 
не обратимые изменения в т . д . Это раз ноабрвэие задач сделало 
моделирование одним в» основных метод ов научно-о веследовамвя 
вообще в инженерно- геологического веучения црвредннж процес-
сов в ч а с т о с т и . 

Целью большинства ишзнерно-геелогичэ ски х асследевама яв-
ляется получение информации для проектирования различных еоо~ 
ружензй в нарсдно-ховяйственных мероцэвятаЯо Современное а р е -



ектярование - шпиадая процедура оптимизации, т . е . выбора 
xywero • некоторой экономическом, технологическом, экологи-
ческом • т .п . смысле решения. В тех случаях, когда на приня-
тие решения влияет реакция среди, как геологического объекта, 
учитывается и она. Очевидно, что в подавлением большинстве 
случаев прсгиоз зтоя реакции должен быть выражен кашчествек-
но.' Поэтому количественный прогноз - основная задача анке-
нерно-геологиче ских исследований. 

Существуют разлитые способы количественных прогнозов. 
Наиболее надежньми я обоснованны» являются результаты, полу-
ченные мегодами математическоя физики, хорошо эарекомендо-
вавшши себя в различных областях нцуки в техники. Эта мето-
ды опираются на математическое списание прСг позируем от о яв -
ления, представленное в виде интегральны* или дифференциаль-
ных уравнений. Оцнако реализация прогнозов этими методами в 
инженерной геологю крайне ограничена, т .к . точные а ш ж т а -
ческие решения имеются для незначительного числа простейших 
по структуре задач я прогнозных схем. Поэтому многие прогно-
вы строятся по аналогии, цутек интерполяции и экстраполяции 
имеющегося опыта, на основании статистических оценок И раз-
личных приближенных численных методов, Вакнейшьж из этих ме-
тодов является моделях вании. 

В настоящем пособии моделирование трактуется как один из 
вычислительных методов, позволяющий получать количественные 
результаты при решении различных задач. В с в леи с з т ж мы 
опускаем многочисленные классификации методов моделирования, 
рассмотренные в ГЗДе работ [1 и др.] , подразделяя последние 
только на фивичгское г математическое моделирование. 

#«8в*ескям будь* нааьвать моделирование такого процесса, 
для которого известны факторы, влиягние на процесс, но неиз-
вестна Ю> ао равным Причинам не принимается во вникание 
точная взаимосвязь факторов и процесса. В математическое мо-
делирования т к а в взаимосвязь известна и учитывается. Но 
обычно она задана не явно, а в виде дифферш шальных уравне-
ний идя многочисленных взаимосвязанных законов распределения 
вероятностей. Явная трансформация этих взаимосвязей в окон-
чательный результат сложна или вообще невозможна. Но с по-
п о к » математического моделирования удается получать числен-
ные решения задач. 
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Следует заметить, что математическое моделирование предпо-
лагает большее знание о природе моделируемого явления. Это 
дает определенные прешущесТва перед физическим моделировани-
ем, позволяя получить более четкие результаты, снимал целые 
ряд ограшганий на структуру модели и т .д . Наряду с этш, фи-
зическое моделирование макет использоваться при решения более 
широкого круга задач. Особенно четко сравнительные достоинст-
ва обоих метода® выступают в задачах, которые на одних и тех 
Xe устройствах могут ставиться как задачи физического, так • 
математического моделирования (например, некоторые задачи 
фильтрации на фильтрационных лотках). 

Основны- вадачя, решаемые с помадьв «одвдяргаямя, м в с с в -
ф к о д д о е з следуют at об j» вас, 

1. Цряше задачи; по веданным харистерявтякам о б ь « т а 
проектирует! возмущениям определяете* его лояеденя* (реек-
цяя) в пространстве я (ити) во времена. Реаультяти рменяя 
таких вед&ч представляет собой собственно прагноя» Например, 
по взвестнш енвченшт показателей фяаико-*еханическях 
свойств массивов горных пород a m раме трем Шряитго с<8-
тояная прогнозируется деформации основан ей проектирует 
сооружений, устойчивость склонов и откосов • т .п . 

2. Обратные задача: ло (юяеояом реакция ш свойствах объ-
екта оцениваются вовдейсшугопе на него яояиутняя» Например, 
по распределено» вяажноетя у о » н а в л ® ю т с я ясточкяки подтоп-
ления я ях интенсивность Решается такие ведача подбором, 
т.е .как серии прямых задач яря различном расположении источни-
ков вовмуяеивя я различной я н » неявное» т о л е д ж г о . Ревеняем 
задачи является такое рвэмвяение и интенеявнооть истоадяко» 
воеиупевия, при которых наблюдается навдущее совладей»® на-
турных и модельных результатов. 

Инверсные задачи: по известим» воамувеяяям и 
реакции объекта определяются его свойства. Примера» и поста-
новки я рештя внверсыш эадач я ш т г е я ш т т ш ш т , 
m m котлованов и т .п. ояняше работа, На неделях эти задача 
такке решаются подборой, как серии прямое яадач с различишь 
значениями показателей свойств 

В геолог ив и ишенерДОй геолег ии обратние я цввереш ва-
дачя часто не различают, называя те и другие об ратники. 

4 . Об обившие а&лачи: циклы прямых и обратных задач, ре-
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эультаты решения которых представляются в виде графиков, но-
мограмм, «лирических формул. Эта результаты используются г а -
тем про решении различных практэодких вопросов без обращения 
к моделированию иди точным аналитическим решениям. 

5 . Разведочные задачи. Части их навивают тестовыми, мето-
дическими .в т .д . В них на моделях объектов опробуются различ-
ные методики взыскании, определяется оптимальная система раз -
мещения выработок, проб и т .д . ф н ш вз наиболее распростра-
ненных видов решения этих задач является имитационное модели-
рование. 

б . Индуктивнее задачи : проводятся научные иссле-
дования, решаются вопросы, возникающие вследствие развития 
ишегерной геологии как науки. В процессе их решения выясня-
ются новые ранее неизвестные свойства и явления. 

ф и всем разнообразии этих задач, их постановка и решение 
имеет общую методологическую и теоретическую базу. Лриыена-
тельно к физическому моделированию такой базоя является тео-
рия раан^рностей [2-4) , осяовиие элементы которой рассматри-
вается в следующей главе. 



Г Л А В А 2 

ЙЗМЕРНОСТЪ И НСЩШРШАНИВ 

2.1 . Основы теории размерностей 

Измерить какую-либо физичеокую величину - значит сравнить 
ее е другой веЛИЧНОЙ ТОЙ яе природы, принимаемой за эталон 
(единицу измерения). Тис, выражения длизд объекта в санти-
метрах и дюймах, метрах и ярцах, килоюетрах в милях означа-
ет сопоставление ее с соответствующими эталонами. При зтш 
численные выражения ОДНОЙ И ТОЙ же длины зависят от принято-
г о масштаба, т . е . от используемой единицы измерения. 

Единицей измерения А физической величины й называется 
условно выЗранная фиэиче екая величина, имеющая тот же самый 
физический смысл, что и величина О Й 1 . 

Так, единицами измерения дл .ш являются следующие, услов-
но выбранные величины: акт отрем, сантиметр, миля, световой 
год в т .д . Вес измеряют динами, килограмм-силами, ньютонами 
и т .п . Напряжения в массиве горных пород мскно выражать в 
килогремм-силах на квадратный сантиметр, фунтах на квадрат-
ный ДЮЙМ, Паскалях и т . д . При этом одна и та же длина, один 
В тот же вес и одно и то же напряжение будут принимать раз-
личные Беловы; значения, так как измерения ведутся с по-
мощью разных единиц измерения. 

Величины, численные значения которых зависят от выбранных 
единиц измерения, называют размерными или шенованнши. 

физические величины связаны друг с друг ом определенны* и 
соотношениями. Так, скорость Dr связана с путем S в време-
нем t : 



. S O -

i :e q, нри равноускоренном движении ввязано оо 

Поэтому нет не«бжедамо«тв физически свадав&ть эталон для 
измерения каждой велиадкы. Мшао вадать несколько шрвачныж 
(основных) единиц измерение а остальные вврвяахь черев них. 
Например, единицу измерения скорости можно определить как 
частно»? единиц измерения длины и времена, а ускорения - ско-
рости и времени* 

Е&ЙНИЦЫ измерения, устанавливаемые с цсыощь» первичных на 
основании физических зависимостей, называет вторичными ЙЛИ 
производи» а 0 

Деление единиц на OCHOSHI® В производные условкО. Оно в 
еначигеяьнсй степени определяется удобствами их иепоньеова-
ния, традициями. Так, сила чаото рассматривается как произ-
водная а нередко - как основная единица измерения-

Совокупность основных и производных единиц измерений н а -
зываю у системой единиц исмерения. Существует много систем 
единиц измерения: СГС (абсолютная физическая), MKC (абсолют-
ная практическая), СИ (меадународная) и т . д . А б с о л ю т н а н а -
зываются системы, в которых в качестве основных единиц для 
механических в е т ч и н приняты единицы длины,, массы и времен». 
JikeHHO Жаками является системы СГС» MKC и СИ. В СССР с янва-
ря 1963 в к о д е т в » предпочтите»ЬНОЙ, а е января 1980 г . 
в качестве обде&тея адой для веех областей наука и технике 
рштщтет. еиетема &•> 

йееиотри на уо, ш ъ келв<«еетэй oc&wtsx. единиц в системах 
едэнвд шшерешй ы ш т ус4«шввяив85» произвольно, для в н р » е -
НЙЯ жюбой тжшчвтош $еяапй«н достаточно ш е т ь всего три 
основные вдаивда, вшоеявдеся к физическим величинам различ-
ной зраредно Фив «вето в качестве ©сновних принимаются еди-
ницы я е м ф э я а я дадиы , масен M я времени T 

Соотношение,, определяющее связь единицы вдае рения некото-
рой физической величины i с о о н г в ш ш единацамй A4, AS ,AV . . 
ваг-лав* ее раакёриветш Щ ] . формула радаервео*и имеет вид 

где » рациональнее чждаи 
Для OOHOBt̂ dc единиц измерений рашерноств совпадают с р а з -

(2.2) 

с & а ) 



периостами выбренных эталонов. I t a , размерность массы W a M , 
д л и » 183" L , временя I t b t 

размерности производных величин выводят ж ваш сям остей, 
связывающих эта величина в основное. Ifeit, из формул ( 2 Л ) 
я ( 2 , 2 ) следует: 

M * j f ] = m v r . 

Аналогично', для силы F , напрякшая б я объемисто веса t , 
задаваемых выражениями 

F-ITlQ; 6 » Р / Д ; f - F / w , 

в которых А - площадь, W - объем, получим, соответственно: 

{ F H m l I a ) - M t X i ; I f e I - H Z U l - H f t T 4 H I t l - M C t T " ? 
Таким образом, при выводе размерно стен выполни ется только 

операция произведения, точнее - произведения я возведения в 
степень. Это относится таксе к фввичеекгм зависимости! „ вклв-
чаздш операции дифференцирования в интегрирования. Нетрудно 
показать, что с точки зрения размерностей производная 
эквивалентна произведен® , а интеграл - про-
изведении у х . 

Величины, размерностя я фиеичгсквй смысл которые адинако-
вы, называют однсроднши, фнородни скорость фильтрацая я 
инфильтрация, нагрузки я нал радения, объемный вес и фильтра-
ционное давление. 

Величины, численные значения которых не зависят ох приня-
тых единиц измершия, называют беараемернмми. 

Безразмерными яадяЬтся отношения однородных вел«<«и.Нап-
ример, пористость, представлявшая собой ся-мошеняе объем 
пор в образце к объему сам его образца, не в з м е т ОТ того „в 
каких единицах измеряется объем. Бевравмернм угядвав Mepi, 
построенные на отношения длин» дуги к дляне окрджноети» от-
ношения скоростей, площадей, сел, непрям гаа я т а * 

Поскольку над размерностями определен* только опера цаи 
умншения и возведения в степень, аргументе трягономзтрачес-
ках, показательных, трансцендентных, л отар ионических i г , ь 
функций, когда они входят в физические зависимости,' должны 
быть без размеры ш я . 



Увеличив между размерим а я бевразмернша величинами в 
значительной мере условно. Если во всех измерениях некоторой 
фвввчеексй величин» пользоваться только ОДНОЙ единицей ввие-
ренял, to m величии* окажется безразмерной. Но практически 
вто не всегда удобно, $рлд ли, например, целеоообравно авке-
рять расстояния в микромире в коомоое ОДНОЙ в той « с единицей. 
Эю же относится к вомсренклм мвоо, ОМА, внергвй, времени. В 
то я» время беврескери» утл в м т н о «вмерять не только в гра-
дусах, но в радванах. 

Изменение единицы ввиеренм фвввчее»сй велачвны равносвль-
но изменена» масштаба. Действительно, «вояовое аьачекие физи-
ческой величины А п о л у ч и м s ревультете деления ее на еди-
ницу измерения: 

. (2 .4 ) 

где [ A M f t H p i T n i , 

Если изменить единицу ддвы» в рве» м&овв в otm рее в 
времени в еС« раз, то новая еяянша авмеремия 

C A f - c ^ o C U H ^ H ^ 

а числовое эначенае А в НОВОЙ системе единиц 

ftH*«C;V£eC^Q. (ЙБ) 

Например, определяемое в опытах сцепление С получает Обыч-
но в системе {С}» KrVw В расчетах часто необходимо вире-
зит|, сцепление в тонка-силах на квадратный метр (тс/м^). 
Поскольку товна-еила в 1000 рае больше килограмм-силы, а метр 
в 200 pas сантиметра, то в соответствии с выражением 
(2 .5 ) и формулой равыеркоети для сцепления (1С} ( F J L n ) , 
получаем, что численное значение сцепления в новой системе 
единиц С * Ш О " Ш 4 © • JftC1 т . е . - старое числовое екачение нуж-
но увеличить « 10 раз» ЗЪк, ецййленда, равному 0,2 к г с / с я 2 , 
соответствует сцепление 2 тс /к^ ¢0,02 MRa). 

Грущу физических величин называют независим® по размер-
ностям, бела размерность ад .одной из них нельзя выразить че-
рез размерности другие. 

Независимыми является основные величины: длина, масса, вре-
мя. Но возможны и другие группы независимых величин. Например, 



длина, скорость и энергия. Действительно, размерность длина 
IM=L , скорости № L , T " \ анергии EEJ-ML t T . Ни одну из 
этих размерностей нельзя получить ив двух других» Комбинируя 
длину и скорость, невозмскно п о л у ч т массу в размерности 
энергии, а комбинируя длину ели скорооть с энергией, невоз-
мскно исключить массу. Напротив, длина, скорость и ускорение 
зависимы. Их размерности связывает соотношение 

L - ( L T J V L T * ' . 

Для физических величин механической природн количество не-
зависимых по размерности величин в любой груше не макет 
быть более трех, поскольку любая механическая величина макет 
бцть выражена череа три основные. И наоборот, любые три не-
зависимые по размерности физические величин образуют систе-
му основных единиц измерения. В частности, вместо длинн, мас-
сы » времени в качестве основных мскно принять длину, ско-
рость в энергию. 

2 .2 . Структура физических зависшостей 
и подобие физических явлений 

Важной чертой математического представления любой физи-
ческой закономерности является его однородность по размер-
ностям. Состоит она в тем, что все одночленн, входящие в ма-
тематическое выравение физической закономерности, имеют оди-
наковую размерность, Иначе возникла бы ситуацвд, при которой 
силу пришлось бы складывать с ускорением ала окоростью, ш п -
рякеше иди давление с площадь» и т , д . 

Непосредственным следствием однородное?в фвевчеекйх зави-
симостей по размерностям является -теорема, Лежащая в Ос-
нове моделирования. Но прежде, чем ее формулировать, напом-
ним, что числовые выражения физических веДйчйй И ©акйномер-
ностей зависят от принятых единиц измерения, В ЭТОМ емшш 
они случайны, фнако реальная физическая сущность ДОЛЯ на вы-
ражаться в отношениях, независящих от применяемых масштабов 
для входящих в них вела«#н, т . е . в безразмерном виде. Дей-
ствительно, имеет место следующая % - теорема. 



Всякая физическая зависимость иекдуд + -/ величинами CLi  
имеющими ра5мерность 

a . - f ( a b o , O t u Q e t l a n > , { 2 . б ) 
межет быть представлена в виде зависимости между f U К - 1 
бевравмеркыия комплексами (параметрами) П : 

П . - К 1 Л , - , | , П „ П , П в - Л ( 2 , 7 ) 
к 

где к - количество величин в ( 2 . 6 ) с неаависимьми размер-
ностями. 

Цусть первые К величин Q t . . . . , Q k неаависи-ы по размер-
ностям. Это значит, что иэ их размерностей f a J 1 A1i - - I q J - A k  

могут быть сформированы размерности всех остальных П - К M 
величин. В « с т н о с т я : 

I f l J - A f K t - А ? , 

I a j - A f А Г . ' . А ; " / 
где р{ - показатель степени, с которым L - я независимая 
peeveрность входят в размерность величины Otj 

Изменим единицы измерения в е л и к и O11U1, ..Д1к>лереадя к 
величинам O1

1-OMJ l t Q i - O t l Q j a ' , - ^ a 1 , . ( 2 .9 ) 

Подставив ( £ . 9 ) в (2*6) , получим новые значения : 

Выберем «СД*. •• <С* так, чтобы Q t l Q j l ..Ox обратились в 
единицы, т . е . полакш-

« A - i / C t . ^ - i / a , . . . . i / a « . 

Тогда окажется» что веде юны (2 .9 ) примут значения 

П - 0«»« 
W W W П . ..... 
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Найдем раэмернооти величин П , Для этого воспользуемся 
размерностями ( 2 . 8 ) . Например, для велвшнн Fls имеем 

" tofoy...«п W t F I W 
т . е . оказалось, что величина Fteбеаразмерна. Аналогичнда об-
разец HtKHo показать, что остальные R - K величины Oi так-
же безразмерны, (К -теорема доказана. 

Величины II e tH l . . . Л«-к называются оимплексе:», без размер-
нши комплексами, параметрами ила критериями. 

Яоно, что если в иеходнуп завесимсзть ( 2 . 6 ) входят один 
или несколько безразмерных параметров, очв без изменений пе-
рейдут в выревение ( 2 . 7 ) . 

Прежде чем перейти к обсуяденис тех BoeMCBSHocTeJill которые 
открывает существование 9t -теоремы, покааеж, как на практи-
ке осуществляется представление физических зависимостей g 
безразмерна» виде. При этом вевмекнн два принцгаиал&н© р а з -
личных случая: математическое описание зависимоетй (2»6) вз~ 
веетно, либо неизвестно. 

В первом случае зависим ость м ж е т быть прел ставлена в ви-
де формулы, дифференциального ила интегрального выражения. 
Например, это мскет быть закон Кулона; 

Т - б Ц ^ С , ( 2 Л 0 ) 
где Ц Ч - коэффициент внутреннего тршия» 

G - удельное сцепление; 
6 - сжимающее (нормальное) т н р т е т е ^ 
t - предельное сдвигавшее напряжение. 

В Ctsiy того, что все слагаемые в (2 .11) ш е » т аднакевда 
размерности, яергхок к безразмерному ввду зажлпчвется в д е -
лении выражения ( 2 Л 0 ) на едно иг своих слагаемых» HasspKMgp0 

( 8 . U ) 

закономерность (2 .10 ) приведена к веду ( 2 . ? ) , причек I V Т / 6 , 
П , - С / в , a 4> j a e в ИСХОДНОЙ з авкешостс являв те я е ш я -
лекош. 

Для того, чтобы привести к безразмерному в щ у щ т е и т 0 
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садеркацве двфференцвади • ни тетради, необходшо вводить » -
ректерны» вели*я ны. Например, 1роцесс одномерной хжсолвдацвв 
описдаается уравнена ем 

где р * р О Ш - избыточное давлшве; 

2 - координата; 

t - время; 

Cv - коэффициент консолидации. 
Представим р * р в р , t * t . t , 2 - 2 . Д , где R, _, t . _ , Ъ в_- х а -

рактернке еначенвя соответствующих величин, a P , t , 1 -
вх бееразмерные еначенвя. 6 качестве характерных обычно выс-
тупают максимальные значения. Например, Pe -максимальное и з -
быточное дав'ление, задаваемое обычно на границе объекте, I e -
длена временного интервала, для которого вычисляется прогноз 
по модели (2 .12) , Ъ, - мощность сжимаемой толщи. В этих слу-
чаях Р, I и Ъ - относительные значения соответствующих ве-
личин и взмеыдотсд от нуля до единицы. Но в принципе в качест-
ве характерного м « н о выбрать любое число Р„, t , и Z0 » Тог-
да и вменятся числовые интервалы, содержащие безразмерные ве-
ла «дана р , t и %. 

Испольиуя характерные и безразмерные значения рассматрива-
емых величин в правила формирования размерностей, описанные 
ВО. 2-1, BS (2.12* найдем: 

влв, учитывая однородность физических зависимостей по размер-
н о с т и , а также без размерность величин, участвующих в диффе-
ренцировании, ие ,(2.13) получим вьракевде 

(2.12) 

(2 .13) 

(2 .14) 

которое уке бевраэмерно. 
В (2 .14) бееразмернши комплексами являются обе Производ-

ные, а также коэффициент Z t / ( C v t A 
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I o втором случае, когдц математическое представление зави-
симости ( 2 . 6 ) неиевестно, процедуре приведения ее к безраз-
мерному виду повторяет доказательство It -теоремы. Рассмотрим 
его на простом по физическому содержанию, но достаточно ти-
п«дом в методическом отношении примере. 

Для транспортаровкв жадности по трубопроводу необходимо 
преломить некоторое давление, идущее на преодоление гидравли-
ческого сопротивления ft . Величина давления К зависит от 
дReaieipa d и длины I трубопровода* скора: тя двикения V , 
плотности j> и вязкости ^ гид кости. Эти шесть величин связаны 
вависимOCTbD, которую макно представить в следующем виде: 

Величины, входящие в (2 .15 ) , шеют следующие размерности: 

В качестве независимых по размерностям выберем величины 
р и d ' . Действительно, никакие комбинации из размернос-

тей 5 и р не позволяют исключать сразу M и T , т . е . по-
дучить размерность d . I t o i o гак же из размерностей р и d 
нельзя подучить размерности , а на размерностей d и | -
размерность р. 

В соответствии с Si -теоремой, вместо завис»!ос та (2 .15) 
следует записать: 

где показатели степеней при d , ^ а р должны быть подобра-
ны так, чтобы образовааииеся комплексы оказались безразмерны-
ми. Это требование приводит к трем уравнениям относительно 
размерностей соответствуовдх трем комплекса* & (г. 16). 

(2 .15 ) 

I R l - M L n T - M V ) - L T - ; C t l - L i 

I g l - H C n t p J - Н Г \ CdJ-U. 

ML*1 T ' 1 - L M M f i T" ' ) 9 (ML"* }* 

L T ' 1 • L*4ML"'T"* JfcCftL"*?!1 

( 5 . 1 ? ) 

(2.18) 

L - L * * ( M L " 4 T " H L " 1 P J (2.19) 
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ft свое очередь, каждое из выражений ( 2 . 1 7 ) - ( 2 . 1 8 ) 

раопадаг с* Jta оаетему кв грех уравнения, отражав®»» равен-
ство показателей отепени при M , Li и T у левых и 
нравах частей равенств ( 2 . 1 7 ) - ( 2 . 1 8 ) . 

Так, уравнение ( 2 . 1 7 ) приводит х системе: 

4» У+Z ) 

- ¾ - ¾ J , 

решая которую находда S п " 2 ; у = Z=* 1. 
Ив уравнетия (2 .18 ) следует: 

O e V * ! 1 
I * X t - I J r S Z i • 

- 1 " - ¾ ! J , 
откуда X i a - I s , B 1 - - I . 

Наконец, из (2 .19) получаем: 

1 » X i - I j i - S Z i • 
O - I j a J , 

Подставляя полученные результаты в (2 .16 ) , найдем! 

d ) . ^ 2 0 5 

Если ввести упрощенные обозначения безразмерная кода®«сOB 

то вместо (2 .20) модно зависать: 

п = н и л адд (2 .21) 

Выражение (2 .21) представляет собой результат докезатевь-
ет; г S -теоргми ( 2 . 7 ) . 

Возмсано «ное решеаде задача, непосредственно использующее 
формулу размерностей {2-3) : 

[ R b l V l s I q r c p r a i f I d ] * . (2 .22) 



Лояученное выражение, где ¢ , 1 , * , ¾ ы t - не язве e r n e 
показатели стегена, равносильно уравнении 

H r 1 T " 1 - (LT"s)VHL"iT*1)t(ML"3)tLs Ц (2 .23) 

{2.24} 

J. 

которое, в свою очередь^ приводит к системе 

l - t * X 

- 2 - S - t 
Система (2-24) кедоопре делена. В ней К О Л И Ч Ф Т В О уравнений 

меньше числа неизвестных. Поэтому три неизвестных придется 
выразить через два других. Будем, например, считать иэвест-
ншв S и у . Тогда 

t - 2 - S ; J t - S - I ; ( 2 . S ) 

Подставляя р е з у л ь т а т (2»2>) в (2 .22 ) , получим: 

IRI - М П ? Г С р Г i t J1 I d n 8 (2 .26) 
Bnpazeme (2 ,2>) легко преобразуется к виду 

что представляет собой найденные вше три безразмерна* ком-
плекса. 

OSa рассмотренных способа решения задачи не лишены произ-
вола. В первом способе он обнаруживается при выборе независи-
мых по размерности величин. Во втором - при выборе sex пока-
зателей степеней уравнения (2 .23 ) , относительно которых оа-
ределяются остальные, Очевидно, что изменений выбора в обоих 
случаях приведет к изменению вида без размерных критериев. Нап-
ример, принимая в качестве независимых ш размерностям вели-
чины U и d , получю в (2 .21) 

По" П , . - ^ П . 4 
Таким образом, существуют такие физические зага сен оста 

(2 .6 ) , которые допускеют различный переход а бее размерит 
выражениям (2 .7 ) , Выбор вида б ее размерных комплексов в подоб-
ных случаях определяется славившимися традициями, возможное-
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тлив их физичг екой интерпретации, дел» перехода к беаравмер-
нему вырржению. S физике, например, известии в авроко пополь-
зуется такие безразмерные комплексы, нак числа Рейнольдов, 
Маха, Фруда, Пекле, Фарадея, критерия Нуссельта, ГфаНдтля, 
Ныэтсна и т .д . Каждый из тх связан с некоторьм кдасееи физи-
ческих явлений,и чисяеийие значения этих комплексов определе-
нны! образом характеризует сами явления. 

Итак, любая реально существующая фившеская зависимость 
м снет быть пред cm вяена в беа размернш виде» В этом последнем 
она наиболее ясно отражает суть провеса или явления вне свя-
зи с его физической природой. В подтвервдение сказеннаго рас-
смOTpviMl например, век сны Cka в Дарсв: 

где L1 - плотность тока; 
CJ.J - скорость-фильтраций по направлению Xi 

6„hKx - соответственно эиектропровздность и к^аф|идаент 
фильтрации в т ш же направлении; 

U - электрический потенциал; 
H - напор. 

В ~беаразмерном виде оба закона записываются следующим 
образом: 

что позволяет вырвет» вх едвиш уравнением 

(2.28) 
Смкел выраженад (2 .20) вяо*ие повятвв . Интенсивность 

массопереноса 1¾, вропорадонвльиа град венту ГЦ* некоторой ска-
лярной функця». Cam природа переносашх касс безразлична 
В частности, вместо веектричееквх вер да ов или частичек жвд-
коств Bto (если всмотреться в ввкон Фурье, описывающий тея-
лопрренйе) мам» бить Jtttojt теш», т . е . энергии. Очгвидно, 
что прв адвиаковй* вначенадх .^врввыерювх величии Л* в П* 
будут СЩВН8К0ВМ я потоки Й^иееавиешо от их !фироды. Зная же 
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f},,можно кдйгя Ii плотность тока к схорооть фильтрации: 
i * * t » n # , (2 .29) 

Подобного рода построения являются одаовоа многочисленных 
способа* я методов моделирования. Каждая задача, юеющая фа-
вическяй омыгл, определяет некоторый класс явлешя (прМиссов). 
Эся «меняя мсгут иметь различную физическую природу, но со-
веркнно идентичные безразмерные описания. Поэтсму любое про-
цесс может изучаться с пшоцш процесса другой физической при-
роды, есяя безразмерные представления обоих совпадают. 

Два явления (процесса) будем называть подобными, если по 
« « « W W характеристикам одного из них мскно получить харак-
теристик* другого простым пересчетом, который аналогичен пе-
реходу от ОДНОЙ ct.cтемы единиц намерения к другой. 

Примером такого пересчета служат выражения (2 .29) . Сказы-
вается, что процессы фильтрации маяно изучать е помощью ста-
ционарных электрических полей. Результаты такого яаучэняя 
необходимо представить в виде значений П, , а для вычисления 
скорости фильтрации д о с т а т о к эти значения умнасить на ха-
рактерную скорость фильтрации . Последняя в д&ннсм случае 
является масштабна» множителем. 

Очевидно, что необходимо я достаточное условие подобия 
двух явлений состоит в том, что от KaiecTBeHHo одинаковы, а 
численные значения сп редея явдих их безразмерных комплексов 
попарно равны. Качественно одинаковыми называют процессы, ко-
торые, будучи приведены к бее размеры сиу виду, отличаются 
только численными значениям безразмерных комплексов. 

В зависимости от тег о, известно или неизвестно математи-
ческое описанзе изучаемого физвческого явления ( 2 . 6 ) , модели-
рование делится на математическое и физическое. Априори мож-
но полагать, что математическое моделирование, опирающееся 
на более глубокое знание исследуемого процесса (имеется его 
математическая модель), обладает более широкими вовмеиностя-
ма, чем физическое. 

В {фоэдвсе физического моделирования, несмотря на отсут-
ствие математического описания изучаемого процесса, необходи-
мо, тем не менее» учитывать реально существующие физические 
зависимости. Их структура такова, что аргументы тригонометри-
ческих, логарифмвФсквх, показательных a т.п. функций должны 
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Ba практике при построении шшрических за~ 
(надршер, статистическими методами) ^ro обстоя-

часто игнорируется: под знаки тригонометрических 
логарифмов или в показатели степени нередко входят 

величина. В таких случаях, чтобы зависимость при-
вбретала с^зическия смысл, в аргументы необходида вводить 
Я©1?раВ9чные коэффициенты, додбирая их размерности так, чтобв 
аргумент в целом представлял собой безразмерную величину. Ее-
Л» такие коэффициенты не вводятся (например, яри шботе с 
формул»» для определения фильтрационные параметров по да!*~ 
р ш откачек), следует бать внимательиш при изменении единиц 
йзмерения. 
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Г Л А В А 3 

ФИЗИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

3.1. Сбщие? пояснения 

Физическим будек называть моделироинве, Kps uOtapsa fmtlfr 
веются факторы» влияющие на исследуемый прош сс, и о не ffesfts%~ 
вуется математическое описание (модель) их вводкОСЭДЭД, 

Физическое моделирование используется S случая*, HCtaa 
математическая модель процесса не разработана (иевзвестг'-а), 
Sfco ^бстоятельство накладывает серьезные ограничения! 
Процедуру моделирования. В частности, исс-цедуовый процесс йрв-
хедится моделировать процессом той ке физической лрврЭДЫ. Оба 
процесса доданы опаскваться ОДНОЙ а той а е физической* вавксв-
мсотью н различаться только своими масштабами, т . е . геометри-
чески*» размерами, интенсивностью, скоростью протеквияя. При 
необходимоечя изменениям подвергаются и свойства о б ъ е к т . S 
основу йвделфовааия полов е ш представление физических е а ш -
«ИМостей (2>6) в безразмерном ввде (2 -7 ) , опиравшееся »& 

-теорему. 
Г « I F J S B T B ОУЩНОС/Ь Ф 8 8 В Ч * Е К 0 -

PO иг „ задачу модежироеввил 
трай" I * г к » я в о. 2.2, Вудас 
PM здительность насосной 
Bfв» г заданиям свойства»» 
(вя 1 ( * hv. я о д & в т с » йо труво-
аро ' , ^ *» v i срост ь» U . Очевкднс, 
что <• ск на преодолейте г ад-
рес оио HQF1 sea; s s оценке; 
8ав в представлена вираже-
«ие** <• ^ ) 

Soia по каким-либо Ip в чинам {неизвестность илв слскность 
Яаршатвческого описания рассматриваемой зависимости) рас-



- a t -

чет no фориуае (2 . IS ) невозможен tun нежелателен, целесооб-
разно обрат итьсяк моделированию: создать в лаборатории 
уменьшенную копию трубопровод», определить W ней возникав-
шее гидравлическое сопротивление, а затем от результатов на 
модели перейти к реальному объекту. 

Приступая к моделирован»), необходшо ранить целый ряд 
вопросов. В частности, выяснить, какой должна быть модель 
трубопровода; следует ли и если да, то как наменять свойства 
транспортируемой жидкости; с какой скоростью тра" спорт иро-
вать ее на модели «,.наконец, как перейти от результатов,по-
лученных на модели, к реальному объекту. Ответы на эти вопро-
сы дают теории размерностей и подобия, являющиеся основой 
всякого моделирования,' в том числе, физического. 

Для того, чтобы результаты моделирования мсхно было пере-
нести на реальный объект, необходимо выполнить условие по-
добия процессов на модели и объекте: численные значения всех 
безразмерных комплексов, определяющих процесс на модели и 
объекте, должны быть одинакова Для рассматриваемой задачи 
эти комплексы представлены в виде выражений (2 .2?) . Перега-. 
•ем их, снабдив индексами 0 и M , обозначшщши, соответ-
ственно, объект и модель: 

г ? - ? ; (3.1) 

Ч . H i * tp ' П . ~ d * . 

Подобие процессов оана«ет , что П ^ П " , П, ' - i l " , тогда ГС*ПГ. 
Таким образом гарей етрь модели дсиг-ны подбираться так, чтобы 

P W _ P m I T d w Г . Г ( 3 - 2 ) 

В зтем слу<ее автоматически выполнится равенство 

B J £ = S X (з з) 
f W ' Ip rTP11 
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t s которого можно найти гидравлическое сопротивление объекта 

D . DH O I J E R - R m ^ H ' S* • (3„4) 

Равенства (3 .2) определяют правила определения масштабов 
модели, а (3 .3) - правило вычисления R0 по Rk , т . е . филь-
трационных сопротивлений объекта по аналогичным параметрам, 
пояучаемш на модели, Сйределим масштабы как отношения значе-
ний соответствующих параштров на объекте и модели, т . е . 

j U t i l j X f t ' j V L j V L . (3 5) O-J- JjSt 1 Ct̂ =" QH 1 ckf уИ 1 O-R- M̂ • 

Анализируя (3 .5 ) , отметим прежде всего, что масштабы дли-
ны и диаметра трубопровода одинаковы. Э~о означает, что мо-
дель должна быть геометрически подобна объекту. 

Сохранение геометрического подобия является обязательные 
при физическом моделировании. 

Оказывается далее, что дять масштабов связаны между собой 
двумя соотношениями. Действительно, первое из равенств (3.2) 
и равенство (3 .3) с учзтом (3 .5) дают 

cLy , cL"сС^ CJCv. /ctg, (3 .6) 

откуда следует, что только тра масштаба мо^ут выбираться про-
извольно, а два других получают из соотношений (3 .6 ) . Какие 
именно масштабы выбираются произвольно, а какие формируются 
из произвольных, зависит от желания и возможностей того, кто 
моделирует. В рассматриваемой задаче исследователем обычно 
назначается геометрический масштаб, масштабы вязкости и плот-
ности, т .к . эти три масштаба трудно регулировать. В этом слу-
чае задача моделирования состоит в том, чтобы путей изменения 
гидравлического сопротивления модели Rh получить скорость 
движения кад-кости; 

U 0 (3 .7) 
оЦ 

То значение ,при котором получена скорость (3 .7) ,пред-
ставляет собой ранение задачи моделирования, поскольку этой 
скорости U" соответствует проектируемая скорость транспорти-
ровки жадности V 0 , а гидравлическому сопротивлению модели R-
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гидравлическое сопротивление объекта: 

Г * R 1 U r . 

Приведенный припер достаточно полно освещает сущность фи-
з ячеек or e моделирования, важнейшими особенностями которого 
являются следующие: моделируемый и моделирующий процесса дол-
жны иметь одну и ту *е физическую природу, различаясь лишь 
масштабами; объект исследований в его модель дсшяны быть г е о -
метрически подобны; произвольный выбор масштабов возможен 
лишь для части параметров; изменение геометрических парамет-
ров объекта при построение модели макет потребовать изменения 
его евойств. Наконец, переход от результатов, полученных на 
модели, к воследуемш параметрам объекта достигается умноже-
нием этих результатов на соответствующие масштабы. 

Технология физического моделирования сводится к следующему. 
Составляется список факторов, влиявших на изучаемое явление 
или процесс, в форме зависимости ( 2 . 6 ) . Последняя приводится 
к безразмерному ввду ( 2 . 7 ) , причем безразмерные факторы, во-
шедшие в ( 2 . 6 ) , переходят в ( 2 . ? ) без изменений (в виде симп-
лексов). Ив не обход ж ого равенства безразмерных комплексов 
объекта и модели выводятся масштабные соотношения, часть ко-
торых выбирается произвольно. Затем строится модель, на ко-
торое выполняются необходимые исследования и измерения. Ре-
зультата последних пересчитываются в соответствии с масшта-
бами, что позволявт BpJiy'*ить искомые параметры объекта. 

Несомненные достоинства физического моделирования * в его 
наглядности, принципиальней простоте и вогмсякоста моделиро-
вать процесса и явления, для которых точные математические мо-
дели не еформулвровани. 

К недостаткам атого метода следует отнести олсжности, кото-
рые могут возникнуть в свяви с кавначешем масштабов СВОЙСТВ 

реальных объектов на модели (например, при сохранении физико-
механических СВОЙСТВ, соотввтствуових грунтам, в сотки в ты-
сячи раз уменьшать на модели размере слагавших их частиц). 

Особенно опасный макет окаеатьоя отсутствие в уравнении 
(2 .6 ) каких-либо факторов, сущесзвенис влияощвх ив ход про-
цесса, В то же время включение ах впрок, на всякий сЛуч»Я'( 
значительно усложняет моделирование. 
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HtqiOTpi на отыеченнда недостатки, физическое модежарова-
н к - один яз методе» прогноза, широко используемы* в анже-
нершй геологии. При этом наибольшей популярностью пользуют-
ся также модификации. этого метода, как центробежное моделаро-
вавде, моделирование е помощью эквивалентных и оптически ак-
тивных паю риалов, наяурное моделирование и ряд иных. 

3 .2 . Центробашое моделирование 

Sav отмечено в предвдущем разделе, изменение геометрачес-
ш размеров объекта при построении модели мскет потребовать 
вяиенвшн его СВОЙСТВ, ЧТО при изучении некоторых иккенерно-
геовсгяческих процессов нежелательно. В этой случае использу-
ется метод центробакнего моделирования, предложений в 1932 
гс«у Г. И. Покровским 1 5 ] . 

AtccMOTpiM основные идеи метода на примере выбора профиля 
откоса высотой И в однородной ГЛИНИСТОЙ толще е обьемнш ве-
сок Y , у'ельным сцеплением С и углем внутреннего трения 
Если профиль откоса проектируется в виде прямой линии, то от-
кое тем более устойчив, чем меньше угол ЭТОЙ линии с горизон-
том. Uo чем меньше угол, тем большие объемы еемляных работ 
потребуются при строительстве каналов, дрен, коллекторов, я 
тем больше не об ход w o строительных материалов про воз ведении 
плотин, дамб, насыпей и т.п. В ,то же время крутой профиль мо-
жет оказаться неустойчив». 

Основой для проектированы откоса слукит так называемой 
профиль предельного равновесия. Это такой профиль, при ма-
лейшем уменьшении заложения которого откос выводятся из сос-
тояния равновесия (напомним, что зад Gate вде m _ величина, 
обратная уклону, т . е . отношение горизонтальной проекции отко-
са к его высоте). 

Предельное еалежение откоса свяиано с перечисленною вше 
свойствами г рун то вот о массива за ей самостью ища 

в которой величины Ift и f - бееровиермые, [Hl"L, I l j -MCTt 
1С] = ML-1T".' 

^ля того, чтобы аавясшость ( 3 . 8 ) представить в безраомер-
мон виде, вы$ерем в жа*стве основных (незаяаснмш во размер-
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костям) величгн Bacoiy откоса H в объемный вес f « Тогда, 
в соответствии с рассмотре ИНОЙ В П. 2 . 2 J _ теоремой, зави-
симость (3 .8 ) нежно записать следующим о б р а з а : 

m « § U , l , С / Г Н » ^ ) . ( 3 , 9 ) 

Пря этом m и ^ уже в ( 3 . 8 ) представляют собой симплексы 
и без изменения переходят в ( 3 . 9 ) . Задача, таким образом, 
состоит лишь в подборе ианих показателей степеней X B U , 
которые позволяют представить комплексный параметр C / f n * 
в б соразмерном виде. Для этого используем уравнение равмерно-
стей 

ML"' Т 4 « (ML"8 Т~*У Ьм, 

решение которого, основанное на равенстве покаедаелей степе-
ней у одноименных единиц измерения, позволяет получит» X е i , 

Таким образом, зависимость ( 3 . 8 ) приводится к виду ( 2 . ? ) ; 

r W ( i , i , n { , I V > , 

где П . - Ш, П," С/ I fH м П4«<£ 
Основа для моделирования создана. Для того, чтобы волове-

ние Ши ,полугенное на модели, соответствовало залсвенив объек-
та ITl0 , необходимо выполнить равенства П**=!"!?' и ГЦ " Л * , 
где иадексы .0" и ,M' относятся, соответственно, к объекту и 
модели. Для практических действий эти равенства следует пере-
писать в следующем виде. 

Выражения (ЗЛО) является базой для вы5ор& масштабов при 
физическом моделировании. 

Трудность получения MaTepjада с Заданными значениями t, 
С и ^ наводит на мысль воспользоваться для моделирования 

грунтом объекта, тем более, что на объекте в модели должны 
быть одинаковыми угла внутреннего трения. Но из Си-Сви t n * V 
следует, что высота откоса у модели должна быть такой же, 
как у объекта. Это делает бесемысленньм сено моделирование, 
особенно, если Н* - велико. Тем не менее, воспользоваться 
грунтом объекта можно. Для этого необходимо каким-то образом 
изменить объемньи вес грц«та модели. Действительно, при С'С" 
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« р в о е из гавенств (3.10) принимает вид 

1 ½ * X7W ( З Л 1 ) 

Sesa у«оть , «те 
Г - i | р \ Г - Q f , 

( ^ - у ек оран и § силы тдаеета; р* - объемная масса грунта 
объекта} й » yesOpeHaef двйетвувщее на грунт модели), то ра -
ванвтао ( З Л 1 ) принимает ®вд 

i t 
P 5 ' O l P ' 

м и 
а . H ' 

W (3.12) 

StfpweHae (3.12) есть ничто иное, как соотношение меаду 
масштабами ускорений з Ц й easo i откоеа оСн: 

(3.13) 

И» (3.18) следует, что уакеренйё т модели ее егелько раз 
прваывает уакорекаа онш тяйести, во сколько раз модель мень-
ше модели руеы его объекта. 

Для получения заданного ускорения ийкно йеШШОЫП цен-
трифугу. При вращении вокруг м р п к и ь ш ова «еьтроотрэма-
тильмов уокаренао 

(3.14) 
( W - угловая скорость; R «радиус вращения) направлено 
горизонтально к оси вращения. Поэтому полное ускорение на 
центрифуге 

Q - V g r * 03" R1. 

Для требуемого масштаба <зСн и аадашом R ДОстатофо выб-
рать угловую скорость в соответствии с формулой 
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чтобы получить подобие модели в объекта. 
Основные «рты технологии модеяиротния применительно к 

рассматриваемому примеру заключаются в следующем: в соответ-
ствии с принятым масштабcw <£„ вз породы объекта, находящей-
ся в естественных структуре и ^остоянви, готовится серия 
(обычно 4 -6 ) моделей с различным заложениями. Модели пооче-
редно помещают в каретке центрифуги в путем равномерного вра-
щения с зад ВИНОЙ угловой скорости) нагружают объемнши инер-
ционным свлши, придавая породам необходимая фиктивный объ-
емный вес в соответствии с (3 .11) . ^разрушившаяся модель с 
минимальным заяскением дает пред ставлен и е о предельно устой-
чивом откосе. 

Современнее центрифуги позволяет испытывать модели высотой 
до 0 ,4-0 ,5 м с радиусом подвески модели до 2 -3 м от оси в ре-
шетя и масштабом моделирования от 1:20 до 1:500. 

С помощью центробежного моделирования представляется воз-
можным решать достаточно широкий круг задач, в частности, 
исследо-ать влияние рдаа геологических и техногенных факто-
ров на устойчивость естественных склонов и искусственных от-
косов - влшности пород, пригрузкИ и г^одрезка склонов, ско-
рости и способа отвалообразования, начальной плотности пород 
в насыпях и вемляных плотинах, харктера их основания и дру-
гих, что позволяет обосновать оптимальную технологическую-
схему обеспечения устойчивости естественных и искусственных 
земляных масс. 

Современные измерительные приборы, испольеуемые при моде-
лировании (aapoci атии®ские динамометры, индукшоннае датчика, 
кино- в фотоустановки, стробоскопы и т .п . ) f поз- ->ляют, кроме 
того, решать внафтельный круг задач механики горных пород 
и массивов [ 6 ] . исследовать нал ряже*...ое состояние оснований 
проектируемых сооружении, изменение напряженного состояния 
пород при проходке горнах выработок, под влиянием длительных 
нагрувок, в процессе фильтрационной консолидация глинистых 
пород. Для 88учения некоторых ип перечисленные вопросов в 
HaiypHax условиях потребовались бы многие годы и десятилетия. 

Имеются сведения об успешном использовании центробежного 
моделирования для ваучера просадо«!ых деформаций и послепро-
садочных явлеш* в лессовых породах [7 ] , 

Специальное устройства позволяют моделировать в центрифу-
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хе одновременное действие отаточеокого пол» налрняений а ди-
намического поля, создаваемого при взрывных работах. 

ф и веденный краткий перечень приложения центр<>бе«наго мо-
делировав* к решение ю«енерно-сеодогичвских вал»4 - свиде-
тельство достоинств рассматриваемого метода. BuetfTe с тем 
•ентребикяве моделирование имеет ряд ограничений, 

CiWamm недостатком метода является неоднородность поля 
аеятроетрвиитааьйого ускорения ( а 14), которое м<*ет еаметно 
« к ш м а в точках модели, находявихся на раелаон» удалении 
от сок центрифуги. Для УМЕНЬШЕНИЯ ЭТОЙ неоднородности необхо-
димо IWNHMMttTb радиуо уотвноака в умеиыяать pes) к ери модели,-
B оеркм случае вовникгцзт технические трудности, во втором -
в ш а к м в WWOflTk экспериментов. 

Кроне того, при центроб«ном моделировании ваШДЮтелшо 
ооедев&ть модели слоистых тодц. Наконец, болюве влажности 
возникают щт моделировании скальных массивов. 

Омеченнье обстоятельства а ряде случаев ограничивает во» 
польвование рассмотренного метода. 

3.3. Метод эквивалентных материалов 
Предп елок им, что в рассмотренном в ш е примере выбора про-

филя предельного равновесия откоса, последний QgflveH окал4-
кю<и породами. В этом случае предельное а а л а е ю е откоса 

m * f ( H . f , e > , (з . ¢ ) 

ГД» 6 • прочность пород, имеющая рвамерность HL iT"* 
й» (8.J5) по аналогЙИ о приведенным а я. 3.2 рассуждения, 

ш , вОфт: 

в 
Фи*" " f f i w ( з л 6 ) 

ЙРР Н*< Н* для сохранения услошя ( 3 . 1 6 ) ^озмсаны два 
пут 

С? " Ц г у ё О 
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В первом случае мы приходим к « е е центробежного моделиро-
вания, во втором - поставлены перед необходимость» использова-
ния искусстве ни шс материалов, механические свойства которых 
значительно ниже механических характеристик моделируемого объ-
екта. 

Искусственные материалы, механические характеристики кото-
рых удовлетворяют требованию (3 .17) , называются эквивалентны-
ми материалами, а метод, основанный Hi их пряменеиви в пред-
лскеиныя в 1936 г* Г.К, Кузнецовым [8] - методом эквивалент-
ных материалов* 

Материалы, эквивалентно:; скальным и полускллььцм породам, 
наиболее часто представляют собой трех*омпонентные (иьогда 
песчано-гипсовые) сксев песка, молотоя слюды (>ч;ки) и связую-
щих велестп. В №честве последние метут испольсоваться неор-
ганические вещества (цемент, ^ормоьочьш гипс, гид кое стекло), 
углеводороды (парафин, церезин и т . п . ) , синтетические Ъолиме-
ры (эпоксидная, карбамид ная, крем не органа чес кал и др. смолк, 
этиленглюколь) и природные сколь Сюа:u:Jоль, г,ек и д р . ) . Пере-
численные типы смесер позволяют моделирошть массивы скальнщ 
и полу скальных горньх пород р масштабе от 1: ID до 1: RG. 

Для моделирования песчаьо-глиьистих отлажена? в качестве 
вяжущих испольэ^ютсл обычно вазелин и м".шинное уасло. Заполни-
телем» кроне песка сл»(;ы могут быть мел, глльа, проковал 
крошка, дробь и т .п . Нередко в качестве эквивалент их исполь-
зуется песок, резина, вальцмасса й другие материалы. 

Данные о фиаи^.ских свойствах двух- и грехкомпопентьых 
смесей Приводятся обычно в виде таблиц или диаграмм. Примером 
последней является рис» 1, где изолиниями показаны значения соп-
ротивления материалов одноосному сжатия, lCPlh^pHc. Ie а) и 
объемного вйса,г/см3,Срис.'Т,б)трехкомп6нентной смеси.Заштрихо-
ваны области,непригодные для изготовления моделей,представляющие 
собой либо жидкие (справа), либо сухие рыхлые смеси (слева). 
Незаштрихованная область соответствует нормальному (рабочему) 
составу. 



я» 33 ш 

Пеш ту,: Песок IOO% 

Парсчрин 50'/. Спюда Парафин 507. Слюда 

Рис. 1 

С учетом масштаба моделирования, диаграммы, подобные рис.1, 
позволяют определить состав требуемого эквивалентного материа-
ла. 

Предположич, что в приведенном выше примере моделируется 
Скальный массив, сложенный песчаниками с объемным весом 
P =2,6 г /см 3 и сопротивлением одноосному сжатию в массиве 
¢5=500-10-5 Па. IIDH геометрическом масштабе моделирования 

1:100 и соотношении д J , равном.например, 0, '*, получим 
0 г/см3.Учитывая (3 .17) ,найдем <5*= 0 ,01 0 ,4-500 = 

- 2-10^ Па. Как следует из диаграммы ( рис. I ) , эквивалент-
ный объекту птериал с требуемыми стойотвами должен содержать 
примерно 50Й песка, ЗОЙ слоды и 2СЙ парафина. Очевидно, что 
Ks такого материала изготовить модель значительно проще,чем 
ИЗ материала о&ъекта (прочносцементированного песчаника). 

После определения состава требуемого материала изготовляют 
опытные образцы, уточняют физико-механические свойства и при 
Необходимости корректируют последние изменением содешаний 
вхсдших в смесь компонентов. На основании уточненной рецеп-
тура эквивалентного материала приступают к изготовлению самой 
•вдели. Для этого используются испытательные стендj , представ-
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ляющие собед жесткие конструкции размерен до S - IO к для плос-
ких и до 2x2x0,8 м для объемных моделей. 

Важным преимуществом метода эквивалентных материалов по 
сравнению с дентробекшм моделированием является возможность 
создания-слоистых моделей, моделирование тектонических струк-
тур , дизъюнктивных нарушений, трещиноватости и т .п . Сравни-
тельно просто исследуются процессы деформации пород с разры-
вами сплошности, что недоступно инда методам моделирования, 
возможно воспроизведение На модели процессов преходки горных 
выработок и отработки попевных ископаемых. Эти обстоятельст-
ва, йардцу с достаточно хорошо разработанной технологией и з -
готовления эквивалентных материалов, делают рассматриваемый 
метод незаменимы! при исследовании вопросов напрдаен наг о сос -
тояния скальных массивов, устойчивости бортов карьеров, сдви-
жения горных пород и земной поверхности при подработке горны-
ми выработками, для изучения эффективности различных профи-
лактических и конструктивных мероприятий по обеспечению у с -
тойчивости оснований и для решения Других задач [9 ,10 ] . 

Возможности изучения перечисленных вопросов в значительной 
мере обусловлены разработкой и созданием высокоточной аппара-
туры для регистрации поля напряжений, деформаций и смещений 
на модели в период испытаний. Для этого используются различ-
ные микродинамсыетры, гибкие, тепловые, зеркальные и опти-
ческие тензометры, спаренные микроскопы. Широко применяется 
метод фотофиксации, позволдощий регистрировать смещение 
всех точек на боковой поверхности модели. В объемных моделях 
устанавливаются глубинные реперы, после испытания производит-
ся послойное вскрытие модели. 

Результаты испытаний обрабатываются графическими, анали-
тическими и статистичгсквги методами. 

Необходимо отметить» что яри решении ряда задач могут 
возникнуть трудности в подборе эквивалентных материалов. Дело 
в том, что при моделировании объекта в уменьшенном масштабе 
ма^риал модели должен в некоторых случаях обладать требуе-
мши значениями весьма широкого списка свойств. !Ьк, кроме 
рассмотренной в примере (3 .17) прочности на сжатие могут пот-
ребоваться фиксированные значения прочности на растяжение, 
сопротивления изгибу, сцепления, угла внутреннего трения, мо-
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дуя* деформации, модуля упругости, коэффициента IfyaecoHa и 
других. Несмотря на существование корреляционных вваимосвя-
BBft между перечисленными свойствами, решение задачи мо-

жет вызвать затруднение, т ш более, что некоторые показатели 
являются симплексами и их значения не зависят от масштаба мо-
делирования. К т а к т показателям, как следует из (3 .10 ) , от-
носится угол внутреннего трения пород, а также, например, 
коэффициент IfyaccoHa, пористость и некоторые иные. Поэтому 
в случае, если материалы с требуемыми значениями полного 
описка свойств подобрать не удается, прибегают к упрощенным 
способам моделирования, к числу которых относятся метод край-
ние пределов и метод последовательных приближения.' 

CyWiocTь метода крайних пределов в том, что испытывают 
не менее двух моделей, иа которых одна характеризуется з а -
ыиженНш, другая - завышенным значениями показателя свойст-
ва (фактора), для которого материал с трзбуеида значением от-
сутствует. Окончательные данные получают интерполяцией най-
денных результатов. Близость последних - свидетельство несу-
щественной роли фактора в изучаемом процессе, что позволяет 
не включать его в уравнение ( 2 . 6 ) . 

Метод последовательных прибпилении заключается в испыта-
нии серии моделей, причем каждую последующую модель усложня-
ют, постепенно приближая ее по структуре и свойствам материа-
ла X требуемой "идеальной" модели. В результате моделирова-
ния выявляются важнейшие особенности динамики изучаемого 
процесса, оценивается роль факторов в изменении интенсивнос-
ти этого процесса, уточняется перечень показателей в уравне-
нии ¢2 .6) , что в целом позволяет полушть наилучшее решение 
при наженьших затратах времени и средств. 

QlHtw из недостатков метода эквивалентных материалов (а 
тамкв цеитробаг нет о моделирования) являются затруднения при 
построении моделей сложной конфигурации. В этом и в раде 
иных случаев может успешно использоваться метод фотоупруг ос-
ти (поляризацвошо-оптяческое моделирование или моделирова-
ние нв овМфски активных материалах). 
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3.4. Моделирование на оптически 
активных материалах 

Моделирование на оптически активных материалах использует-
ся для изучения напряженного состояния в массивах горных по-
род и элементах любой конфигурации при упругих и пластичес-
ких деформациях массива в условиях, когда последние происхо-
дят без разрыва сплошности. 

Метод основан на появлении оптической анизотропии и двой-
ного лучепреломления некоторых материалов под нагрузкой, об-
наруженном в 1816 г . Д.Бюстерда и является типичнш Предста-
вителем методов физического моделирования, йцс, при исполь-
зовании этого метода модель, воспроизводящая объект в опреде-
ленном масштабе, подвергается воздействию тех же нагрузок, 
что и объект. Как свойства модели, гак и действующие на нее 
нагрузки определяются в соответствии с требованиями рассмот-
ренной в п. 2 . 2 X - теоремы. 

Основной отличительной особенностью метода и его достоин-
ством является способ измерения напряжений. Изучение распре-
деления напряжений на реальных объектах 0 моделях всегда 
представляет сложную техническую задачу и обычно осущест-
вляется лишь в отдельных немногочисленных точках, фи моде-
лировании на оптически активны* материалах поляризованный луч 
света, проходя через напряженную модель, разлагается на два 
луча, плоскости колебания которых взаимно перпендикулярны и 
совпадают с направлениями главных напряжения. Эти лучи харак-
теризуются различными скоростями распространения и ш выходе 
из модели приобретает Некоторую "ревность хода". Приведенные 
к ОДНОЙ плоскости, колебания лучей складываются и ооэдают 
интерфереционную Kapraityr, которая позволяет получить нагляд-
ное представление о распределении напряжений на всей плоскос-
ти модели, а при необходимости - и в объеме. Получение даже 
качественного представления о напряженном состоянии объекта 
позволяет сделать важнц? выводы, ввделить наиболее и наименее 
напряженные у ч а с т к и н а м е т и т ь способы перераспределения нап-
ряжений для ловыпения устойчивости исследуемого .массива гор-
ных пород. 

Моделирование проводится с помощью специальных приборов -
полярископов, состоящих из поляризатора (источника света) и 
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анализатора, между которыми помещается модель. Материал для 
изготовления модели весьыа разнообразен - от стекла до жела-
тина, включая бакелит, целлулоид, специальные виды прозрачной 
резины и т . п . Наиболее часто иопользуется игдантин,представ-
лявши и собой смесь желатина,глицерина и воды. Выбор материа-
ла осуществляется в зависимости от физико-механичесйих свойств 
пород исследуемого объекта и в ооответствии с требованиями фи-
зического моделирования. Л ля создания внешних нагрузок яа мо-
дель используется гидравлические и механические устройства, 
(например, центрифуга), некоторые материалы допускает изуче-
ние напряжений от собственного веса модели. 

Основой количественной интерпретации результатов моделиро-
вания является закон фотоупругости, устанавлитощий зависи-
мость между оптическим э^ектом и на прядениями £ l l , l 2 j . 

Рассмотрим плоское напрякенное состодаие, т . е . такое рас-
пределение напрдаений, гти котором оно не зависит от ОДНОЙ 

из пространственных координат. Распределения напряжений во 
всех плоскостях, перпендикулярных этой координате, одинаковы. 
Поэтому изучение его на объекте макно заменить изучением рас -
пределений напрдаений на ОДНОЙ плоскости. Допустим, что мо-
дель зтей плоскости выполнена из прозрачного материала и про-
свечивается поляризованным лучом, пепереадые колебания кото-
рого происходят в одном определенном направлении. 

На рис. 2 представлена 
эта нагруженная плоскость 

(пластинка) и рассматривается 
бодающий на нее нормально в 
точку 0 поляризованный луч. 
Для определенности будем по-
лагать, что здектромагнлные 
колебшия происходят вдоль 
линии АО, а система координат 
ХОУ оовпадает с глзшыми нап-
равлениями напрягший в точке 
0. Если свет является монохро-
матическим, то это позволяет 
представить колебания в виде 

в 3 N 
в 

^ ^ J 
0 \ * 

Рво. 2 
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уравнения перемещения: 

S - CLCOS Ci)t, 

где а - амплитуда; 
Ц) - угловая скорость; 
t - время. 

Перемещение S можно разложить по координатаьм осям: 
X-OCosrf CosWt; y-a&ndCCOSUt, 

после чего перемещения X и у соответствуют двум плоско-
поляразованным лу1ам. 

Для некоторых материалов, называемых оптически актишнми, 
уетановлшо, что скорость прохождения света -сквозь них свя-
зана с напряжениями, действующей в направлении поляризации. 
Sto означает, что лу*«, ко тор uc соответствуют колебания X и 
у , потратят на прохождение пластинки толщиной h разное 

время: 
t , * h / l T , , t 4 - h / % 

Поэтому после прохождения пластанки перемещения лучей с 
колебаниями вдоль осей X и IJ окажутся , соответственно, 
рашы: 

X,-(lC0Sct C0SU)(t-t,); IiJi- QSmrfCos ID ( t - t y \ 

Таким образом, после прохождения пластинки между лучами 
образуется р®ность фаз или хода Д * ц) ( t , - t 4 ) . Эширичес-
ки установлено, ч^о ргшость хода пропорцишальна толщине 
пластинки, рван ости глашых напряжениями обрати' пропорцио-
нальна длине волны Л : 

где С - оптико-механический коэффищент, зависящий от тем-
пературы, длины волны и материала', Ima,"максимальное сдви-
гающее напряжение. 

Если теперь на некотором раостсянии за пластинкой помес-
тить анализатор, т . е . устройство, пропускающее толшо поля-
ризоваиый свет с плоскостью поляризации, перпендикуляр ОЙ 
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иоскости поляризатора (на рис. 2 - направление BB' ) , то оба 
Xgm подойдут к нему с той не разностыз хода, иными словами, 
будут иметь место равенства 

X i-CiCoSdCCosy, IiJi= QSindC с о » ( ч > - д ) . 

Анализатор пропускает только проекции составлявших X2 и 
^ t на направление BB1 , т . е . 

X1Sinot - 1 Q Sin U Cos у , - у , COScC Sln ЗбС. Cos(4>- д). 

Поэтому суммарное колебание, пропускаемое анализато-

ре»» выразится следующим образом: 

I e S i n 2d [Cos<f• COSCHJ-A^I-Q Sin U S i n $ Sin (w - £ ) . 

Легко дометить, что мьоаситель S l n ^ - ^ ) - простое г а р -
моничеекое колебание, а выражение a S i n 2 < £ S l n ^ _ его ам-
хшнуда, Эта амплитуда обращается в нуль, если Sin О 
«яи 5 и » ( Д / а ) « 0 . Нулевой амплитуде соответствует текйая точ-
ка на экране, помещенном за анализатором. 

Рассмотрим причшы появления темных точек ка экране. Ус-
ловие S i n 2о( - О равн осияш о условию 

d * K S , « » 0 , 1 . 2 

Т.е. совпадению направления поляризации с одним из глашых 
направлений. 

Условие S i n I s О разносили о условию 

Д - 2 п $ , а - 0 , 1 . 2 ... ( 3 . 1 9 ) 

15» П* О Д * 0 , что соответс-шует равенству главных 
налрякший или точкам изотропности ( S 1 = S 1 ) . В частности, 
вокет быть б ^ - б ц * 0. 

Темные точки, образующиеся в силу условия Sin 2с£~0, дают 
ВДфоршдею об ориентации глашых направлений. Они могут обра-
ВОвытть темнш линии, называемые изоклинами. Если ши не 
ввиваются в линии, а также для того, чтобы отличить их от 
темных точек а линий, образующихся при S l n - 0 , модель 
ВОвно вращать, фиксируя угол поворота относителио анализа-
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t ope иди поляризатора (устройства, дающего поляризованный йуч). 
Точки, т ени» в силу условия SlnA/2«0, остаются таковыми ые-
вависимо от угла поворота. Во всех остальных точках экрана по-
явление и исчезновение темных точек свявано с ориентацией глав-
ных направлений относительно поляризатора и анализатора, что 
в позволяет определить эти направления практически во всех 
точках модели. 

Темные точки, возникающие вследствие условия Stn Д/2 • О, 
токе сливаются в полосы, называемые ивохромами. Приравнивая 
разность хода в (3-18) и в (3 .19J , получим, что (3-19) равно-
сильно условию 

| C t e x - ^ c w n , п . o , i , 2 . . . 

Каждая из изохорм соответствует некоторой конкретной разнос-
ти S - S i ,Например,/ i -О соответствует B t" 6 g , 1 1 - 1 - ^ 6 , - 6 5 , 

П. = 2 - удвоенному значению этой разности и т .д . фобы оп-
ределить конкретное значение разностей главных напряжений,или, 
что то же самое, максимальные сдвиговые напряжения T m a x , нуж-
но установить цену и порядок полосы. 

Цецу полосы мскно установить, подвергнув пластинку растяже-
нию. В ненапряженном состоянии пластинка на экране будет тем-
ной. Ло мере растяжения она будет светить, затеи вновь потем-
неет, после чего снова посветлеет и т .д . Первому потемнению 
соответствует f l * i . В неоднородном поле напряжений при пос-
тепенном изменении наГрувок, прилагаемых к модели, полосы пе-
ремещаются. ЙХ порядок и цена может быть опр%>, елеча по этим 
перемещениям. 

Существуют возможности моделирования и изу«ч;; распределе-
ния напряжений на объемных объектах. Очна из ни;: - метод "за -
мораживания", пр<а котором модель ивгочовляют из двухфазного 
материала, ф н а иг фаз играет роль жестка-о скелета-каркаса. 
При нагревании модели ее вторая фаза размягчается и легко под-
дается деформациям под нагрузкой. Если, не снимая нагрузки, мо-
дель охладить, то эта фазе твердеет и консервирует ("оамораки-
вает") напряжения и деформадаи, развившиеся в скелете. Они 
удерживаются и после снятия нагрузки. Поэтому модель моино 
распилить на тонкие пластинки (2-4 мм толщиной) и исследовать 
описаннш вше способом. 



Простота рассматриваемого метода, высокая экономическая 
эффективность и достаточная точность описания напряженного 
состояния модели явились причиной широкого использования мо-
делирования на оптически активных материалах при решении 
многочисленных задач теории и практики инженерной геологии. 
StOKjr Обстоятельству в значительной мере способствуют про-
девающееся развитие теоретических основ моделирования, соз -
дания новых оптически активных материалов, совершенствование 
методических приемов и аппаратуры, появление новых направле-
ния-Метода фотоупругости (динамическая фотоупруг есть, термо-
уп руг ость, фотопластичность, фо топ олзу честь, магнитофотоуп-
ругость, радиационная фотоупругость, метод оптически чувстви-
тельных покрытий, голография, фотоэлектрические измерения, из -
мерения в невидимой части спектра), существенные успехи в 
разработке схен и установок для автоматизации поля риз ационно-
оптйческих измерении с кодированием полученных данных для 
дальнейшей расшифровки и обработки с применением ЗЗМ. 

фяим из многочисленных примеров использования моделей из 
оптически активных материалов в инженерной геологии являются 
исследования, выполненные МГУ по изучению напряженного состо-
яния оползневых склонов р. Оки [13 !,где оползни широко р!эви-
и и в 1974 г . произошел новый крупный оползень.В геологичес-
ком отроении этого участка принимает участие мощная толща по-
род татарского яруса верхней перми, в которой по общепринятой 
стратиграфической схеме ввделяется пять горизонтов. Верхние 

три горизонта ( " В " , T " , " ^ , ) сложены преимущественно песками 
слабосцс !ентированны<и песчаниками, мергелями и слабосцемен-
тированными алевролитами. Ниже располагается резко выделяю-
щийся в разрезе горизонт °Е", представленный глинами в твер-
дой или полутвердой консистенции, с пониженной прочностью и 
повдаенной деформируемостью. 3 основании разреза (горизонт-
" ^ ") преобладают алевролиты с прослоями песков, песчаников 
и гипса. 

Оползневые накопления в нижней части склона слагают опол-
зневую ступень мощностью до 16 м. 

Исследование напряженного состояния склона проводилось ка 
плоских моделях в масштабе 1:230 - 1:300. Модели готовились 
Ba игдаятина и имитировали неоднородное отроение склона. 
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BMTXscsts аселедсяышж представиян т рхс. 3 Ш Ь вид» 

юшшааш и а ю т и л а д «асаямышх иппряншд CI0^ Ш»)« Ift 
яявтъят -од?лж дафорищи «оде*». 

Pws. 3 

1ш£хэ рве . 3 явдво*»* отяетягь лавдватраджа высокжх вда-
$б!жшт D - I O 5 1д) в якзавя частн тохяж овоиаевых вакоохевк^, 
ш® сиидамвльетчует® ©«яоящга яород, бхжзхо» х предельному. 
®о*уч£жны« даявав жюри» с№*ас;х>?ся с результатами натурных 
хкдоершсюва л а о д м я ш разработать кервадаяты по стабмж-
мщет шмиюивввг© « к м т . 

3*5-» "ВюиДрщияими Kotes 

Ешгедеркр-гвйлапчрсккв у м а м ж в « т п в л ы ю я кврв rape-
деяягге* т я г а фахгсрмя,*» нахвюпь грунт св. похожего 
уравея РЕГВТ-ВЧХ вод, « щ о е г я f u m t v t w n к т . о . Повтому пе-
редке JffiKBDGKR залаю ««влшрвваяад риьтрац» подземных вод, 
к-втору® пожне решать « а е м ю а фкшьтдонпнгх лотков [ 1 4 ] . 

«втек - «1« к е э т м м р с одной прозрачно» 
ствнжвв, QE я е ю п с м а WjeMWt mscgafcteg, чв*е всего квар-
дао» лдаеаяш, -matoma*** уигтупаптвмц M i моделжроваямя гра~ 
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ЯСНЫХ усюзяв потов*. (квтввспвостк вифвхьтрвдм, давгег 9 
щжвен I верхнем бьефах плютквы, к а т к а х . Kfemtx в л 
ввмерения ввдпров > расходов. Оря нодеыроя&нш Вфвмеида 
BBTei*, что иоэвожяет через нрозрачау» стешу .Mffiwaai 'I. « и т а 
П м и другие особе» ноет* фмкьтр&окошпго вегввв* 

Рассмотрим флзетеслое кодвджро&анже режима. уром» 
вих BOX ири работе закрытого систематпесвего дрекала» Нала-
г а я , что однородных в гррхзоктехыюв викжеств ®йъеа* sosft^c 
евтьо дрен, одинаково отстоя них друг от друга, ааяечаеж, 4 « 
мопо огренячаться взучсашм режкнд кеют ввбимх еаежашм Xpfe-
вами» Уровень грунтов»! воя QfftB* рассжахршхтъ Bsx фуняца» 
расстояния X от одхес вх дрем и времен» t : 

«Л» H - коэффициент ф и и р в д х к ; fL - аедговдача; Il - Гяуб»-
I b вахегавкя водоуяора^ & — расстояние кехду ,sgesasa; d -
дввметр древ; K1 - г я у Ь а ш з&тюяшш хряа с мллдышго уцежм 
«руятовых ьод; W - мфажьгращи. 

Шпишеи размере ос тш вжВВЧМОЕых в 0 . 2 0 ) не гамм», учмтшая. 
Что - беэраакерва: 

I H j - I x l - I h l - f B l « W l f l l - W - L T * ; [ t ] - Т . 

Вы Сер ей в качестве оснюаВкХ (везагьемых} so рвэмерадаия» 
венчаны В • U . Е£эр«зж*ршм жая&ятш шайжш аз выралашга. 

в ^ т е т о fa & v 
>s которого z t e g j v t , ч*« 

*хя определена* Z t ж Ij^ яиншея дамвян» еваОДивете* 

T - L 4 I t r t ] * 
! и п с к Б ю е cxcTMR 

а * 
Г 

Ртсида 1 в ввршмнв* тт—"чит- вмя 
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H „ « Л , 1 IH „ К , Й , W h , \ 
P H 1 - l l B l B T 1 B ' в к в / 

игк 
М 1 и д л , ( \ , П , , Л * П ( Д > . 

Легко видеть, что параметры П»,H1., 1%, П 5 , Il1 выража-
ют все размеры и уровни в долях меадреяного расстояния В «Они 
должны быть у модели такими же, как у моделируемого объекта, 
что означает полное геометрическое подобие модели и объекта. 
Геометрический масштаб задается отношением 

оЦ" | и -

где индексы "CP1 и "М " относятся к объекту и модели, соответ-
ственно. Отметим особо, что масштаб уровней 

O ^ 0 C i . (3 .22) 

Параметр Па определяет масштаб времени. Для обьекта и мо-
дели должно иметь место равенство 

Ъ* ъ * 
откуда следует, что 

( 3 . 2 3 ) 

где <£t" t 7 t " - масштаб времени, а KV Km - масштаб коэф-
фициентов фильтрации. OSMtTm, что поскольку -безразмерна,то 
HI0h^Iw или о£^»1 . кроми того, из Fl8 оразу ояедует, что 

«Cw*«£k (3 .24) 

Значение уровня иа объекте э избоз точке Xе й в любой ко-
кент t* можно получить простым пересчетом: 

Н Ч Х ' П - ^ Н ' С Х М " ) , 

где Xм= XVoQ. и t " e IVoCt , a Hm - непосредственно наблюдает-
ся на модели. 

BeiXHo отметить, что произвольно могут быть назначены вишь 
два масштаба. Принято назначать гометрический и фильтрационный 
маситабы. Первый выби^ют, исходя из действительных иевдрзнных 
расстояний и размеров лотка. Второй определяется значением 
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коэффициента фильтрации, который удается получить из мате-
риала фильтрационного лотка. Остальные масштабы определяет-
ся По формулам ( 3 . 2 2 ) , (3 .23) и ( 3 . 2 4 ) . 

Если бы, кроме режима уровней, требовалось определять 
скорости фильтрационного потока Ĉ  , «окно было бы для них 
такие записать уравнение, аналогичное выражению (3 .20 )* Од-
нако и» самой рь. и ери ости ^ сразу следует, что « Ц « 
Дяя определения расхода O- масштабный множите кь cCQ иокно по-
лучить, воспользовавшись законом Дарои, учитывая, что учас-
т в у е т X век величины откосятся к соответственна* точкам 
и моментам времени. Действительно, для объекта и иода «и 

где 03 - сечение, д«я которого подсчктывается раоход Q. 
Разделив почленно первое из полученных равенств на вто-

рое, иавдем: 

поскольку C y l e L 1 . Впрочем к этот результат иокно было бы 
выписать оразу, так как расход через некоторое сечение равен 
произведение скорости фильтрации на площадь этого сечевия. 

Моделирование иа фильтрационном лотке * достаточно типич-
НЫ* FTPBMQP физичеокого моделирования, подчеркивающие доото» 
ивствв в недостатки последнего. 

Достонжства очевидны. Они соотоят в наглядности , в воз-
BOBBBctB изучения сложных процессов с неясный иа'зматическии 
описанием (фильтрация многофазных жидкостей, фильтрация при 
иепоавов водснасыщенни пор среды, прн проявлении фильтраци-
OBBTIX деформация, суффозии н т . д . ) . Эти доотоинства опреде-
ляет цвнвость моделирования на фильтрационных лотках, н част -
ности в физического моделирования при изучении сложных про-
цессов вообще. 

К недостатка» метода относятся грудоеикоеть, громовдкооть, 
трудности о но сучен ней однородного материала о заданными фи-
зическими овойстнаии, ограничения, накладываемые необходим 
мостьв выдерживать геометрическое подобнее Например, в рас» 
смотренной задаче моделирование систематического дренажа,, ха» 
рактеризувчегося значениеи В * « '»00 и на лотке с В" = Ч а 
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означает, что жзменевхяя уровня лорадка I и да объекте ооот» 
ветствуот «те к о к б а и л я H n a «одела. Qpi «той мы не учи-
тывая* ш л м каоииярной кайкм, высота ««город в общей об-
ратно проясртдгоиа*ь«а диаметру зерен, влагаемых груит. Ден 
учета «е правлось бн увеличить размеры зерен песка к о д е » в 
IO-ICO р а з , что *по«е* отразиться на емкостных свойствах по-
род я п р я м о т а х HOHBitHitB участков е аелинеаиой (аеподчякя-
Bieace закону Дарсж) фкаьтрацяея. Таким образом, ыодежирова-
аав не всегда оквзнвается корректным, а удовлетворение вротв-
воречявмх требования к модели в ряде случаев невозможно. 

BoatWQf божьвое значение приобретает количественные прог-
аезм, ос но Ванюше ха веоользовании результатов натурных ваб-
аодеааа за дяааяжжоа естестве и но-ге о югичвеквх явление а во-
ведеиаем массивов горных воред в процессе строительства ж 
аксщуатацяж соорухеаял. такие прогнозы ногут осуцествляться 
методом натурного медеххрования. 

3 . 8 . Натурное модеированже. Теория 
геологического подобия 

Ватурвое моде тжроваиме является сдиоя хэ жнтересвеввих 
разновидностей фазаческог® модедированая. В качестве молем 
в яея используется природные ойьскт-аиахог, на которое acc ie -
JiyeMuJ процесс и анженерно-геодогические условия е г о врстека-
вяя детежыю вз/чены. Метод в принципе может Сыть причемен к 
ярегвозяроаавас любого анженерно-ге о*огическсго процесса: 
осадкам, просадка*, устречивости склсиов, подтоплении, едвн-
жеваяа веяное воверхяозт* н т . д . Здесь рассматриваемые метод 
деяевстркруетса яа ipaaepe прогноза переработки i-ерегов м д о -
храмин» , где его теоретическое обоснование, благодаря рабо-
тая Х.Б.РОВОВСКОГО ! l ] , а ааСопе последовательно и закончено. 

Объектом прогвоза переработка берегов Судей считать вира-
Bj вереработанжоя «мета берега t . Предполагается, что веяа-
чжна переработка заввоат от энергии волв Э , действующее на 
берег , высоты берега h , объемного веса обвальвмх масс t , 
прочвостных характерасткх груята , c i a r a o s e r e берег, которые 
обобщится углом СДВИГА tf . важнее звачеаае до и в ы кяеть: 
угож подводного склона L , от велачавы которого заклеят в о . 
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хври эн^рги-я ьожыы <|чвм меньше I , теи большая часть анер-
гии в о л и гаеится на подходе к берегу) ; извилистость берега 
J - отношение; расстояния между двумя точкаык не берегу в 

дххне береговой! пеним, ооединяввдв их (взвилиотость влияет 
вв перераспределение энергии вохны) и, наконец, коэффициент 
аздоизхяцик: % откокенкв аккумулированного вблизи берега 
обьема. размытых пород х их обцвиу объему (чем бодьве вто о т -
ношашъш тем более затруднен размыв) • 

[Щвдсоавиы перечиолвннме факторы в виде еледувщея зави-
OHKOCTBt 

H C h . 3 , * , 4 U . j . I > . (3 .25) 

Выпивбк размерности входящих в (3 .25) величин, учитывая, 
что V . U J и 2 безразмерны: 

R l - I h l e CU; O l - M L 1 T " * ; O H - M L n T ' 1 . 

В качестве основных ("взавиевмых по размерностям) ввлк-
•шн выберем выооту берега К и объемный вео t » Тогда зави-
симость (3 .25) можно переписать в виде 

А 
f f l 4 ( 1 . 1 . Ц>,1, (3 .26) 

в которой безразмерные j U l является симляексами, 
а показатели Xi U y i нужно подобрать так , чтобы 
безразмерными сказались два оставшжхоя коиплвкоа. 

Нетрудно заметить, что э левоя части равенства (3 .26) 
X e I u у « 0 . для определения X1 и Ij1 напишем уравнение раз -
мерноотей соответствующего иомплекса: 

H L 1 T - 4 . L1HMU1T-4)*; 

которое порождает оистему 

a - X i - 2 ^ с з , 2 7 ) 

Первое и третье уравнения оистеин (3 .27 ) дают I j 4 - I , а 
в результате подстановки этого значения во второе уравнение 
получим X1 • 

Таким образом, зависимость ( 3 . 2 6 ) приводится к виду 
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П . " Hi, П,, П „ Пц, П ). (3 .28 ) 

В равенстве (3 .28 ) 

п . 4 . 

где R l l H i , П ь , и П - соответственно критерии геодина1<ичес-
кого, литодогкческого, геометрического (ГЦ н Пц) подобия и 
критерий подобия аккумулятивных процессов. 

Если у каких-аибо двух объектов перечисленные критерии по-
добия одинаковы, то одинаковыми является также комплексы П0. 
Назовем один из атнх объектов, на котором имеется режимные 
набяодения за переработкой берега, объектом-аналогом и поме-
тим все относящиеся к нему величины индексом " а " . Равенство 
критериев подобия у изучаемого объекта и аналога означает ви-
поянение следующих равенств: 

Y - Г ; L-ia; H a ' . W . ( 3 , 3 0 ) 

а такке 
г e a ( 3 . 3 D 
K e ^ 

откуда следует формула 

P - P a A . , (3 .32) 
1 ha 

позволяющая прогиг кровать перераоотку исследуемого участка 
берега проектируемого водохранилища по известное переработке 
ананога. 

Равенства (3 30 ) - (3 .32 ) полностью .предедяст методику на-
турного моделирования: необходимо иметь множество объектов-
аналогов, 80 каждому из которых имеется значения соответству-
ющих ему критериев подобия (3.29) и данные по фактической 
переработке берега. Для исследуемого объекта вычислялся зна-
чения тех да критериев и среда множества аналогов подыскива-
ется такса иг них, на котором критерии подобия 1'£вны по ве;;/-
чине критериям иссяедуемого объекта. Прогноз переработки бо« 
рега последнего проводится по формуле (3.32) с использованием 
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здиячх во выбранноку аналогу. 

Сведения об аналогах ногу* быть представясны в виде аль-
бом», яапример, t 1 5 ] , или набора перфокарт. Такие альбомы 
MM Перфокарты оодержат данные о ооставе и физико»механичес~ 
KVX евойотвах пород, HHseHepHO-TlOOaOraHeOKyD карту аналога 
в разрезы к ней, значения параметров, входящих в критерии 
подобия, значения самих критериев, сведения об истории анало-
га в динамике развития отмеаи, кривые обеспеченности размыва 
берега на различные сроки эксплуатации водохранилища и иную 
необходинус информацию. При наличии большого количества пер-
фокарт выбор требуемого аналога может осуществляться о по-
в о д е ЭВМ. 

Опыт прогноза переработки берегов водохранилищ на оскозе 
натурного моделирования показал практическую приемлемость 
рассматриваемого метода {16]. 

Кроме критериев подобия (3 .29 ) , в мнженерно-геологкческоа 
практике известны критерии, используемые для прогноза иных 
аяжеяерно-геоиогических процессов. Так, М.С.Захаров [17] по-
лучил весть критериев подобия для прогноза осадок н дейорма-
цаи здании и сооружении: 

П,*Ь; П>°ГС; 

где E0 * исдуль обпей деформации; Н с х« мощность сжимаемой 
то»«(и; У - объемный вес пород; 8 « енрина фундамента; ГС -
показатель гранулометрического оостава (отношение содержаний 
песчаной и ГЛИНИСТОЙ фракций); w - влажность; Ce - показа-
теад» связкостс (отношение удельного сцепления к коэффициенту 
внутреннего трения пород); H0Se - мощность обводненных пород. 

Критерии (3 .33) отражают, соответственно, подобие напря-
женного состояния, геометрических размеров сжимаемой толщи, 
состава, оостояния, прочности пород и условий залегания под-
земных вод. в случае равенства значений перечисленных крите-
риев аналога и объекта, прогнозируемая осадка последнего 

Sea He» = 5 Ц Т ' 
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где S a - осадка фундамента аналога, полученная по результа-
там инструментальных наблюдении. 

Для прогноза просадки лессовой толщи Д.А.Мустафаев [18] 
получки четыре критерия подобия. 

Существуют критерии подобия для прогноза оползней [19 ] , 
карстовул процессов, устойчивости откссов, скорости и расхо-
да селевых потоков и других физико-геологических явлений. 

Приведенные примеры свидетельствуют о'широких возможнос-
тях использования натурного моделирования при решении слож-
ных инженерно-геологических задач, для которых еще не разра-
ботаны математические модели. 

Наряду с эг*н, характеризуемый метод имеет ряд недостат-
ков, Преме всего , метод настолько точен, настолько в ней 
учитывается все фаг-оры, влияющие на прогнозируемой процесс. 
Стсут^ттже какого-либо существен'.ого фактора в уравнении 
( 2 . 6 ) " ,мет полностью обесценить прогноз. Kpo^e того, необ-
ходим набор аналогов - достаточно полный .,ян того, чтобы пок-
рыть всю область Br-JMOHJiJ?. : r.-.ctw.i критерчез подобия. Оче-
видно, «то в попкой o c i e r e задача сбора такого кочр.чссТва 
анал^.^з неразрешима. Поотску неоохгдимо : з о с а т ь включения 
в ( ? . б ) таких факторов, которые незнание « но влияют на ис-
СЛРДГ'-ИЫЙ процесс или их влияние подавляется солее моадык« 
факторами. 

К серьезным недостаткам рассматриваемого метода откосит-
ся то обстоятельство, что в равенстве ( 3 . 2 5 ) величины 
предполагаются постоянными. E действительности они варьирует, 
а сам метод не содержит указаний на то , какими статистически-
ми характеристиками еяедуьт обобщать поля их значения. 

Перечисленные недостатки натурного моделирования заставля-
ет требоэать нз полной аналогии, а приближенной, причем само 
понятие приближенной аналогии вносит значительный произвол 
в выбор аналога . Чтобы этот произвол уменьшить, аналоговое 
моделирок^ие Енженерно-геояогичееких процессов выполняется 
в соответствии с пояснениями теории геологического подобия. 

Теория геологического подобия, разраоотанная Л.Е.Роэолс-
ккм [20 ] , является рззуяьтатом диалектического взаимопро-
никновения традиционных геологических методов изучения йние-
нерно-геологцчееккх процессов н строгих количественных форм 
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физического иодежирования, представляет собой качественно яо-
вув ступень развития известных способов прогноза [ 2 2 ] , широко 
испояьэуищих акаяогии изучаемых объектов, н позволяет преодо-
1вть трудности в выявяеыш подооия о южных многофакторных ди-
намических систем, к которым принадлежат естественно-геологи-
ческие явления. 

Геологическое подобие, в отличие от физического, не может 
быть полным, т . к . геологические процессы и явления представдя-
вт собой результат качественно новой формы движения материи -
геологической. В этой форме сочетается широкий комплекс механи-
ческих, тепловых, химических, физико-химических, биологических 
и иных процессов. В связи с этим, подобие физико-геологических 
процессов может оыть лить приближенным. Причиной тому чвляется 
также тс обстоятельство, что большинство геологических процес-
сов (седиментация, диагенез, гипергечеэ, абразия, эрозия я т .п ) 
происходит на больших пло^адя'х и в течение длительного време-
ни, несоизмрримо по продолжительности с быстротекущими физичес-
кими процессами, это определяет важные особенности геологичес-
ких образования - наличие геоднородностч и анизотропии горных 
пород различных порядков[21!, а отсюда - изменчивости ч ^PTO-
коррелированности свойств ^азяых /ровней Г225» Ьти особенности, 
обратно сформулированные Л.Б.Ииовским, как "неоднородность в 
точьо и одиоро/чость в целом", являвшиеся следствием происхож-
дения геологических объектов, их состава, возраста, истории ге -
ологического развития и современных физико-есологических усло-
вии существования, приводят к некоторым фиксированным (в кон-
кретный чомент времени) закономерностям распределения свойств 
порсд в п^сстракстве л к определенным взаимосвязям между пока-
зателями свойств, что,в CBOt очередь, сказывается на поведении 
объектов иод влиянием внешних факторов, (кнако упомянутые осо-
бенности слоено вкразить ь количественной форме, в связи с чем 
Hcupew°i кыи условней геологического подобия изучаемых процес-
сов является сходетво атриоутивных (качественных) признаков. 
К пссяеянин относятся: геологическая обстановка;, структурно-
тектонические особенности, гидрогеологические условия а иные 
перечисленные выше качественные характеристики, конкретные осо-
беншетн которых формулируются в состветотвии с принятыми в ин-
женерной геологии классификациями и вносятся в альбомы аналогов 
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и перфокарты. В некоторых случаях в качественной форме могут 
быть выражены также начальные, а иногда и граничные условия. 
Те и другие вместе е рассмотренными выше атрибутивными ха-
рактеристиками и некоторыми критериями подобия представляют 
собой так называемые "усяоэия однозначности", т . е . комплекс 
условий, при соблюдении которых представляется возможным вы-
делить из целого класса явлений какое-либо единичное явление 
(единичное следствие комплекса причин). 

Слоннос'ть и многообрс JKe процессов, определяющих прогно-
зируемый результат взаимодействия инженерного сооружения и 
геологической среды (в обп#м насчитывается около 80 процес-
сов, из которых лишь небольшая чаоть может в конкретных у с -
ловиях повлиять ва устойчивость сооружения); наличие большо-
го чиола (в общем более 150) естественных факторов, в той 
или иной мере влияющих на упомянутые процессы; многосторон-
ние взаимосвязи внутри набора факторов, между факторами и 
процессами, динамикой процессов и поведением массивов горны* 
пород при строительстве и эксплуатации сооружений, а также 
некоторые иные черты изучаемых объектов определили вторув 
важнуп особенность положений теории геологического подобия: 
необходимость выделения и использования обобщенных характе-
ристик и "предетевляющих показателей", изменение которых от-
ражает изменение рассматривавшего свойства (признака, процес-
са) или группы евояств о учетом взаимосвязей внутри рассмат-
риваемой группы» Так, представдясщик показателем величины 
размыва берегов аодохранчлищ в ( 3 . 2 5 ) является ширина отмели 

i . Она ив - представлявший показатель потери волновой энер-
гии и трансформации волн га отмели, энергию волнения и при-
бойного потока 3 , действующе на берет, трудно измерить, 
поэтому в качестве представляющего показателя величины Э в 
( 3 . 2 5 ) нередко ивиовьэуетвя ввергни воли на внешнем крае от-
мели Э, . В качестве количественного показателя литологичео-
кого состава пород и связанных с кии прочностных свойств 
используется угод «дв№а<р(ЦV*t}<f • C / h l T ) , представлявшим 
показателем профиля склона является его уклон L и т . д . 

Выделение обобщенных к представщявдх показателей выпол-
няется ие основе логического (понятийного, концептуального) 
моделирования, которое обычно предваряет все виды, овособм и 
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иетвдн прогнозов. Сущность так м-о моде яирования хорошо извест-
на а заключается в построении мысяевной либо графической схемы 
вэакаодействия проектируемого сооружения и геологической среды 
О учетом ииевщихоя теоретических представления опыта изучеьия 
рассматриваемого процесса, интуиции исследователя. Построение 
таких моделей позволяет решить вахнейшуо задачу натурного мо-
делирования - выбрать наиболее существенные факторы к условия, 
ояредеяягвде прогнозируемый процесс и не связанные с результа-
том действия прсцесса согласованными изменениями (так называе-
мые моноварианты). 

Показатели, представляющие моноварианты, ве входят в урав-
вмке (?.25) и критерии подобия, иеомотря на то, что они мо-
гут участвовать в прогнозируемом процессе, в этой проявляется 
избирательный характер геологического подобия, а отсюда • ка-
чественное отличие критериев подобия инженерно-геологических 
яродесоов от критериев в формулировках теории физического по-
добия* Это позволило Л.ь.Pозовскому рекомендовать соответству-
е т е термин "критерий геологического пддобия" вместо терми-
Ia "критерий подобия", а с учетом рассмотренных выше иных 
Особенностей геологического подобия сформулировать три теоре-
Wt последнего, ве.ннейшей из кстсрых является следующая. 

"Чтобы геологические процессы, явления и образования были 
ИЙОбвы, необходимо и достаточно, чтобы они б ы т качеотвенно 
«иваховы, характеризовались одними к теми же критериями по-
WOад и имели бы общие условия однозначности"[20]. 
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Г Л А В А 4 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

4 . 1 . Общие положения 

Математическим будеи называть моделирование, при которой 
учитывается катематичеокая модель изучаемого процесса, т . е . 
конкретная математичеокая форма взаимосвязи участвующих в кеч 
факторов. 

Иными словаки, математическое моделирование су и ест венным об-
разом опирается на конкретные диф^еренцнаяьные, интегральные, 
алгебраические и т . п . уравнения, описывающие моделируемый про-
цеоо. Математическая модель содержит значительно больше инфор-
мации, чем зависимости вида ( 2 . 1 ) , лежащие в основе физическо-
го модедир завия м являющиеся uo-существу спецификацией Факто-
ров, обуславливающих изучаемый процесс. Использование этой дс-
полнятельаоя инфор ации должно расширить возможности модея^р -
вания „ 

Чтобы убедиться в атом, сопоставим физическое к математичес-
кое мо, элирование одного и того же процесса - подпора вблизи 
водохранилища после его заполнения - ца фильтрационном лотке. 
Результат решения задачи является важным фактором сценки ин-
ка неряо-гео логических условий подтопляемой территории, 

В простейией постанов :е будем полагать, что подпор H « H(X1T) 
развивается в горкзо! ~альком водоносном горлзонте ценностью 1  

постоянным коэффициентом фильтрации К ' и недостатком водон&сы-
венкя . Ga охватывает территорию до соседнер до-ины с пос-
тоянным водотоком, являюяимся границей с постоянным уровнем H6  

Долина ототоит от водохранилища на расстоянии В . Уровень во-
ды в водохранилище подымается от начального How дс ьогечно» о Ц,ц 
причем этот процесс развиваемся во времени так, что H r = H(0.LV 
известная функция (радии наполнения). 



- 55 -
При доотаточно большой мощкооти водоносного горизонта r^ t по 

оравненив о максимальным изменением его уровней Hon" H014 г раз-
витие водпора описывается дифференциальным уравнением 

м а х » Я - Q t ' 

где HJft - водопроводнмооть; X n t - соответственно проот-
ранственная и временная координата точки, в которой определя-
ется подпор HaHtXvI -) Для того, чтобы найтн эту нензвеотнув 
функции H ( X , t \ необходимо решить'уравнение (4 .1 ) при задан-
ных начальных м граничных условиях. Граничные условна задают-
ся изменением двух уровней: уровня водохранилища, т . е . функ-
цией H r* H ( 0 , t ) и уровья в точке X= В , где На(В,D=COnst 
(уровень остается неизменным). Начальные условия в описанной 
ситуации задастой значениями уродке» H01t

eH(O1O)U Br11 Н(В.О') 
При принятых допущениях начальные уровни, линейно изменяются 
BAOI'J направления X от величины Foh до величины H5 , В дадь-
иеявви за точку отсчета /ровней примем величину Hb . это оз-
начает, что все уровни уменьшается на величину Hs , s уровень 
в течке Xa полагается равным нулю. Такая замена и® оярааается 
на виде и решении уравнения ( 4 . 1 ) . 

Раоокотрим вначаго постановку згой задачи как задача физи-
ческого моделирования. Будем вместо уравнения ( 4 Л ) опиратьоя 
иа зависимооть общего вида: 

H t t , t ) - $ ( X , t , K m , j l l , B . H r ) , (4 ,2 ) 
где Не* Н ( 0 Д ) - граничное уоловие, т . е . известный режим 
запохвввия водохранилища. Величина H 6 не вошла в число пара-
метре», определявших зависимость ( 4 . 2 ) , поскольку принято,что 
H ^ f 

Внюгаеи размерности величин, входящих в зависимость ( 4 . 2 ) , 
учитвввя, что недостаток водонасыщения jU безразмерен: 

IHbtX] -[ВЗ= tHrl I t l - T i Km = L j T" ' 

В ивчестве основных (незавиоимых) по размерностям величин 
выбе!»» R н КШ .Нетрудно проверить, что тогда завноимость 
(^•2) приводится к внду 

n . * H U . n i t n t i n v n , ) , ( 4 . 3 ) 
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г л е П . - Н / В ; H1-XZBi f V ^ ; П , - Н г / В . 
При физическом моделировании необходимо, чтобн для объекта 

и модели выполнялись равенства: 

r i M i " , п ; - п : - , n ; - r r - , n ; - n j . 
Это гарантирует равеиотво П ! « П 2 , позволяющее по наблюде-

ниям за развитием подпора на модели прогнозировать его разви-
тие на объекте по формуле 

Н * < Х ; П > Н " ( Х " . П § Г , ( » . « 

х - - x f , Г - г S S f l f t 

He вдаваяоь в подробиоота, отметим, что отношение <4"В7В И 

задает линейный масштаб и, как следует из формулы ( 4 . 4 ) , масш-
таб уровней oCH*oCt . Это возвраадет нас к трудностям, отмечен-
ным в п. 3 . 4 . В частности, при опшкиченных размерах фильтра-
ционных ло-ков ограничены и возможности выбора линейного масш-
таба . Часто ок оказывается настолько малым, что изменениям 
уровня иа объекте ч метры соответстнуют изменения уровня на 
модели в сантиметры и л а к е миллиметры. Учитывая точность изме-
рения уровней и влияние таких неучитываемых явлений как капил-
лярность , приходится либо смириться с низко,'! точностью моде-
лирования, либо вовсе от него отказаться . 

Оявако шоделирование рассматпияаемого процесса на фильтра-
ционном лотке MOiSHO поставить как математическое, воспогьзовав-
шиоь тем, что уравне ;ие ( 4 . 1 ) определяет вполне конкретную ма-
тематическую модель развития подпора, введем, как : то рекомен-
довано в п . 2 . 2 , характерные величины X0, t . u Н. , что поз-
волит пршвести у;авнение ( 4 . 1 ) к безразмерному виду, удобно в 
качестве t . ввять веоь период прогноза, Xe - половить равным 

В я Н»= H r ( 0 , t } - H r ( 0 , 0 ) , т . е . в качестве характерной вели-
чины подпора принять изменение уровня в водохранилище за веоь 
период прогноза. В этом случав уравнение ( 4 . 1 ) преобразуется 
вначале в уравнение 

Km Н. S t H , F H . ЭЙ 
Bt а х * t . a t 
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- в равенство 

где Х - Х / 5 _ относительное расстояние; "t~t/to _ относи-

тельное время; /Ч^-^тноситеяьный уровень (все величины без-

размерные): H o s ^mto - безразмерный критерий подобия. 

ТВЯЮ10ГЯЯ математического моделирования развитие подпора 
BA фвяьтрациOHHOW лотке мало отличается от физического: в соот-
M f m u u с выбранными масштабом вододроводчмооти d m и линей» 
BUi васвтабои d(e строится модель объекта (напомним, что ci^= i ) . 
Э в т в а д а е т е я начальное распределение уровней, после чего мо-
деаяуеиыВ уровень водохранилища изменяют в соответствии с га-
Mmrn ре КИМОМ заполнения последнего: Н, • H f /Н 0 ._ Прл атом 
совищается равенство относительных времен, т . е . I й " I е (нет-
рудно заметить, что масштаб времени <f.t = t* /t". не может зыби-
PBVbBB произвольно, а определяется соотношением ^t= ^ 
0 рваультате этого относительные уровни, точнее приращения 
уровне* в начальному их распределению0 задастся формулой 

н ч х ; 1 в ) - H ^ x t t w X 
причем Г » Xй u t M " . 

Единственное, но весьма существенное различие менду физи-
ческом в математическим моделированием рассматриваемой задачи 
заключатся в тем, что выражение ( 4 . 5 ) , являющееся основой ма-
тематического шоделнрованкя, ни прямо, нн косвенно не с одер® 
вв* Характерного уровня Н» . Это означает, что маелтаб уровней 
с̂ н нсино выбирать произвольно, вне связи с другими масштаба-
ми ш, в частности, вне связи с линейным масштабом, что созда-
аажо наиболее значительные трудности при физическом меделиро-
ваввв. При математическом моделировании маентаб е£и может быть 
настолько малым, насколько допускают вертикальнеер а не гори-
зовтввьфв размеры лотка. 

Возможность получения л ре жмущее тв такого рода (а она опре-
деляется структурой математической модели нсояедуемого процес-
са) заставляет всегда, когда математическая модель извества. 
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отдавать предпочтение постановке задачи моделирования именно 
в форме математического. Но отмеченной возможность® Ke исчер-
пывается зее сравнительные достоинства матакатиче0К01i моде-
лирования. Важнейшие из них вытекают из анадогки математичео* 
ких представлений многих физичеоких явлений различной приро-
ды. Примером тому является упоминавшаяся аналогия законов Дар-
си и Сна, выражающихся в безразмерном вида формулой ( £ . 2 8 ) , к 
закоца Фурье, Уравнение JIaanaca списывает к® тоаько установив» 
Еуюся фильтрацию подземных вод, но также поло сизы тяжести, 
геомагнитные поля, стационарное эдектричеокое nose,, а в ря -
де олучаев • распределение напряжения в массивах горках по-
род» уравнение тепвопроводпости "работает" не только при опа-
сении процессов тепловой природы, но а нестационарной фильт-
рация, консолидации осадок и ряда иных процессов. 

Именно математическая аналогия разиачкых процессов лезхит в 
основа преимуществ математического коделкроваикя и позволяет 
воспроизводит! иооледуемне явления на моделях совершенно иной 
физической природы. Например, фильтрация подземных вод и мно-
гие ин'жонерно-геовогичеокие процессы обычно иоде аиру ют с я на 
электрических неделях, где фваьтрациониые свойства иммитируст-
оя сопротивяекиями и зиксстями. Построение кодеьей из этих 
элементов быстрее и проще» чем, например» их построение ка ма« 
терйадов, применяемых в фяяьтрациояяых лотках, свободно от» 
четгаво это преимущество аырвеовываегоя при иеоуходииостя но» 
делнровать неоднородности оложной конфигураций и аадаивыик 
койтраотама овойотв. Окорссть здехтрачеоких процессов такшз 
регугоруется значительно легче и может быть н&зкачена ирехтк» 
чеоки УКОЙЬ угодно высокой, что значительно сокращает время 
моделирования. Наконец, точность измереяня разкоотай потен» 
циалив и сил тока намного превосходит точность язмэренйя 
уровней и расходов» Эти обстоятельства позволяет пользоваться 
более компактными моделями я снии&кт многие трудности яра под-
боре масштабов. 

Коккретаые форкы, которке и окат принимать математическое 
мола"кропание, весьиа разнообразны, достаточно отметать упо~ 
минмшеоия использование фвзьтрацкоииого д о к а з качвстзв ин-
струмента как фаавчэокого, так в математического кодадировавия, 
H однок из следующих разделе® оy&»f приведен npassep я ос таков-
ка натурного иодояироваиия в форма математического. Типичный 
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примером последнего при реализации на модели тек же физи-
ческой природы, которой обладает исследуемый процесс, явля-
етоя хорошо известное, но испояьзуемое крайне редко, модели-
рование фильтрации иа гндроиитеграторах. 

В настоящее время математическое моделирование чаще всего 
реализуется на сплошных или сеточных электрических моделях. 
Все более широкое распространение получают статистические 
и иммитациенные методы математического моделирования. 

Наконец, к математическому моделированию следует отнести 
вообще любое исследование объекта математическими методами. 
Чаще всего оно реализуется в численных (приближенных) оцен« 
ках различных реакций объекта на те или иные возмущения. 

4 . 2 . Сплошные модели 

Моделирование на сплошных электрических иоде лях иирока 
используется в гидрогеологии, где оно называется методом 
алектрогидродинамических аналогии (ЭГДА) и достаточно под-
робно описано во многих работах ( 1 4 , 2 3 , 2 4 ] . Здеоь мы огра-
ничимся рассиотрением особенностей его использования для 
изучения плоского напряженного состояния горных пород. 

В однородном грунтовом массиве, на который из объемных 
сил действует только сила тяжести, плоокое напряженное состо-
яние описывается системой уравнений [251: 

Э 6 . п 

5 х Ы U 
( 4 . 6 ) 

где 1? - объемный вес; 6 Х „-составляющие тензора нап-
ряжений в системе координат XOl . 

Для решения системы ( 4 . 6 ) необходимо, но недостаточно 
иметь данные о граничных условиях, т . е . нагрузках или напря-
иениях, действующих на границах иоследуемого массива. Недос-
таточно потому, что распределение напряжения задано тремя 
функциями: 6 Х - б х (ХД) , б е = SI(X1Z) jT s 1-Tk(X1Z) . а уравнения 
для их определения только два. 

Третье уравнение, замыкающее систему ( 4 . 6 ) , находят из у с -
ловия спяоиности.езяэщзающего между собой компонэнты тензора 
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деформации: 

Ш*- Шм дгг ах4"ЭШ ' (4.7) 
и закона Гука, который связывает деформации с напряжениями: 

где б* и S 1 - относительные удлинения по осям X и 1 " t x f 
относительная деформация сдвига; E - модуль упругости^ jU. -
коэффициент Пуассона. Подстановка значений £» ,£ г ы t u из (4 .8 ) 
в уравнение ( 4 . 7 ) и использование соотношенчй, получаемых 
дифференцированием первого из уравнений ( 4 . 6 ) по X , а вто-
рого - по Z , приводит к уравнению 

а х* " ъу " ( 4 - 9 ) 

которое и замыкает с и с т е м ( 4 . 6 ) . 
Введем функцию 

0 - 6 * + 6 * . (4 .10) 

Подстановка, ( 4 . 1 0 ) в ( 4 . 9 ) : 

' S1A B t A + (4 . I I ) 

обращает уравнение ( 4 . 9 ) в широко известное уравнение Лапласа. 
Это одно уравнение с одной неизвестной функцией: 8 ж 8 ( Х . I X 
которое шкет быть решено по заданным граничных условиям.Ока-
зывается также, что знание 8 обеспечивает решение системы 
( 4 . 6 ) . Действительно, подстановка в ( 4 . 6 ) выражений 

(4 .12) 

ш 
обручает ( 4 . 6 ) в тоВДветва, Это доказывает, что выражения 
(4 .12) являются решением системы ( 4 . 6 ) . 

Таких образом, задача определения плоского напряженного 
состояния сводится к решению уравнения ( 4 . I I ) . Определив из 
него 8 » 8 U , Z \ с помощью выражений (4 .12) МОЕНО найти нор-
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мальные и тангенциальные составляющие напряжений во всех точ-
ках грунтового массива. Затеи, при необходимости, используя 
выражения (4 .8) можно перейти и к деформациям. 

Решение уравнения ( 4 . I I ) при сложных граничных условиях и 
контурах грунтовых массивов представляет достаточно трудную 
задачу. Однако эта задача сравнительно легко моделируется 
стационарным электрическим полем, которое также описывается 
уравнением Лапласа: 

а Г а ? - 0 ' ( 4 Л З > 

где U - потенциал электрического поля. 
Сходство уравнений ( 4 . I I ) и (4.13) очевидно. Приведем их 

к безразмерному виду. Для этого введем характерные размеры X., 
Z, и потенциалы Ь. и U4 . С их помощью ура знания (4 . I I ) и 

(4.13) преобразуются к веду 

д Т 1 * H b V ' 0 ( ( 4 Л 4 > 
Xi Щ К о I dx1 ZtaIi uJ, 

где б, Q , X, 2 - уже безразмерны и, наряду с безразмерным па-
раметром H1- Xt / 2 * , являются критериями подобия. 

Из необходимого для моделирования равенства критериев по-
добия следует.' 

J Ж*. 
х : гУ 

обеспечивающее геометрическое подобие объекта и модели. Ос-
тальные равенства (X*- Xм, 1"» 2 Н ) дают координаты сходст-
венных точек объекта и модели. Если Х„ и I . соответствуют 
максимальным размерам объекта и модели, то X и 2 представ-
ляют собой относительные координаты, изменяющиеся от 0 до I . 

В качестве характерных величин 6« и Ц,удобно выбрать их 
максимальные значения. У потенциальных полей, т . е . полей, 
описываешх уравнением Лапласа, они достигаются на границах. 
А поскольку для моделирования, также как для определения 
распределения напряжений в натуре, граничные условия должны 
быть заданы, выбор в. и U4 не представляет трудностей. 



- 62 -
Однако GL и 11.не входят в уравнения (4 .14 ) . Это означает, 

что в точках X** Xя и 2* = ¾" выполняется равенство B = Q1  

т . е . относительные значения функций б и О. одинаковы. Поэто-
му величина 8 на объекте находится по формуле 

О ' 0 - 1 (4 .15) 
Обычно U измеряют в процентах от максимального значения . 

Очевидно, что необходимым условием моделирования является 
соответствие граничных условий на объекте и модели. В данном 
случае оно означает равенство относительных значений величин 
Ll и 8 в сходственных точках границы, т . е . 

где индекс "Г " означает, что рассматриваются точки границы. 
Моделирование плоской задачи методом 5ГДА осуществляется 

на электропроводной бумаге. Из нее в выбранном масштабе вы-
резается модель объекта, к границам которой прикладываются 
граничные условия, т . е . электрические потенциалы U r= 

Моделирование граничных условий является в этой задаче 
достаточно сложной процедурой, которую здесь мы рассматри-
вать не будем. гтметим только, что задаваемые потенциалы дол-
жны соответствовать значениям 8 в точках границы (Xr Д Д Д я я 
того, чтобы добиться этого, приходится вместо модели реального 
склсла (цунктир АВСД на рис. 4 ) выразить горизонтальную 

поверхность ОСД(2«ОУ 

Ряс. 4 

На участке СД функ-
ция Q и задаваемый 
соответственно ей по-
тенциал U равны нулю. 
На участке СВ'9 ли-
нейно возрастает до 
В " 2 $ h , а соответ-
ствующий потенциал -
до сво„го максималь-
ного значения 10056, 

далее Q H U оста-
ются постоянными. 
Размеры модели (на 

рис. 4 они показаны сплошной линией) делаются большими, чем 
моделируемый объект (контур АВСД), по глубине и горизонтали 
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в 3-5 раз, что позволяет приблизительно обеспечить выполне-
ние граничных уоловий на бесконечности. 

После SToro на модели измеряются потенциалы, точнее стро-
ятся линии равных потенциалов с шагом в 5-10¾. Затем по фор-
муле (4.15) потенциалы пересчитываются в значения 9 , а 
из них по формулам (4.12) определяется распределение напря-
жении. 

В принцше метод ЭГДА достаточно легко распространяется 
на трехмерный случай с помовр.» электрических моделей. В них 
форма объекта моделируется с помо<ць» баков, выполняемых иг 
олвктрокепрсводящих материалов (пластических масс, смол, па-
рафина), Эти баки заливаются электролитами о необходимыми 
сопротивлениями, Однако практическое применение электролити-
ческих моделей ограничивается сложноотью их построения, осо-
бенно для неоднородных объектов, а также трудность» формиро-
вания граничных уоловий. 

В заключение подчеркнем одно существенное различие между 
физическим и математическим моделированием. Для физического 
модол1грован»д совершенно необходимо геометрическое подобие 
объекта и модели. Пря математическом моделировании геомет-
рическое» подобие может нарушаться. Позтоцу правильнее гово-
рить об отображении и соответствии точек объекта и модели. 

Рассмотрим, например, плоскую установившуюся фильтрах?® 
в анизотропном водоносном горизонте. Она описывается уравне-
нием 

i x Q X a lY ЭIj1 U< 

где И» Н(Х,ф - напор, a Tx и Tî  - водопроводимости по нап-
равлениям X и У . В безразмерном виде 

a i j L Ts*1. B iH 
i a f (4.18) 

чю с точность» до овотттиЪ совпадает о уравненном* опи-
емве-щк» распределена электрических потенциалов в плоской 
задаче ^ij I 

>L4a а 
Kij ч<г о м " * ( 4 Л ? ) 
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где p t И - удельные электрические сопротивления модели 
по направлениям X и LJ * U , как и H - безразмерные потен-
циалы,' Xe и у , - характерные размеры объекта в уравнении 
(4 .16) и модели в уравнении ( 4 . 1 7 ) . 

Существуют метода создания анизотропной электропроводящей 
бумаги для работы методом ЭГДА. Они заключаются в склеивании 
модели из подосок оумаги разной электрической проводимости. 
Но в принципе можно потребовать, чтобы р , = р у , т . е . что-
бы модель была изотропна. Это требование немедленно приводит 
к равенству 

Таким образоы, в принципе можно моделировать анизотропную 
среду на изотропной модели. Но при этом приходится вводить 
разные линейные масштабы по направлениям X и у , нарушая 
тем самым геометрическое подобие объекта и модели. Это безус-
ловно затрудняет построение модели и работу с ней, посколь-
ку сложнее устанавливать точки на модели, соответствующие 
точкам объекта и -аоборот. Кроме тЬго, осложняются все рас-
четы и определения, с-язанные с направлениями, если исследу-
емые направления совпадают с осями координат, например, 
определения расходов, притоков и т . г Поэтому на практике 
предпочитают сохранять геометрическое подобие, моделируя 
анизотропию. 

Наиболее мощны* средством решения задач математической 
физики, в частности, дифференциальных уравнений, описываю-
щих фильтрацию подземных вод, распределение напряжений в 
массивах горных пород и ряд других процессов и явлений гео-

из которого следует, что 

или 

4 . 3 . Сеточные модели 
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логической природы, является численное решение, основанное 
на конечно-разноетных аппроксимациях решаемых: уравнений. 
Аналог этого метода в моделировании - метод сеток - также 
наиболее мощный, универсальный и технологичный способ моде-
лирования. Обычно он реализуется на электрических моделях с 
использованием только омических сопротивлений (сетки RR } 
или омических сопротивлений и емкостей (сетки RC ) . Сущест-
вуют и другие возможности, например, гидроинтеграторы. Здесь 
метод сеток рассматривается на двух простейших примерах, де -
монстрирующих два подхода к построению моделей. 

Рассмотрим задачу о развитии подпора, обсувдавшуюся в п . 4 . 1 , 
сохранив описанную там постановку. Разобьем интервал {О,В], 
на котором происходит изменение уровня на блоки с центрами 
в точках X o t Xi , X j , . . . , X 1 , . . . X n » причем Хо*0 и X n - B . 
Длина всех блоков, кроме крайних, л Х,а крайних - Ц - (рис. 5). 

. — —I ,,J  
X. Xv-I Х( Xn 

Рис. 5 
В каждом блоке с центром в точке Xi и момент времени t j 

уровень подземнйх вод имеет значение Hij . Предполагается,что 
он между центрами блоков изменяется линейно. Если мощность 
водоносного горизонта Ш , как оговаривалось в п. 4 . 1 значи-
тельно превышает изменение уровней, то для блока с центром 
в точке XL имеет место очевидное балансовое соотношение: 

где T - km - водопроводимость; M - коэффициент фильтрации 
водоносного горизонта; Л у - ширина блока; JU - водоотдача 
или недостаток водон&сыщэиня; д ! - интервал времени, за ко-
торый составляется баланс; H^, - уровень в течке Xi в 
момент I ^ t j * At. 
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Разделим уравнение (4.18) на Д Х л у д ! и приведем его к 

виду 

Hi-t,j - Ht,i H u t , j - Ны_, Н и м ' Hui 
F F F t 

где 

F' 
Д Xa 

F t - T T 

(4.19) 

(4.20) 

Уравнение (4.19) по своей структуре аналогично закону 
Киргхгофа, описывающему баланс электрических токов в узле, 
представленном на рис. Qa: 

(4.21) U i . J - u . j U H , - U U U - J t 1 - ITu 
R t R " R t ' 

где V - электрические потенциалы ; R - электрическое 
сопротивление; R t = - так называемое временное сопротив-
ление ( С - емкость}. Поэтов , введя понятие фильтрационного 
сопротивления F и временного фильтрационного сопротивления Ft) 

блок с центром в точке Xi можно заменить гидродинамическим 
узлом, представленным на рис, §6« 

Рис. 6 

Эта аналогия дает основную идею моделирования: система 
б;, ков заменяется сеткой (в нашем случае цепочкой) из сопро-
тивлений (рис0«^а)е после чего эти сопротивления заменяются 
электрическими (рис. 7,6). Подав затем в конденсаторы потен-
циалы8 соответствующие начальным уровням, и изменяя гранич-
ные потенциалы TJ0,;' и Un,j в соответствии с изменениями уров-
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к 

dZH~[ 

± v i ' j 

T k " I 
V Vi1JH 

I V n 4 
с JLIJL 

vn-i,jn Vn, j 

FHO. 7 

ней на границе, снимаем в узлах ( I , потенциалы, соответ-
ствующие уровням на момент t j» t . Задача, таким обрасом, 
сводится к подбору сопротив,- ;ния R , емкости С и выяснению 
правил перехода от уровней к потенциалам и наоборот. 

Решается эта задача приведением уравнений (4.19) и (4.21) 
к безразмерному виду. Введение характерных величин Н, и IT0  

позволяет получить следующие безразмерные выражения: 

Н ч . . - H i l j 2 H u i 1 J ) ; 

V u t l j ) , 
в которых H H U " соответственно относительные уровни и 
потенциалы. Если H1 и U. - максимальные значения уровней и 
потенциалов на границах, то R и "В" изменяются в интервале от 
О до I или от_0 до _J00/£. 

Поскольку H и V безразмерны, то для того,, чтобы из Hi-t,je 

= Ч-i,]. Hl14 = Ifi.j м Н и , , | » 0 Ц следовало Hi,j t l
 я необ-

ходимо выполнение условия 
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F R 
которое и лежит в основе подбора сопротивлений й емкостей. В 
частности, ив него следует, что масштабы сопротивлений oCF и 
временны' сопротивлений должны быть одинаковыми: 

e £ f - F / R - r f F t - F t Z R v (4.22) 

Введем масштаб времен:! о£(.ид1*/д1* равный отношению дли-
тельности интервалов на объекте и модели. Тогда, учитывая, 
что FT =IATZJU. и R t=At/C, получим 

С-JUc tp /o ( t (4.23) 

<t(,*dLx/oIf. 

или 

Отметим, что в приведенные соотношения не входит масштаб 
уровней оСн

 = Н./1Г, . Это означает, что он совершенно произ-
волен. Важно лишь, чтобы начальные и граничные условия в 
соответствующих узлах объекта и модели составляли одинаковые 
доли от Н» и "Ui , так что 

Н ц = Н . \ Г ^ . ( 4 < 24) 

ЕСЛИ объектом прогноза является скорость фильтрации q. , 
то исходя из закона Дарси и сопоставления уравнений (4.19) 
и (4 .21 ) , находим масштаб для скорости фильтрации 

с Ц - Л * ZCCf. ( 4 2 5 ) 

В выражение ( 4 , 2 5 ) масштаб уровней входит в явном 
веде. 

Таким образа»*, масштабные соотношения (4 .22 ) , (4 .23 ) , 
(4.25) позволяю* по значениям фильтрационных сопротивлений 
объекта,определяеиы* яо формулам^.20)кайти параметры модели. 
Переход от результатов, полученных на модели, к результатам 
на объекте производится по формуле (4 .24) . Назначение началь-
ных и граничных условий на модели осуществляется по равен-
ству 

% 



- 69 -
Здесь представлен простейший пример. На практике возмож-

ны различные его вариации и усложнения. Haajmnp l сопротив-
ление Rt может быть омическим, т .о , можно применять к овткк 

RR. Это означает, что процесо на модели у м на развевается 
непрерывно. Каждый полученный результат должен выстмдлтьоя 
как начальные условия для последущего, Инфильтрация и вере-
теканич можно иммиткровать подачей в узлы модели ТОКОВ. За-
дачи могут быть плоскими и даже трехмерными. Увеличение рае-
мерности достигается подключением дополнительных сопротивле-
ний. Параметры модели могут изменяться от у м а X уеду и т . д . 

Опиоанный выше подход к обоснования и построению сеточных 
моделей опирается на простые балансовые воображениями поато-
цу именно он чаще всего применяется в гидрогеологии. Но не 
всегда идеи баланса могу* проявляться столь очевидным обра-
зом. И тогда лучше обратиться к более формальному, но и бо-
лее универсальному способу построения сеточных моделей, ко-
торый непосредственно использует конечно-разностную аппрок-
симацию соответствующих дифференциальных уравнений. 

Рассмотрим задачу одномерной консолидации грунта. Извест-
но, что одномерная консолидация (компрессионное уплотнение) 
описывается уравнением 

где Рж P U , t ) - эффективное давление; Cv - коэффициент кон-
солидации. Задача состоит в том, чтобы,зная начальное Pr* 
» Р(2,0) и граничные Pr? P (ОД) и P f t- P(B,f) условия,где 
В - мощность сжимаемой толщи, определить развитие эффектив-
ного давления по времени и глубине. Возможности получения 
точного решения задачи (4.26) зависят от вида функций, за -
дающих начальные и граничные условия, и на практике доволь-
но ограничены. Поэтому часто прибегают к численным, конечно-
разностным способам решения уравнения (4 .26) . 

А именно, разобьем весь интервал рассматриваемых глубин 
I ( 0 « 1 « В) на П равных интервалов, калдый длиною Д1. 
Промежуток времени, для которого строится прогнов, разобьем 
на m равных интервалов длиной каждые. Тогда в системе 
координат ( l , f ) получим сетку, представленную на рис. 8 . 

(4.26) 
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t га 
m-t 

m 

'Г 
• • • t • 
I • » » * П 

0 1 1 » I-I I IM n-j n-j n-i n ^ 

Вместо непрерывного 
решения уравнения 
(4.26) р - р ( I . t ) 
Судем исхать значе-
ния эффективного дав-
ления только в узлах 
сетки, т . е . 

РцГ P (zv д р , 
полагая, что зта 
функция в интервалах 
Meainy узлами изменя-
ется гладко, так что Рис. 8 

ошибки интерполяции окажутся вполне допустимыми. Заметим,что 
значения функции Р^,в для всох L известны, поскольку они 
заданы как начальные условия, а в P0ij и P1^ - для всех j 
как граничные. 

Мето, опирается на замену производных конзчными разностями. 
Так перву» производную в районе узла t i , j ) можно пред-
ставить в виде 

fly. E b 5 ^ . I ^ b b f t B a 1 

причем первую ив этих производных следует отнести к средине 
интервала I X u 1 , Xjl, а вторую - к [Xi 1X 1 . , ! . Аналогичным об-
разок вторую производную получаем из первой: 

S T r & Л L l д г Г 

а так жв я первую п р о и з в о д и по t : 

dPuj 
a t A t 

(4.27) 

(4.28) 

Выражения (4 .27) и (4 .28) позволяют заменить точное ра-
венство (4.26) приблизительным: 

PM-,Р /Рь*.1 - P U , Р ^ ы - Р ы Х (4.29) 
A t w ^ д г * > 
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которое пооле приведения к виду 

c H K f V r 2 V P i - . P ( 4 - 3 0 ) 

дает алгоритм вычисления эффективных давлений в узлах сетки. 
Эта формула показывает, как по трем известным последователь-
ным значениям Pi-i,j, Pi1J и во временном ряду j определить 
неизвестное значение P l l^1 в следующем. Поскольку известны 
все P l i 0 , то по формуле (4.30) можно вычислить значения P i a  

для всех 1 , исключая крайние значения I e O и . Н о 
эти значения P0tl и PR,i известны как граничные условия. Поэ-
тоцу можно перейти к вычислению Pt i l и т . д . до тех пор, по-
ка не будут найдены эффективные давления во всех узлах, т . е . 
сеточная задача не будет решена. 

Описанная здест так называемая явная схема численного ре-
шения уравнения (4.26) не является единственной. Более того, 
она неустойчива в том смысле, что вполне допустимые ошибки 
начальных и граничных условий могут приводить к неконтроли-
руемым погрешностям в определении Pt,^ . Чтобы этого избежать, 
нужно специальным образом подбирать max по Z (Д Z ) и по t 
C i t ) . Но методологическая простота этой схемы делает ее 

удобной для разъяснения как многих идей конечно-разностных 
методов, так и сеточного моделирования. 

Уравнение (4.29) можно переписать в виде 

Pl-t.J- Pl.i • PutJ - Рч - PIJN-PLJ 
RI Rt Rpt ' 

где R j = A Z j
1 R p t = C1 1At, в котором оно только обозначениями 

отличается от уравнений (4.19) и (4 .21 ) . Позтоцу остается 
лишь повторить приведенные для них рассуждения, где Rj,*Д 
и Rpt = ClfAt . Это уравнение только обозначениями отличается 
от уравнений (4.19) и (4 .21 ) . Более того, разделив уравне-
ние (4.19) на T , получим р*Д Xt и F t = ^ . В таком 
представлении R1 и по физическое смыслу совпадает с F. 
Точно также коэффициентT/ju. и..;еет тот же физический смысл, 
что и Cv- , так что совпадают и сопротивления Rpt и F t . 

Таким образом, удалось представить задачу к вщу„ допус-
кающецу сеточное моделирование, не обращаясь к балансовым 
соображениям;, а исходя непосредственно из соответствующего 
дифференциального уравнения. 
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В Заключение отметин, что при сеточном моделировании те -

ряет смысл понятие геометрического подобия объекта и модели. 
Оно уступает место соответствию блоков объекта и узлов модели, 

4 . 4 . Натурное моделирование в 
форме математического 

В п . 4 . I был приведен пример, показывающий расширение воз-
можностей фильтрационного лотка, когда моделирование на нем 
может быть организовано как математическое. Аналогичным об-
разом существование математической модели наблюдаемого в на-
туре процесса расширяет возможности натурного моделирования. 
В частности, как показывается в приводимом ниже примере, 
иногда в качестве аналога для исследуемого объекта удается 
использовать этот же объект. 

Пусть требуется оценить устойчивость оползневого склона 
после загрузки его бровки. Исследования позволили определить 
объемный вес грунтового массива, слагающего склон, и 
цилиндр..ческут поверхность скольжения X= X(Z) его послед-
ней подвижки. Предположим, наконец, что состояние предельно-
го равновесия массива описывается уравнением Н.Н.Маслова(26] 

m . d x , (4.31) 

где Ч - угол внутреннего трения; С - удельное сцепление; 
Ш - наложение откоса. 

Дяя оценки устойчивости склона после его загрузки необ-
ходимо знать сдвигов?."? характеристики грунта: Ч? и С . И х 
южно попытаться гтределить по форме поверхност . скольжения 
X - X t n 

В соответствии с методом, подробно описанием в работе 
1271, если поверхность X* X ( I ) соответствует состоянию пре-
дельного равновесия, неизвестные С и могут быть оп-
ределены кз системы уравнений: 

Tft j f tOi Z1- £ I d E V CX1 - g П 1 

U ^ t o V f X d Z V C T 1 - I f Z l J f <4.32) 

в которой T и 2 - координаты поверхности скольжения 
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(X i -X( I 1 ) н QCi= X(Zj)).Поскольку функция СЕ» X(Z) известна, 

интегралы в (4 .32) можно вычислить различными приближенными 
методами, например, методом трапеций. Зная же Ч> и С „ 
методом Н.Н.Маслова можно определить поверхность предельного 
равновесия, если на склон будет задана нагрузка Р. 

Описываемый метод исходит из предполс..:ения, что поверх-? 
ность X= OC(Z) - поверхность предельного равновесия. В на-
туре установить справедливость этого предположения крайне 
трудно. Это обстоятельство могло бы обесценить метод. Но 
оказывается, что определяемые с его помощью сдвиговые харак-
теристики несут в себе запас, соответствующий действитель-
ному "запасу" наблюдаемой поверхности скольжения. 

Действительно, предположим для простоты, что запас оС -
постоянен по всему профилю. Это означает, что вместо зало-
жения (4.31) наблюдается заложение 

Если > 1 , т о массив находится в устойчивом состоянии. 
При оС < J он неустойчив. 

Выражение (4.33) можно переписать в виде 

где t q ^ = t ^ / o C и C i ' C / t £ . Поэтому, если профиль X = X(Z) 
имеет запас of. , то и решение системы (4 .32) даст не Ц ^ u С, 
a u Cd; . В свою очередь использование этих Значений в 
прогнозных расчетах приведет к построению поверхности с тем 
же самым запасом <L. 

Таким образом, даже не зная точной величины запаса можно 
проектировать устойчивый склон, исходя из наблюдений за тем 
же самым склоном в естественных условиях. Объект оказывает-
ся своим собственным аналогом. Это оказалось возможным 
только потопчу, что задана математическая модель йроцесса. 

Отметим, впрочем, что, используя лабораторные определе-
ния сдвиговых характеристик, можно оценить и сам запас. 
Действительно, если С ь Ц*? - значения сдвиговых харак-
теристик, полученные по данным прямых лабораторных и поле-

(4.33) 
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вых определений, a Cjr и t o ^ получены решением системы 
(4 .32) , то 

4 . 5 . Статистическое моделирование 

Рассмотренные Выше метода математического и физического 
моделирования оперируют детерминированными моделями: пред-
полагается, что перечень показателей (факторов) в исходных 
уравнениях типа (2 .6) является исчерпывающим, их значения 
представляют собой параметры массивов горных пород, а макро-
структура объекта известна. 

Однако в реальных условиях поведение свойств горных по-
род и интенсивность связанных с ними процессов подвержены 
влиянию большого числа случайных факторов- Поэтому многие 
инженерно-геологические задачи решаются методами статисти-
ческого моделирования, т . е . на основе применения модели слу-
чайной величины, позволяющей использовать весьма совершен-
ный аппарат теории вероятностей и математической статистики. 
В число этих задач входят: обеспечение исходными данными 
иных методов моделирования и инженерных расчетов, свертыва-
ние и накопление инженерно-геологической информации, изуче-
ние закономерностей формирования и изменения свойств пород 
и физико-геологических процессов с целью познания их приро-
ды и прогноза, планирование изысканий и ряд иных. 

Сущность статистического моделирования при решении прос-
тейших из перечисленных задач заключается в изучении особен-
ностей распределения плотности вероятностей частных значе-
ний исследуемых показателей на объекте» подборе закона рас-
пределения, наиболее полно отражающего упомянутые особен-
ности и использования известных свойств этого закона для 
обоснования обобщенных, расчетных яви экстремальных (в з а -
висимости от решаемой инженерно-геологической задачи) зна-
чений показателей [28,291. С учетом масштабных аффектов1211 
и закономерностей изменчивости свойств во временя, в прост-
ранстве или под влиянием интересуя^их нас факторов могут 
быть получены также оценки параметров массивов горных пород, 
т . е . таких значений исследуемых свойств, которые определя-
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ВТ фактическое поведение массивов в процессе строительства 
и эксплуатации сооружений {221. При этом могут быть решены 
также задачи вццеления инженерно-геологических элементов ис-
следуемых массивов и построения их структурных моделей, опи-
сывающих поведение свойств пород в пространстве[211. Для 
«того, в дополнение к традиционным геологическим методам, 
используются различные способы статистической проверки ги-
потез я изучается закономерности пространственной изменчи-
вости свойств. Результаты такого изучения могут быть выраже-
ны в виде слоистых или градиентных моделей(211. ' 

Примером слоистых моделей исследуемого объекта, получен-
ных в результате статистической обработки экспериментальных 
данных, может служить схема расчленения скальной толщи од-
ного из месторождений Северного Кавказа по степени трещино-
ватости[301 , положенная в основу прогноза рудничных водо-
притоков. 

Градиентшю модели могут быть преобразованы в структурные 
схемы, но R раде случаев используются для прогноза свойств 
пород на больших глубинах по результатам их изучения в при-
поверхностных горизонтах; Например, на основании изучения з а -
кономерностей вертикальной изменчивости фильтрационных свойств 
широкого класса скальных пород [221, коэффициент фильтрации 
исследуемого объекта К* , на соответствующей глубине H' , в 
случае геостатического типа напряженного состояния массивов, 

где Ka и Ha - соответственно коэффициент фильтрации и глу-
бина опробования аналога. 

При геодинамическом типе напряженного оостояния массивов 
показатель степени в (4 .34) изменяется от 2 , 3 до 3 , 8 при 
среднем значении - 3 . 

Выражение (4.34) справедливо при постоянстве еостава и 
структурно-тектонических особенностей скальных Пород, в свя-
зи с чем в качестве Ka используются результаты изучения филь-
трационных свойств объекта. Несмотря на это ограничение, по-
лученная статистическая модель позволяет существенно упрос-
тить процедуру опытно-фильтрационного опробования, в част-
ности, резко уменьшить глубину последнего. 

(4.34) 
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Методы статистического моделирования приобретают большое 

эначенг" в случае, если объектом прогноза являются механи-
ческие свойства пород, определение которых связано с техни-
ческими трудностями (например, прочностью н деформационные 
характеристики в условиях естественного залегания пород), а 
в качеатве факторов, их определяющих, выступают простейшие 
показатели. При этом широко используются метода корреляцион-
ного анализа, позволявшие дпределить характер, тесноту и па-
раметры соответствующих зависимостей и использовать послед-
ние в практических целях. Так, на основании изучения зависи-
мостей модулей деформации широкого класса скальных пород в 
массиве £ от объемной трещкнной пустотности П установлено, 
что 

где в качестве аналога мохут выступать результаты изучеьия 
монолитов скальных пород, что позволяет осуществить переход 
от показателей свойств в образце к показателям свойств в 
массиве. 

При выводе формул (4 .34 ) и (4 .35) использованы результаты 
парного (двумерного) корреляционного анализа, Однако прогно-
зируемые свойства являются функциями многих переменных, в 
связи с чем для решения ряда теоретических и практических 
задач широко применяются многомерные статистические модели, 
базирующиеся на использовании множественной корреляции при 
обработке экспериментальных данных. Результаты такой обра-
ботки позволяют решать широкий круг вопросов, из которых 
наиболее важным является возможность количественной оценки 
роли факторов в изменении прогнозируемых характеристик, поз-
воляющая обосновать перечень переменных, входящих в ( 2 . 6 ) , 
выявить представляющие показатели исследуемых свойств, а при 
необходимости - подучить значения последних. Решением такой 
задачи могут служить стандартизованные уравнения множествен-
ной регрессии прогнозируемого свойства по комплексу косвен-
ных признаков, параметры которых представляют собой безраз-
мерные величины. 

Процедура получения таких уравнений известна [ 2 2 ] , поэто-
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му отметим лишь, что результаты решения рассматриваемой з а -
дачи справедливы только для конкретного набора аргументов и 
При изменении последнего могут существенно изменяться. Кроме 
того, сам способ решения задачи чувствителен R грубым пог-
решностям экспериментов и может давать неопределенные ре -
зультаты в случае, если в наборе факторов, Наряду е корреля-
щонно взаимосвязанными, содержатся функционально- или 
явазифункционально взаимосвязанные характеристики. Поэтому 
решению задачи должен предшествовать оодертательннй анализ 
эмпирических данных, выделение 'отдельных, тесно взаимосвя-
занных групп признаков и выбор представляющих зти группы по-
казателей, KOToptft также может осуществляться упомянутым 
способом, либо на основе факторного анализа[31]. 

OffiiT количественной оценки роди факторов в изменении ме-
ханических свойств пород позволяет отметить, что ив большо-
го (до 18*40 и более) числа показателей, выступающих в роли 
аргументов, информация, достаточная для оценки интересующего 
нас свойства, содержится, как правило, в 2 -4 основных (оп-
ределяющих) характеристиках. Иные показатели, влияющие на 
изучаемое свойство, учитываются косвенно, благодаря наличию 
взаимосвязей с упомянутыми основными характеристиками. Ре-
зультаты прогноза, как правило, статистически несущественно 
отличаются от результатов натурных наблюдений. 

Многомерные- статистические модели могут успешно исполь-
зоваться также для прогноза различных инженерно-геологичес-
ких и гидрогеологических процессов [1 ,22,291. 

Преимущество статистических моделей в том, что они от-
ражают влияние на прогнозируемый показатель овойства (инже-
нерно-геологический процесс) таких факторов, как неоднород-
ность горных пород, характер статистического распределения 
аргументов, особенности многомерной корреляции последних. 

Отмеченное преимущество является в то же время существен-
ным недостатком рассматриваемого метода: благодаря тому,что 
для каждого генетического тиг.а пород, прошедшего определен-
ную стадию геологичэского развития и находящегося в конкрет-
ной естественно-географической обстановке, характерны опре-
деленные особенности перечисленных факторов, статистические, 
модели пригодны лишь для тех условий, в которых они получе-
ны. Экстраполяция (а иногда и интерполяция) их на иные у с -



- 78 -
ловил может примет» к неконтролируемш погрешностям прогно-
зов. 

QoSTOtQr важной вадачей статистического моделирования яв-
ляется изучение закономерностей изменения параметров корре-
ляционных взаимосвязей, которые кладутся в основу многомер-
ных статистически» моделей. Результаты некоторых исследова-
ний {32} свидетельствуют о существовании таких закономер-
ностей, о принципиальной возможности их использования для 
априорного построения моделей, а отвода - о перспективах 
дальнейшего совершенствования статистического моделирова-
ния. 

' 4 . 6 . Иммитационное моделирование. 

Реализация рассмотренных выше идей статистического моде-
лирования значительно расширилась в связи с внедрением в 
производство быстродействующих электронно-вычислительных 
маоин второго и третьего поколения. В частности, появились 
возмож. :ости имитировать сложные природные процессы, не под-
дающиеся аналитическое решению, процедуры опробования мас-
сивов горных п р о д , характеризующиеся теми или иными осо-
бенностями взаимосвязей и распределения свойств в простран-
стве и во времени; процессы и результаты принятия различ-
н ы методических и теоретических решений; поведение иссле-
дователя прм изучении неоднородных многокомпонентных дина-
мичных систем я т . д . Основой такого рода имитации является 
метод статистических испытаний (метод Мскте-Карло)оуиисеть 
которого состоит в втзкожяоети формирования практически не-
ограниченного хогччества выборок различного объема из 
генеральное совокупности £ 3?] . Статистические параметры 
последней и правила их изменения задаются исследователем в 
зависимости от особенностей изучаемого процесса и решаемой 
задачи. Метод тем более эффективен, чем большее количество 
рев удается имитировать процесс, процедуру исс тедований и 
т.о. 

Наибольшее распространение имитационное моделирование 
получило прк ревенкк разведочных задач. Для этого формиру-
ется структурная модель объекта (обычно сеточная), на кото-
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рой заданы вероятностные распределения физических, прочност-
ных, деформационных, фильтрационных и иных свойств. После 
этого имитируются различные стратегии, схемы, методы, спо-
собы разведки и опробования, позволяющие обосновать опти-
мальную систему опробования, требуемое количество проб,пра-
вила размещения их в пространстве, интервал, шаг, промежуток 
опробования и т . д . Примером решения такого рода задач явля-
ется моделирование многошаговых процедур планирования экс-
периментов 121), позволившее сформировать некоторые общие 
принципы опробования, обосновать ряд методических рекомен-
даций и показать возможность использования выборочных оце-
нок параметров распределения исследуемых свойств вместо их 
генеральных значений. 

В тесной взаимосвязи с решением рассмотренной вше зада-
чи находится задача оптимизации юленерно-геологических 
изысканий [34] , основные положения которой подтверждены "мо-
дельным проектированием", имитирующим влияние процесса я 
результатов изысканий на результаты рвоеаия инженерных з а -
дач. 

Примером использования имитационного моделирования для 
изучения сложных и длительных естественно-геологических 
процессов является исследование преобразования неоднород-
ности горных пород в процессе гипергене з а , позволившее выя-
вить вакные изменения параметров распределения свойств гор-
ных пород при изменении условий их существования (33) . 

Имитационное моделирование широко пржвняется также при 
реализации вычислительных инженерно-геологичесхих задач ,для 
оценки эффективности и области применения различных методи-
ческих рекомендаций и теоретических выводов, что в целом 
свидетельствует о возможности решения ряда принципиально но-
вых задач инженерной геологии и о широких перспективах даль-
нейшего использования этого метода. 
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З А К Л Ю Ч Е Н И Е 

Изложенный выше материал нв исчерпывает всех методов, 
идей и возможностей моделирования. Но мы полагаем, что он 
создает достаточную базу для овладения ими. 

Результаты моделирования, KttK и прогнозы, полученные на 
8Ш, Пользуются очень высокой репутацией. Часто упоминание 
о способе получения прогноза оказывается основным аргумен-
том в Пользу ответственнейших решений. Это накладывает 
большую ответственность на всех, кто занимается к мелирова-
нием На любой его стадии: исследования объекта в поле, вы-
бора Параметров модели, ее построения, собственно моделиро-
ваний. 

В то кв время необходимо ясно представлять, что моделиро-
вание всего лишь один из способов решения математических за -
дач. Даже при самом аккуратному смысле теории и практики 
его Проведения, достоверность получаемых результатов в боль-
аинстве случаев определяется аддекватностыо математического 
ОПИ&анйя прогнозируемого процесса, точностью информации о 
структуре и свойствах объекта, правильностью задания гранич-
ных условий на „есь прогнозируемый срок и т . д . Например, 
неучет какого-либо фактора может полностью обесценить резуль-
таты физического моделирования в любом его виде. 

Б связи с этим не следует некритично доверять результа-
там моделирования. Их следует сопоставлять с опытом, резуль-
татами, получаемыми другими методами. Вообще, видимо, моде-
лирование, как и многие другие методы обработки геологичес-
кой информации, следу-г использовать как средство ее эври-
стического анализа, проверки различных гипотез о свойствах 
я строении объектов, математических "оделей процессов и т . д . 
6 этом качестве оно незаменимо. 

Отдельно следует отметить взаимоотношение моделирования и 
прогнозирования на ЭВМ. По существу эти методы решают одни и 
те же задачи и доданы давать одни и те же результаты. Это 
особенно четко вьфисовывается при сопоставлении сеточного 
моделирования и конечно-разностных реализаций на ЭВМ. 

Быстродействие ЭВМ, высокая точность вычислений заставля-
ет отдавать предпочтение им всегда, когда для рассматривав-
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мой задачи есть программа ее решения на имеющейся ЭВМ. 
Когда же такая программа отсутствует, то зачастую проще з а -
дачу решать моделированием. Еообще, лучше воего , видимо, 
массовые задачи, идущие часто, решать на ЭВМ, а несерийные -
моделировать. Часто прибегают и к комбинированному решении. 
Скажем, сопротивления вычисляют на ЭВМ, а прогноз производят 
на интеграторах. Создастся специальные гибридные аналоговые 
устройства, реализующие этот подход. 
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