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WI — веса формулы Гаусса-Лагерра 
w0(t) — функция редукции 

W (со) — амплитудно-частотная характеристика редукции 
X, у — пространственные координаты 

Y — предельная редукция 
Д — глубина залегания грунтовых вод 

6 ( / ) — дельта-функция Дирака 
Е/ — модуль инфильтрации 
El — модуль перетекания 
е £ — модуль испарения 
(j, — коэффициент водоотдачи 

р Д 5 — коэффициент корреляции между значениями отбора подземных 
вод и понижения 

р д Г - коэффициент корреляции между значениями отбора подземных 
вод и изменения поверхностного стока 

Oq —среднеквадратическое отклонение водопотребления 
O 2 u I — дисперсия возмущения 

т — период циклического изменения гидрогеологических величин (от-
бора подземных вод, понижения и т. д.) 

т , - - годовой период 
XV — длительность вегетационного периода 
T0—постоянная времени 

Ф * ( г ) — функция нормального распределения 
X — параметр компенсации 
у — модуль отбора подземных вод 

•ф(со) — фазо-частотная характеристика редукции 
Ч?'(о)) — фазо-частотиая характеристика понижения 

со — частота 
со,—частота основных колебаний, соответствующая годовому периоду 
Q s — коэффициент точности понижения 

— коэффициент точности редукции 



В В Е Д Е Н И Е 

В последние десятилетия в большинстве аридных регионов 
резко обострилась проблема водообеспечения, связанная, главным 
образом, с развитием орошаемого земледелия. Одним из вари-
антов, предлагаемых для решения этой проблемы в условиях 
СССР, является более широкое использование ресурсов подзем-
ных вод. 

Многолетний опыт такого использования имеется во многих 
странах аридного пояса ( З а п а д США, Индия, К Н Р и др.) . Как 
известно, по действующему в С С С Р водному законодательству 
пресные подземные воды, вследствие лучшей, по сравнению с по-
верхностными водами, защищенности от загрязнения и меньшей 
подверженности их ресурсов и качества сезонным и многолетним 
колебаниям, должны прежде всего использоваться для хозяй-
ственно-бытовых целей. Поэтому использовать подземные воды 
питьевого качества для целей орошения разрешается только в тех 
случаях, когда имеющиеся в данном районе ресурсы поверхност-
ных вод недостаточны для обеспечения потребностей в ороситель-
ной воде, а ресурсы подземных вод превышают не только суще-
ствующую, но и далекую перспективную потребность в воде д л я 
хозяйственно-питьевых целей. 

При решении вопроса об использовании подземных вод для 
орошения земель совсем не обязательны условия дефицита по-
верхностного стока. Подземные воды, если их ресурсы превышают 
перспективную потребность в воде для хозяйственно-питьевых 
нужд, могут быть использованы для целей орошения и при до-
статочности ресурсов поверхностных вод. В ряде случаев исполь-
зование подземных вод предпочтительнее поверхностных. Одной 
из важнейших причин является то обстоятельство, что в ряде 
районов с близким к дневной поверхности залеганием уровня 
подземных вод их интенсивная эксплуатация может существенно 
улучшить мелиоративное состояние орошаемых и соседних с ними 
земель благодаря снижению уровня и уменьшению расходования 
грунтовых вод на непродуктивное испарение. Это не только при-
ведет к прекращению естественного засоления земель, характе-
ризующихся затрудненными условиями оттока подземных вод, но 
и позволит также предупредить вторичное засоление, связанное 
с орошением. Мелиоративный эффект при этом будет особенно 
выражен, конечно, при эксплуатационном отборе из грунтовых вод. 
Однако и при эксплуатации напорных вод, подпитывающих 
в естественных условиях грунтовые, если это привело к уменьше-
нию разности напоров, а тем более к смеие знака этой разности, 
мелиоративный эффект' достаточно заметен. 

Второй важной причиной предпочтительности использования 
подземных вод для орошения по сравнению с поверхностными 
водами является серьезный выигрыш в площади орошаемых 
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земель, так как при этом существенно сокращается сеть горизон-
тального дренажа , отнимающего значительные площади ценных 
земель. Следует иметь в виду и заметный экономический эффект» 
связанный как с тем, что отпадает необходимость в строительстве 
и содержании коллекторно-дренажной сети, так и с возможностью 
сезонного и многолетнего регулирования водных ресурсов, т. е. 
повышения водообеспеченности оросительных систем без строи-
тельства весьма дорогостоящих наземных водохранилищ. 

К числу аргументов в пользу предпочтительности использова-
ния подземных вод для орошения при достаточности ресурсов по-
верхностных вод можно отнести и связанное с интенсивной их 
эксплуатацией увеличение общего количества располагаемых вод-
ных ресурсов (поверхностных и подземных) вследствие сокраще-
ния и д а ж е полного прекращения непродуктивного испарения и 
эвапотранспирации на больших площадях, где уровни грунтовых 
вод в естественных условиях залегают на небольшой глубине. На -
конец, результаты выполненных разными исследователями разра-
боток (в том числе и наших исследований) показывают, что 
использование для орошения подземных вод может заметно и 
надолго (во всяком случае, на достаточно длительное время после 
начала эксплуатации подземных вод) сократить загрязнение по-
верхностных вод, вызываемое сбросами в поверхностные водотоки 
минерализованных и загрязненных химикатами коллекторно-дре-
нажных вод. А это, в свою очередь, уменьшит объемы необходимых 
попусков, что позволит более полно использовать располагаемые 
водные ресурсы данной водохозяйственной системы. 

В соответствии с действующими в С С С Р нормативными доку-
ментами при ограниченных ресурсах поверхностных вод и доста-
точном для целей орошения земель их количестве, суждение 
о возможных масштабах использования подземных вод питьевого 
качества на орошение может быть вынесено только после оценки 
эксплуатационных ресурсов подземных вод в данном районе и 
сравнения их с перспективной потребностью в воде для хозяй-
ственно-питьевого водоснабжения. 

Под эксплуатационными запасами (ресурсами) по общепри-
нятому в настоящее время определению понимается количество 
подземных вод, которое может быть получено на месторождении 
с помощью рациональных в технико-экономическом отношении 
водозаборных сооружений при заданном режиме эксплуатации и 
при качестве воды, удовлетворяющем требованиям целевого 
использования в течение расчетного срока водопотребления с уче-
том природоохранных ограничений. 

Приведенное определение учитывает возможные негативные 
последствия эксплуатации подземных вод. Например, вызванное 
эксплуатацией подземных вод снижение их уровня, помимо оха-
рактеризованных выше положительных эффектов, может привести 
в отдельных случаях к ухудшению условий питания корневой 
системы культурных растений, когда пресные или слабоминера-
лизованные грунтовые воды залегают на небольшой глубине, т. е. 
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них, эксплуатационные ресурсы оцениваются применительно 
к конкретному водопотребителю. В этом случае задача сводится 
к определению величины понижения уровня, вызванного водоот-
бором, равным заявленной потребности, и сравнению этого по-
нижения с предельно допустимой его величиной. Если расчетное 
понижение меньше допустимого, ресурсы считаются обеспечен-
ными й принимаются равными заявленной потребности. Согласно 
второму подходу оценивается та производительность водозабора, 
при которой вызванное его работой понижение уровня на конец 
расчетного срока станет равным допустимому. 

Таким образом, задача оценки эксплуатационных ресурсов 
подземных вод сводится в основном к задаче установления про-
странственно-временных зависимостей понижения уровня эксплу-
атируемого горизонта от производительности и режима работы 
водозабора. При этом основным фактором, лимитирующим вели-
чину эксплуатационного водоотбора при прочих равных условиях, 
является, как отмечено выше, величина допустимого понижения. 
Последнее определяется конкретными гидрогеологическими усло-
виями и технико-экономическими соображениями. Так, при боль-
шой мощности водоносного горизонта или значительной глубине 
его залегания допустимое понижение уровня (если это экономи-
чески оправдано) не должно превышать разность между макси-
мальной высотой подъема насосного оборудования и расстоянием 
от статического уровня до отметки верха водоприемника с сохра-
нением такого столба воды в эксплуатируемой скважине, при 
котором обеспечивается нормальная работа насоса с требуемой 
производительностью. 

Применительно к целям использования подземных вод для оро-
шения особое значение в определении понятия эксплуатационные 
ресурсы приобретает требование о сохранении заданного режима 
эксплуатации. При орошении режим отбора подземных вод опре-
деляется тем, являются ли они основным или дополнительным 
к поверхностным водам источником орошения. В первом случае, 
режим их отбора характеризуется выраженной сезонной циклич-
ностью, определяемой условиями вегетации орошаемых культур, 
необходимостью влагозарядковых и промывочных поливов; во 
втором — режим их отбора будет претерпевать случайные коле-
бания, связанные со стохастическим характером колебаний по-
верхностного стока и водопотребления на орошение. 

Учитывая, что как в первом, так и во втором случаях, наряду 
с отбором подземных вод на орошение, они, как правило, эксплуа-
тируются и для хозяйственно-питьевых нужд, когда режим отбора 
практически не изменяется во времени, при оценке эксплуатацион-
ных ресурсов подземных вод в этих условиях должно предусмат-
риваться к о м п л е к т о в а н и е режимов водоотбора. 

Методика оценки эксплуатационных ресурсов подземных вод 
для таких условий разработана еще недостаточно, и одной из 
важных задач, стоящих перед гидрогеологической наукой в на-
стоящее время, является разработка теоретических основ и прак-
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При разработке теоретических основ и практических методов, 
как оценки эксплуатационных ресурсов подземных вод, так и опре-
деления величины редукции поверхностного стока при их отборе 
использованы методы теории линейных систем, позволившие раз-
работать единый подход к изучению геофильтрационных процес-
сов при разных режимах отбора подземных вод и для различных 
природных условий. Он основан на том, что универсальной ха-
рактеристикой реакции геофильтрационной системы на возмуще-
ние, вызванное водоотбором, служит передаточная функция си-
стемы, связывающая изображения по Лапласу возмущения и 
реакции. 

При разработке методики оценки эксплуатационных ресурсов 
подземных вод рассматривается геофильтрационная система «во-
дозабор— водоносный пласт», реакцией которой на возмущение 
водоотбором является понижение уровня подземных вод в экс-
плуатируемом горизонте. 

Аналогично, при решении задач оценки отбора подземных вод 
на поверхностный сток рассматривается геофильтрационная си-
стема «водозабор — водоносный пласт — поверхностный водоток», 
в которой реакцией на возмущение, вызванное водоотбором, яв-
ляется редукция поверхностного стока. 

Как уже отмечалось выше, универсальной характеристикой 
реакций геофильтрационных систем служат их передаточные 
функции. Рассматриваются методика получения и конкретные 
выражения передаточных функций для различных природных 
условий и разных типов водозаборов. К а ж д а я из этих передаточ-
ных функций является, в сущности, основой для разработки 
алгоритмов численных расчетов на ЭВМ понижений уровня, вы-
званных водоотбором, и редукции поверхностного стока на любой 
заданный срок. При этом для значительной части расчетных схем 
и типов водозаборов представилась возможность перейти от изо-
бражений к оригиналам и получить достаточно простые аналити-
ческие зависимости для определения соответствующих реакций 
геофильтрационных систем на вызванное эксплуатационными во-
доотбором возмущение. Все входящие в полученные зависимости 
функции табулированы, и в работе приведены соответствующие 
таблицы и графики. Д л я тех случаев, в которых не представилось 
возможным получить соответствующие аналитические зависимо-
сти, в работе приведены программы для необходимых численных 
расчетов на микроЭВМ. 



Т Е О Р Е Т И Ч Е С К И Е О С Н О В Ы 
Г И Д Р О Г Е О Л О Г И Ч Е С К И Х РАСЧЕТОВ 
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водоотдачи, T—коэффициент водопроводимости (в общем слу-
чае может изменяться от точки к точке фильтрационного поля) 
Ae = Aez. + Ae7 + Де£ — (1.2) 

суммарный модуль изменения распределенных питания и раз-
грузки подземных вод, складывающейся соответственно из моду-
лей перетекания инфильтрации и эвапотранспирации; T — модуль 
эксплуатационного отбора подземных вод. 

В каждом частном случае, когда гидрогеологические пара-
метры (ц, Т) постоянны в пределах области фильтрации, уравне-
ние (1.1) записывается в следующем виде: 
1 a s _ d2S . SiS Ae . T оч 
a dt ~~ дх2 + ду2 T + T ' * ' 

где а — к о э ф ф и ц и е н т уровнепроводности (пьезопроводности). 
Еще более простой вид уравнение фильтрации приобретает 

в случае так называемой плоской симметрии потока подземных 
вод: при этом величина 5 не изменяется в направлении одной из 
осей координат (например, оси у); соответствующее уравнение 
запишется в виде 
1 dS d2S Ae , Г 

dt дх2 (1.4) 

В другом случае симметрии — радиальной симметрии потока 
подземных вод — величина понижения одинакова в точках нахо-
дящихся на равном расстоянии г от некоторой центральной точки 
(например, водозаборной скважины) ; в этом случае более целе-
сообразен переход к полярным координатам; при этом уравнение 
фильтрации примет вид 

1 dS 1 д / dS \ Ae . Y п 
1Г-дГ^ —~дГ V ~дГ)—Г + -Г-

Рассмотрим более подробно величину Ae в уравнениях (1.1) — 
(1.5) и ее зависимость от S. Как показано в работах М. С. Хан-
туша, величина ASL В большинстве случаев линейно зависит от 
понижения: 
A eL = 6LS, (1.6) 

где bL — коэффициент перетекания, 1/сут. 
Инфильтрационное питание грунтовых вод и в особенности 

эвапотранспирация зависят от глубины залегания грунтовых вод. 
В свою очередь, глубина залегания грунтовых вод связана с по-
нижением, поэтому величины Ae/ и Ape зависят от S. В общем 
случае эта зависимость нелинейна, что делает соответствующие 
уравнения фильтрации весьма трудными для аналитического ре-
шения. Возможны два пути исследования уравнений такого рода: 
численное решение и линеаризация. Ниже предлагается один из 
вариантов линеаризации уравнения фильтрации, основанный на 
балансовых соотношениях. 
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ЫЕ = z f K E (SfSnp), 

- с г 

(1 .7) 

(1.8) 

(1 .9) 
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Z 3 Ч 5 68Ю 

1.2. Гг 

и Xe 

Эти 

^KP = 2Хе [2Х е е- х е S h X e - U l - ] 

T k p = (1 ~ ~ к ш Г 1 

I _ е 

где X e ^ r f V f o / Г А к р -
До 

(1-12) 

( 1 1 3 ) 



Abb = baS; 

bs-CaJPfa<р; 
после подстановки зависимостей (1.6) к (1.14) в 

(1.14) 

(1Л5) 

(11) 

т. е, если S 1 (х, у, t) 
отбора T i (x,y,t), а S2(x,y, t) — пр 

= I i S , V " ^ , 0°ДбУудет 
этого уравнения при T==T 2==^iTi (х, у, t) в еправедли 



однородного неограниченного водоносного пласта при отсутствии 
компенсационного питания. Эта система описывается дифферен-
циальным уравнением вида 

которое дополняется следующим условием на скважине: 

Iim 2nrT = —Q (t), (1.19) 
г-+ о о г 

а также начальным условием 
* = 0, S (г, /) = 0, (1.20) 

здесь а — коэффициент пьезопроводности; T — коэффициент водо-
проводимости; г — расстояние от точки водоносного пласта, в ко-
торой определяется понижение, до скважинного водозабора. 
Можно легко показать, что в системе, определяемой условиями 
(1.18)—(1.20), принцип суперпозиции выдерживается, т. е. сама 

система линейна. 

1.2. МАТЕМАТИЧЕСКИЙ АППАРАТ ОПИСАНИЯ 
ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

Д л я рассмотрения математических средств и методов, позво-
ляющих наиболее эффективно описывать линейные системы, по-
лезно использование преобразования Лапласа . Этим вопросам 
посвящена обширная литература [25 и др.] , поэтому здесь при-
водятся только некоторые определения и результаты. 

Преобразование Лапласа определено для функций времени 
f(t) обладающих следующими свойствами: 

1) / ( 0 = 0 при t<0; 
2) при t-^oof(t) либо убывает, либо, если и возрастает, то 

не быстрее некоторой экспоненты, f ( t ) ^ t f x t
f а > 0. По-види-

мому, можно считать, что все функции, встречающиеся в гидро-
геологических расчетах, этими свойствами обладают. Если f ( t ) — 
такая функция, то ее изображением по Лапласу будет функция 
1(р) вводимая по формуле: 

OO 

f(p)=$e-p7 (t)dt; (1.21) 
о 

сама функция f(t) называется при этом оригиналом изображения 
f(p) (здесь и далее подобным значком над соответствующими 
буквами обозначены изображения функций времени). Соответ-
ствие функции f ( p ) ^оригиналу f(t) изображается также следую-
щей записью: f(t)==f(p). 

Преобразование (1.21) линейно, т. е. справедлив принцип су-
/ ч / ч 

перпозиции. Именно, если fi(p)-г-h(t) и fz{p) fz{t), то fi(p) 4-

I f 



+ Ы О Ф Ы О - Ш О , a k f ( p ) = k f ( t ) , в чем легко убедиться, про-
на основе формулы (1.21). 

шейшие свойства преобразо-

1. И з о б р а ж е н и е п р о и з в о д н о й . Пусть / ( р ) 

Г(*) = ~ТГ> т. ^ 

Этот 

f'dt = 6v, 

t u ^ - p e - 1 " - , V = f (/); 

/ , (р) = е ~ pif (/) j -f р J е~ ptf (/) dt; 

J1 (р) = I e - p t ^ r A t . (1.22) 

It(P) = Pf ( P ) - f ( 0). (1 .23) 

При X ( O ) = O имеем: 

Ii(P) = Pf (P). (1.24) 

Если / ' ( 0 ) = 0 , то изображение второй производной / " ( 0 , бу-

Г ( 0 Ф Р 7 (P). ( 1 2 5 ) 

2. И з о б р а ж е н и е и н т е г р а л а . Пусть %(р) — 

- J / 2 ( 0 = / ( O d / , (1.26) 

т. е. 

/ 2 ( p ) = j e - ^ 2 (Od/ , (1.27) 



При взятии по частям этого интеграла положим: 

e ~ p ' d / = do; f , (О = 

Тогда V = — e~pt; 

P 

du = -^f-dt=f(t)dt-, 

OO OO h (P) = - h (t)e~pi I + ~ S е - >7 (t) At. 

Первое слагаемое в правой части здесь равно нулю, т а к как 
по предположению f2(t) растет не быстрее экспоненты, и при 

оо e ~ p t f2( t ) - ) - 0 . При / = O /2 (0 = O по определению, в этом 
случае равен нулю верхний предел интегрирования в формуле 
(1.27 а ) . Поэтому 

OO 
I L - ^ r t U f - 1 

J2 (р) = ±- \ е - ptf (/) d/ = - M (р). (1.28) 
P q И 

3. П р е д е л ь н ы е с о о т н о ш е н и я . Значения оригинала 
/ ( / ) при / = O и /-VOO могут быть определены с помощью изобра-
жения f(p) следующим образом: 

f (O) = Iim p f ( p ) ; (1.29) 
р -*• 00 

f ( 0 0 ) = Iim p f ( p ) . (1.30) 
• р -*• о 

4. И з о б р а ж е н и я н е к о т о р ы х ф у н к ц и й . Определим 
вначале изображение так называемой единичной функции вре-
мени 8 ( / ) , определяемой равенствами: 

ГО, t < 0; 
e < « - { i . < > о . < ' •«> 
По формуле (1.21) имеем: 

OO 
S ( P ) = S e - " ' d/ = (1.32) 

о F 

Изображение функции / ( / ) = / т а к ж е определяется непосред-
ственно по формуле (1.21) интегрированием по частям: 

f (P)=S е - " ' / d/ = - V . (1.33) 
о р 

Точно т а к ж е д л я f ( t ) = е ~ а г имеем: 
OO 

f (p ) = J e ^ V a ' d / = - ^ - . (1-34) 
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Т а б л и ц а 1.1 

Преобразования Лапласа некоторых функций, встречающихся в гидро-
геологических расчетах 

/ Т F (P) 

0 ( 0 MP 

t MP2 

tn п\/рп + 1 

е - а t 1/{р + а) 

Sin сOt м / ( р 2 + W2) 

COS (О/ р / ( р 2 + « г ) 

- E i (—а 2 /4/) P - iKo (а V p ) 

erfc (а/2 V ? ) p - i e - a V F 

6 ( 0 1 
а -а 5 /4 / е „ - a VP" 

2t У л/ е 

( 4 / ) » / 2 erfc (а/2 V 7 ) (l + n /2 ) e -aVp 

е-в»/4 tf2f Ко (a V p l 

а - 1 (l — е - а < ) р"' (р + а)"1 

Существуют подробные таблицы прямых и обратных преобразо-
ваний Лапласа для самых разных функций [25 и др.) . В табл. 1Л 
приведены преобразования некоторых функций, встречающихся 
в гидрогеологических расчетах. 

5. Т е о р е м а с м е щ е н и я . Пусть f ( p ) есть изображение 
функции / ( / ) . Найдем изображение функции g{() = f ( t ~ t ) , где 
т — константа. Имеем: 

OO OO 
g (P) е~ pte (О dt = $ e~ptf (t - т) df. 

о о 

Положим здесь t'=i—%, тогда 
OO 

g (р) = е~рт S e-pt'f(t')dt\ 
— X 

По определению оригинала, f(C)=O при F < 0 и, следова-
тельно, 

OO 

i ( p ) = Е_РТ $ e~pt'f (t')dt' = e~ptf(p). (1.35) 
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he,ycj\.e д 
0,4- У 

to 
2 

OL 

1 
6 = 1,0 O 

O O1Z 0,4- 0,6 0,8 t,ycj1. еЭ 

Рис. 1.3. Графики функций he(t) 
при различных значениях е 

Рис. 1.4. Схема пласта-полу-
плоскости, эксплуатируемого-
бесконечной прямолинейной га-
лереей 

Таким образом, изображение функции g(t) представляет собой 
изображение функции / ( / ) умноженное на е~Рт. 

6. И з о б р а ж е н и е д е л ь т а - ф у н к ц и и . Дельта-функция 
Дирака довольно часто фигурирует в задачах гидрогеологических 
расчетов. Это — одна из так называемых обобщенных функций, 
и определяется она с помощью следующих предельных соотноше-
ний. Рассмотрим функцию hE(t), определенную равенством: 

График этой функции изображай на рис. 1.3. 
При стремлении е к нулю функции Л е (0 сосредоточиваются 

во все более узком интервале вблизи / = 0 , а их значения возра-
стают. При этом выполняется одно важное условие: 

В частности, 0 ( / - т) = — е 

(1.36) 

оо 
(1.37) 

о 

Дельта-функция 6( / ) определяется как предел: 

6 ( / ) = Iim М О , (1.38) 
г-у О 
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т. е. в точке / = O ее значение бесконечно, при / # 0 6 (t) = 0 , и сле-
довательно, 
OO 

U ( / ) d / = l . (1.39) 
б 

Дельта-функция используется, например, для описания сква-
жинного водозабора, или галереи, когда диаметр скважины или 
ширину галереи можно считать практически нулевыми. Простран-
ственную плотность модуля водоотбора в случае бесконечной 
прямолинейной галереи, протянутой вдоль оси Oy на расстоянии й 
от нее (рис. 1.4), можно записать в виде: 

Г(х, у) = qb(x — d), (1.40) 

где q — дебит галереи на единицу ее длины. Д л я скважинного 
водозабора 

Т(х, y)^Q6(x-x0)b(y-y0), (1.41) 

где Q — дебит скважины, (х0, у0) — ее координаты. 
Определим теперь изображение дельта-функции по Лапласу. 

Для этого определим сначала изображение функции fte(/): 
OO E 

P'и С . - » ' b w - j . - ' M o a - j . - * ^ = - ! ^ : 

Устремляя е к нулю, получим: 
1 _ е - р е 

следовательно 6(/)4=1. Согласно теореме смещения, изображение 
функции б(/—т) будет равно е-"т . 

7. Р е ш е н и е д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы х у р а в н е н и й с по-
м о щ ь ю п р е о б р а з о в а н и я Л а п л а с а . Рассмотрим про-
стейшее дифференциальное уравнение вида 

+ (1.42) 

с заданной функцией / ( / ) и начальным условием м (O) = U 0 . При-
меним к обеим частям уравнения (1.42) преобразование Лапласа , 
и с учетом, что по формуле (1.23), изображение производной 
du /d / будет равно ри(р)— и0: 

т (ри (р) -щ)+ и (P)=J(P). (1.43) 
/ N 

Отсюда легко определить и (р) 

0-44» 
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Если найти оригинал для изображения Д р ) / ( 1 + р т ) , то з а д а ч а 
решена. Например, если f(t)=t, / ( р ) = 1/р2 , то изображение и(р) 
будет иметь вид 

\ 1 I т"о и (р) = пщхптг + P2 (1 + р х ) ^ 1 H- PT 

вы F 

и(р) 

Это выражение нетрудно преобразовать к виду: 
1 т . T2 + 

P2 P ' 1 + Р Т ' 

С помощью данных, приведенных в табл. 1.1, находим оригинал: 

u(t) = t - x + (т + и 0 ) е " ' / т (1.45) 

или 

и (0 = / — т (1 - е~ ' / т ) + ы 0 е - ' / т . (1.46) 

Аналогично решаются обыкновенные дифференциальные урав-
нения более высокого порядка. Применение преобразования Ла -
пласа для решения дифференциальных уравнений в частных про-
изводных уменьшает число независимых переменных на единицу; 
если исходное уравнение содержало производные по одной про-
странственной переменной, после применения преобразования 
Л а п л а с а уравнение превратится в обыкновенное. Рассмотрим, на-
пример, уравнение одномерной фильтрации в однородном пласте 
у реки, изображенной границей 1-го рода (см. рис. 1.4). Это урав-
нение имеет вид: 

4 - ^ ^ - + - 7 - 0 - 6 ^ - ^ <'-47> 

где 5==5(дг, / ) — п о н и ж е н и е в точке отстоящей от реки на 
расстояние х, в момент времени /; а — коэффициент уровнепро-
водности; q(t) — д е б и т линейного водозабора на единицу его про-
тяженности; T — коэффициент водопроводимости; d — р а с с т о я н и е 
от реки до линейного водозабора; б ( г ) — д е л ь т а - ф у н к ц и я Ди-
рака. 

Д л я понижения имеем следующие граничные условия: 
1) на урезе реки, т. е. при х=0, 

S (0, 0 = 0; (1.48) 
2) на бесконечном отдалении от нее 

Iim S ( х , / ) = 0 . (1.49) 
* - • • OO 

Начальное условие: 
S(x, 0) = 0. (1.50) 

Пусть $(х,р)—изображение временной зависимости пониже-
ния. Применяя к обеим частям уравнения (1.47) преобразование 
Лапласа с учетом формулы (1.24) для изображения производной 
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( 1 5 0 ) , для $(xfp) 

-S-S (xt 

q(t). B 

(1.51) 

(151 ) 
ПО X 

S(x, p) = Л ( p ) s h * *JJL -f- B (p) ch x aJ  

I i R L ^ . s h { x _ д / I T 0 (X _ rf), (1.53) fVHr 
(1.31) 

ие (1.53), с учетом, что 8 ( д г — d ) = 0 п 
S(Ofp) = B(p). Однако, согласно 

' 1.48), должно быть 5 ( 0 , р) = 0 , откуда и 
S ( P ) = O . Значение А (р) определим из условия (1.49) 

При г - > ch г ~ - ~ - е г , т. е. 

S i X , ^ h p J r . 

что 

А (р) , для того, чтобы 
(1.49), должно быть 

л ( P ) - - I i S L - Г " V T . 

Т а к т 

что 

(1.54) 

V а 

- s h ( Х - ( J ) ^ J L 6 ( * - « о ] 

S(«. P ) - «<"> [ , - - " V 1 F - C - w ^ l V ? ] . (1.55) 



Т а б л и ц а 1.2 
Значения функций Iя erfc г 

erfc z I erfc г iJ erfc г i s erfc г 

0 
1 
2 
3 
4 
б 
6 
7 
8 
9 
0 
1 
2 
3 
4 
б 
6 
7 
8 

,9 
2,0 

1,00000 
0,88754 
0,77730 
0,67137 
0,57161 
0,47950 
0,39614 
0,32220 
0,25790 
0,20309 
0,15730 
0,11979 
0,08969 
0,06599 
0,04772 
0,03390 
0,02365 
0,01621 
0,01091 
0,00721 
0,00468 

0,56419 
0,49682 
0,38661 
0,31422 
0,25213 
0,19964 
О,15593 
0,12010 
0,09117 
0,06820 
0,05025 
0,03647 
0,02605 
0,01831 
0,01267 
0,00862 
0,00577 
0,00380 
0,00246 
0,00156 
0,00098 

),25000 
),19839 
),15566 
>,12071 
),09248 
,06996 

,,05226 
),03852 
),02801 
),02008 
),01420 
),00989 
,00679 

„00459 
),00306 
,00201 

,,00130 
>,00082 
),00051 
),00032 

0,00019 

0,09403 
0,07169 

,05406 
04030 
02969 
02161 
01554 
01103 
00773 
00534 
00364 
00245 
00162 
00106 
00068 
00043 
00027 

,00017 
,00010 
,00006 
,00004 

При некоторых конкретных видах зависимости q(t) можно 
определить оригинал изображения (1.55). Так , если q{t)=qo— 
= const , <}(p)—qo/p, с помощью табл . 1.1 (при п—Л) находим: 

rfI x + d 
S(x, 0 л/at ierfc ——г==-5 ierfc — ,— . (1.56) 

2 л/at 2л/a i 

Здесь ierfc г — так называемый повторный интеграл вероятностей, 
значения которого приведены в табл . 1.2 (см. т а к ж е приложение, 
программу 31 ) . 

8. П е р е д а т о ч н ы е ф у н к ц и и . Вернемся вновь к диффе-
ренциальному уравнению (1.42). Линейные системы, описываемые 
уравнением этого типа, весьма широко распространены среди при-
родных и технических объектов, в связи с чем они получили спе-
циальное название, а именно, инерционное звено. П р и м е р инер-
ционного звена можно отыскать и в гидрогеологии. 

Д л я этого рассмотрим з а д а ч у об изменении объема и подзем-
ных вод в артезианском бассейне с перетеканием (предполага-
ется, что напор в питающем водоносном горизонте постоянен) : 
U==Vo—V (где V, Vo—соответственно текущее и начальное, при 
t=0, значения объема воды, заключенного в эксплуатируемом 
горизонте. 

З а п и ш е м уравнение водного баланса д л я эксплуатируемого 
слоя. Величина и изменилась за малое время At, т. е. Au в ре-
зультате отбора воды в объеме QAt (где Q—дебит водозаборов) , 
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а т а к ж е вследствие частичной компенсации запасов воды в этом 
слое за счет перетекания, а именно, QlAt (Ql — суммарный рас-
ход перетекания по бассейну) . Таким образом, 
AU = (Q-Ql)M. (1.57) 

При постоянстве напора в питающем слое величина модуля пе-
ретекания гL в каждой точке пропорциональна понижению в этой 
же точке, т. е. eL = -kQ/(moS), где ко, то— соответственно коэф-
фициент фильтрации и мощность слабопроницаемого прослоя 
между пластами. Суммарный расход перетекания получим, про-
интегрировав его модуль по всей площади бассейна А: 

Ql = W ~ S d A . (1.58) 
И ) Т ° 

Если пренебречь деформацией площади бассейна при колебании 
уровня подземных вод, то изменение объема воды и будет связано 
с понижением очевидным соотношением: 

SdA, (1.59) 
(Л) 

где ц * — упругая водоотдача. Сравнив (1.58) и (1.59), получим 

Q l = - A - U = - M . ^ m 0 T 

Подставив это соотношение в уравнение баланса (1.57), разделив 
его части на At и перейдя к пределу при At 0, получим диффе-
ренциальное уравнение, которому будет подчиняться величина 
изменения объема воды в эксплуатируемом пласте: 

(1.60) 

Если умножить обе его части на постоянную времени т, то полу-
чим уравнение инерционного звена в форме (1.42), где f ( t ) = 
= т Q(t). 

• s . 
Выше было установлено, что изображение и (р) связано с изо-

бражением возмущающей функции f ( p ) соотношением (1.44). 
В рассматриваемом случае, очевидно, Uo = O и 

S w - ^ - - с - 6 1 » 

Множитель 1/(1 -f хр), связывающий изображения возмущаю-
щей функции f ( t ) и реакции на нее u(t), получил в технической 
кибернетике название передаточной функции. Передаточная функ-
ц и я — у н и в е р с а л ь н о е средство математического описания и иссле-
дования линейных систем, используемое во многих теоретических 
и прикладных дисциплинах. К а к будет показано ниже, режимы 
возмущения любого вида могут быть описаны в терминах, непо-
средственно вытекающих из передаточных функций. 
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Получим теперь выражение передаточной функции для более 
сложного примера, касающегося отбора подземных вод скважи-
ной в условиях однородного неограниченного водоносного гори-
зонта. Применим вначале преобразование Лапласа к уравнению 
(1.18), принимая во внимание правило дифференцирования про-
изводной (1.23) и нулевое начальное условие (1.20): 

г - И ' т г - ) - <'-62> 

Изображение 5 в этом уравнении является, по существу, функ-
цией одного переменного г, поэтому частные производные по г 
заменены на обыкновенные. Обыкновенное дифференциальное 
уравнение (1.62) приводится к уравнению Бесселя [25], общее 
решение которого имеет вид: 

S (Г, р) = C1Ko ( г ) + C2I0 ( г a J ^ ) , (1.63) 

где Ко ( г ) — ф у н к ц и я Макдональда нулевого порядка; Io ( г ) — м о -
дифицированная функция Бесселя нулевого порядка [15]. При 
росте величины г функция 1о[г(р/а)Ч>] бесконечно растет, а функ-
ция Ко [r (p/a)' / j] убывает до нуля. Поскольку из физических со-
ображений ясно, что понижение (а также его изображение) 
должно стремиться к нулю при г -> оо, в общем решении (1.63) 
необходимо положить C2 = O. Таким образом, имеем 

S(r) = C.Ko(rV-r)- (164) 

Применяя преобразование Лапласа к обеим частям (1.19), по-
лучим: 

Iim 2л7> = - Q (р). (1.65) 
г -V 0 а г 

Производная dS/dr р а в н а — C1 A s J K i ( V ) [25], где 

Ki ( г ) — ф у н к ц и я Макдональда 1-го порядка; при z - > 0 она со-
впадает с функцией 1 /г отсюда C i = O (р) /пТ и 

« ( г , <'-бб> 

где 0 ( р ) — и з о б р а ж е н и е входного возмущения; 5 (г, р ) — и з о -
бражение реакции — понижения в точке, расстояние от которой до 
водозабора равно г; по аналогии с (1.61) можно было бы за-
ключить, что (2л7 ,) - 1Ко[г(р/а) | / 2] и есть выражение передаточной 
функции для этого случая. Поступим, однако, иначе, так как вход-
ное возмущение и реакция имеют различные размерности, а по 
теоретическим соображениям удобно иметь передаточную функ-
цию безразмерной. Поэтому, говоря о передаточной функции 
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понижения, мы будем в дальнейшем иметь в виду операционное 
равенство вида 

S (г, р) = Us (г, р), (1.67) 

где T — характерное значение коэффициента водопроводимости; 
Us(r,p) — передаточная функция понижения. В рассматриваемом 
случае 

Получение передаточных функций не самоцель, а инструмент 
исследования различных режимов в линейных системах. Наиболее 
простой режим развивается при постоянном во времени возмуще-
нии. Преобразование Л а п л а с а д л я функции / ( / ) = / o = const , к ак 
мы уже видели, есть f(p)=fo/p. В случае инерционного звена, 
согласно формуле (1.44), при этом 

и (р) h 

В табл . 1 содержится соответствующий оригинал: 

u ( 0 = f o ( l ~ e - ' / T ) . (1.69) 

На рис. 1.5 приведен график зависимости (1.69) в физической 
интерпретации артезианского бассейна при f o = 1 0 7 м3, т = 100 сут. 

Изоб раж ен ие Ko[ r (p /a ) l / j ] (см. табл. 1.1) приводит к извест-
ной формуле Тэйса [30, 39 ] : 

S (г, = t), (1.70) 

где Q0 — постоянный во времени дебит, а величина Ro представ-
ляет собой гидравлическое сопротивление д л я точки, расположен-
ной на расстоянии г от водозабора , 

*• = - ! ! г Е | ( ~ С г ) " <L71> 
где Ei (г) — и н т е г р а л ь н а я показательная функция [25]. 
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При достаточно больших значениях времени 2, 5, . . 
Ъ)г2/а\ справедливо приближение 

9. Ч и с л е н н ы е м е т о д ы о б р а щ е н и я п р е о б р а з о в а -
н и я Л а п л а с а . Д а л е к о не во всех случаях удается перейти от 
изображения к оригиналу с помощью таблиц, как это было в рас-
смотренных выше примерах. В более сложных условиях приме-
няются численные методы обращения преобразования Л а п л а с а . 
Л и т е р а т у р а по этим вопросам весьма обширна; часть библиогра-
фии содержится в обзоре [31]. В з а д а ч а х гидрогеологических 
расчетов хорошо зарекомендовал себя метод, предложенный 
Л . К. Гохбергом [6]. Д л я его применения прежде всего оцени-
вается наибольшее значение времени, интересующее исследова-
теля; это значение времени делится на 16, в результате чего опре-
деляется величина масштаба времени At. З а т е м значения переда-
точной функции вычисляются в пяти точках: при pi — l/At, р2= 
— p i 2 , р з — p i / 4 , p4=p i /B , и P s = P i / 1 6 . Полученные значения пе-
редаточной функции используются для вычислений по формуле 

где / 1 , ( 0 — т а б у л и р о в а н н ы е функции (табл. 1.3); U(р)—переда-
точная функция процесса (в зависимости от конкретно решаемой 
задачи это — передаточная функция понижения, или редукции, 
или какой-либо другой изменяющейся во времени величины) . 

Т а б л и ц а 1.3 
Численное обращение преобразования Лапласа (по JI. К. Гохбергу) 

п I , 2,25а/ 
4л (1.72) 

5 
(1.73) 

Значения функций AF. (T) 

t 
А А А 

2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 
13 
14 
15 
16 

—3,236 9,775 —8,077 
—2,014 4,244 —1,243 

2,952 —0,414 
—0,038 0,050 
—1,610 0,257 
—2,206 0,310 
—2,201 0,277 
—1,825 0,195 
—1,216 0,089 
—0,467 —0,028 

0,359 —0,146 
1,221 —0,259 
2,088 —0,363 
2,937 —0,454 
3,753 —0,531 
4,525 - 0 , 5 9 3 
5,245 —0,638 
5,903 —0,665 

- 0 , 7 0 6 - 0 , 1 1 7 3,173 
0,241 —2,912 5,564 
0,870 —4,457 6,601 
1,252 —5,355 6,732 
1,451 —5,574 6,250 
1,512 —5,371 5,355 
1,469 - 4 , 8 6 2 4,180 
1,349 —4,137 2,826 
1,170 —3,257 1,365 
0,952 —2,279 —0,153 
0,702 —1,234 —1,689 
0,432 - 0,154 —3,210 
0,150 0,938 —4,696 

—0,137 2,022 — 6,122 
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Рассмотрим применение метода Гохберга на примере инерци-
онного звена с передаточной функцией и(р) = 1 / ( 1 + т р ) при 
T = 100 сут. Выберем максимальное значение времени, равное 
320 сут; тогда Д/ = 20 сут. Находим: P i - 1 / 2 0 = 0,05 сут - 1 ; 
U(pi) = 1/(1 + 100 X 0,05) = 0 , 1 6 6 7 ; р 2 = 1 / 4 0 = 0 , 0 2 5 сут- ' ; U(p2) = 
= 1 / ( 1 + 100 X 0,025) = 0 , 2 8 5 7 ; р3 = 0,0125 cyr~ ! ; U(р3) = 0 , 4 4 4 4 ; 
р 4 = 0 , 0 0 6 2 5 сут- ' ; U(р 4 ) = 0 , 6 1 5 4 ; р 5 = 0 , 0 0 3 1 3 сут-1 ; Щ р 5 ) = 
= 0,7619. 

Рассчитаем значение u(t) при / = 80 сут. Из табл. 1.3 выби-
раем строку для t/At=80/20=4; по формуле (1.73) получаем: 
u(t) = 0,241-0,1667 — 2,912-0,2857 + 5,564-0,4444 — 2,201 X 
X 0,6154 + 0,277-0,7619 = 0,537. 

Истинное значение u(t) = 1—е - 8 0 / 1 0 0 = 0,551. Н а рис. 1.5 точ-
ками нанесены значения, полученные с помощью метода Гохберга. 

Рассмотрим теперь, как приближается по методу Гохберга 
решение в примере с отбором подземных вод одиночным водоза-
бором в однородном неограниченном пласте, передаточная функ-
ция которого задана формулой (1.68). Выберем максимальное 
Значение времени, равное 10 000 сут, тогда Д / = 6 2 5 сут. Вычис-
лим значение гидравлического сбпротивления в точке г = 100 м 
при / = 1 0 Д / = 6 2 5 0 сут. По формуле (1.68) с помощью таблицы 
функции Макдональда [35] находим: при p i = 1/625=^ 
= 1,6.10-3 cyT-i U s i f j Pl)== _L K0(юо V P 7 ^ v i o i ) = -I" X 
XКо(0,04) =0 ,5123; аналогично при р 2 = 0,8- 10~3 сут"1 Us(r, pi) = 
= 0,5675; при р3 = 0,4-10~3 сут^1 Us(г, р3) = 0 , 6 2 2 6 ; при р 4 = 
«=0,2- IO"3 сут"1 Us(г, р 4 ) = 0,6778 и при р5 = 0,1 • 10~3 сут"1  

U в (г, ps) = 0 , 7 3 2 9 . Выбрав в табл. 1.3 строку для / / А / = 10, по 
формуле (1.73) определим tf0(M, t) = 1,349-0,5123 — 4,137 X 
X 0,5675 + 2,826-0,6226 + 1,221-0,6778 — 0,259-0,7329=0,74. Соот-
ветствующая величина понижения 

S (Mt /) = J g g j l 0,74 = 7,4 м. 

По формуле Тэйса (1.72) имеем: 

с / г я 4\ 10 000 1 . 2 ,25 - 10 0 0 0 . 6 2 5 0 - А w S(M, O = -Tooo-^rIn- jog* = 7,6 М. 

Таким образом, формула Гохберга обеспечивает точность порядка 
2,6 %. Накоплен значительный опыт применения метода Гохберга 
в гидрогеологических расчетах, согласно которому, метод прак-
тически всегда обеспечивает приближение решения с точностью 
несколько процентов. Расчеты по методу Гохберга могут быть 
автоматизированы с помощью программы 1 для микрокалькуля-
тора (см. приложение). 
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1.3. РАСЧЕТЫ ПРИ ПЕРЕМЕННОМ ВОДООТБОРЕ 

Введение понятий передаточной функции и гидравлического 
сопротивления позволяют решить задачу по определению времен-
ных зависимостей понижения в случае постоянного во времени 
водоотбора. Однако, как уже отмечалось, ирригационный водоот-
бор подземных вод весьма непостоянен во времени. Поэтому опре-
деление реакций линейных систем на возмущение, изменяющееся 
во времени, является одной из наиболее важных задач гидрогео-
логических расчетов. В настоящем разделе рассмотрены случаи, 
когда величина водоотбора закономерно растет с течением вре-
мени, а также случай периодической зависимости водоотбора. 

Растущая во времени величина водоотбора представляет собой 
довольно часто встречающийся в практике случай, поскольку при 
проектировании водозаборов должно учитываться то обстоятель-
ство, что водопотребление будет со временем расти. Тенденция 
этого роста может прогнозироваться с помощью различного рода 
математических зависимостей. Здесь рассмотрен наиболее про-
стой— линейный случай такой зависимости: 
Q(Z) = Q0 + */, (1.74) 
где Qo — начальное значение дебита; к — скорость его роста. 
Преобразование Лапласа зависимости (1.74) имеет вид (см. 
табл. 1.1): 

подставив это выражение в (1.67) и введя постоянную времени 
T0 = Q0A, (1-75) 
найдем 

Временная зависимость гидравлического сопротивления может 
быть получена с помощью обратного преобразования Лапласа от 
изображения H1 
Д л я частного случая одиночного водозабора в неограниченном 
однородном водоносном пласте это изображение имеет вид 

ТЬ-О+ТЙГМ'Л/Т) (1-77) 
и с помощью несложных преобразований приводится к таблич-
ному виду; для гидравлического сопротивления при линейно из-
меняющемся водоотборе получена зависимость: 
Ro (г, O = -RoV. / H - T - A f o C " , (1-78) То 
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Рис. 1.6. Кусочно-линейная (а) и ступенчатая (б) временная зависимость 
водоотбора 

где /Й0) (г, t) — сопротивление для условий отсутствия линейного 
роста, задаваемое формулой (1.71); 

При достаточно больших значениях времени, например, при 
(2,5 ч - 5 ) г 2 / а справедливо более простое выражение: 

ARx(r t /) = ^ . I n ( 1 . 8 0 ) 

Выражение, аналогичное (1.80), было получено Ф. М. Боче-
вером. 

Если тенденция к изменению дебита имеет более сложный ха-
рактер, не всегда удается получить соответствующую аналитиче-
скую зависимость для понижения. Однако в таких случаях график 
изменения дебита можно представить в виде комбинации прямо-
линейных участков, а затем применить принцип суперпозиции 
в следующей формулировке: эффект отбора подземных вод по 
такому графику будет равен сумме частных эффектов, получаемых 
от каждого из прямолинейных участков в отдельности. Рассмот-
рим на примере, как можно рассчитать величину понижения 
в случае сложного характера изменения дебита с помощью прин-
ципа суперпозиции. На рис. 1.6, а изображен график водоотбора, 
состоящий из трех прямолинейных участков. Рассчитаем величину 
понижения в точке с г = 100 м на срок / = 8 0 0 0 сут. К моменту 
времени t=tx успели проявиться первый участок графика 
( 0 ^ / ^ 4 0 0 0 сут), второй участок (4000 сут ^ / ^ 7 0 0 0 сут) и 
часть третьего (7000 с у т ^ / ^ 8 0 0 0 сут). Чтобы оценить влияние 
первого участка, рассчитаем величину понижения, которая сло-
жилась бы, если бы водозабор работал с постоянным дебитом, 
равным 6000 м3/сут в течение 4000 сут, а затем выключился бы. 
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Выключение водозабора , ранее работавшего с дебитом Q, равно-
значно, в данном случае, появлению в момент времени Z = 
= 4 0 0 0 сут нагнетания с тем ж е расходом ( Q = 6 0 0 0 м 3 /сут) . По 
формуле Тэйса, понижение, создаваемое водозабором с постоян-
ным расходом за 8000 сут, равно 

с 6000 1 , 2 ,25 • 10 000 • 8000 л C Q , , 
s = I o o r i T l n W ~ - 4 ' 6 8 м -

Повышение уровня, создаваемое нагнетанием, проработавшим 
к моменту времени Zi в течение 8000 — 4000 = 4000 сут, составит 
4,35 м; таким образом, влияние первого участка графика выра-
зится понижением в размере 4,68 — 4,35 = 0,33 м. 

Влияние второго участка графика можно представить себе 
следующим образом: в момент времени / = 4 0 0 0 сут включается 
водозабор с дебитом, изменяющимся по линейному закону 
с Q 0 = 6 0 0 0 м3/сут и X = 1 M3ZcyT2, при этом по формуле (1.75), 
-со=6000 сут. В момент времени / = 7 0 0 0 сут включается нагнета-
ние, работающее с линейно убывающим во времени расходом: 
Q = 9000 — X/ (м3 /сут) . К моменту времени Zi = 8000 сут линейна 
возрастающий отбор создаст понижение, которое оценим по фор-
муле (1.80). При этом первое слагаемое этой формулы опреде-
ляем по формуле Тэйса (1.72): при / = 4 0 0 0 сут ее величина со-
ставит = 0,725. Значение ARx по формуле (1.80) равно 

A D 1 . 0 , 8 3 • 1 0 0 0 0 . 4 0 0 0 
~4лГ 1П 10¾- = 0 , 6 4 5 ; 

полная величина сопротивления, по формуле (1.78), составит 

Ro = 0,725 + 0,645 — 1,155, 

а величина понижения, соответствующая этому сопротивлению,— 
6000 /1000-1 ,155=6 ,93 м. 

Аналогично находим величину повышения уровня благодаря 
линейно убывающему нагнетанию, с той только разницей, что 
в этом случае берем Q 0 = 9 0 0 0 м3/сут и / = 1 0 0 0 сут (так как 
к сроку оно успело проработать именно такое время) : RiO = 0 , 6 1 4 ; 
А 0 , 5 3 4 ; T0=-9000 сут; Ro==O,673. Соответствующая величина 
повышения уровня составит 9000 /1000-0 ,673=6 ,06 м. Таким об-
разом, эффект от второго участка графика равен 6 , 9 3 — 6 , 0 6 = 
= 0,87 м. 

Наконец, оценим эффект от третьего участка. Здесь дебит 
т а к ж е изменяется по линейному закону; при этом Q0 = 9000 м3/сут, 
X = 2 , 5 м3 /сут2 ( to—3600 сут) . Поступая так же , как это делалось 
для второго участка, определим, что /?о0) = 0 , 6 1 4 ; А/?*=0,534; 
Ro=O,614+1000/3600-0,534 = 0,762. Соответствующая величина по-
нижения S = 9 0 0 0 / 1 0 0 0 - 0 , 7 6 2 = 6 , 8 6 м. Теперь сложим понижения, 
обусловленные эффектом каждого из участков в отдельности; 
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в результате получим, что суммарное понижение при /—8000 сут 
будет равно 0 , 3 3 + 0 , 8 7 + 6 , 8 6 = 8 , 0 6 м. 

В практике гидрогеологических расчетов гораздо чаще графи-
ков, подобных изображенному на рис. 1.6 а, встречаются случаи, 
когда водоотбор изменяется по ступеням. В таких случаях пояс-
ненный на примере принцип суперпозиции может быть представ-
лен в виде компактного математического выражения (см. 
рис. 1.6, б) . Задача ставится следующим образом: график водо-
отбора разбит на ступени ; каждая п-я ступень характеризуется 
значением времени ее конца tn и величиной дебита Qn- Время на-
чала п-й ступени совпадает .с концом ( п — 1 ) - й и равно tn-i (для 
первой ступени время ее начала равно нулю). Необходимо опреде-
лить понижение в момент времени t, находящийся в пределах 
k-й ступени. 

Включившись в момент времени tn-i и проработав до /„ в те-
чение t—/„_ь п-я ступень создает понижение в размере QnfT sK 
X Ro{t--tn-\). В момент времени tn п-я ступень выключается; это 
равносильно включению в это время нагнетания, которое выра-
зится в повышении уровня на (QnfT) R0(t—tn) • Таким образом, 
итоговое понижение, обусловленное эффектом действия п-й сту-
пени водоотбора, равно 

S r t = Sf-[R0(/-/„_,)-R0(t - < „ ) ] . (1.81) 

Сложив эти эффекты для всех л от 1 до k ~ 1, найдем величину 
понижения, обусловленную суммарным влиянием всех ступеней 
вплоть до начала последней, k = u ступени водоотбора. Ее влия-
ние выразится понижением, величина которого равна (QJT) X 
XRo(t-tk-i). 

Таким образом, получим формулу общего вида: 
k - 1 

5(0 = YJ 4 - [ R o с Я о ( t - /„)] + -Yt- Ro(/-/*-,). (1.82) 
л = I 

Эта формула Может использоваться для расчетов в любых 
случаях изменения дебита, когда ступенчатое представление гра-
фика можно считать достаточно точно изображающим его реаль-
ный вид. Многолетний опыт применения этого способа свидетель-
ствует о том, что такое упрощение графика водоотбора 
в абсолютном большинстве случаев оправдано, и результаты, 
получаемые при этом, мало отличаются от результатов, получае-
мых при более точном приближении временной зависимости во-
доотбора (например, с помощью кусочно-линейной аппроксимации, 
см. рис. 1.6, а). 

Одной из традиционных областей применения формулы (1.82) 
был расчет понижения при периодическом характере водоотбора, 
который, как говорилось выше, весьма характерен для использо-
вания подземных вод в ирригации. Для расчетов периодических 
режимов были получены некоторые упрощения формулы (1.82). 
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Например, было показано [16, 19, 291, что нет необходимости 
учета колебаний водоотбора в течение всех предшествовавших 
расчетному моменту лет (которых, может быть, достаточно много, 
и внутри каждого из них — несколько ступеней). Вместо этого 
принимается, что играют роль внутригодовые колебания дебита 
только за два-три Последних года (а то и за один год); для учета 
влияния всех предшествовавших лет принимается, что в течение 
всего этого времени имела место одна продолжительная ступень 
с постоянным расходом, равным среднегодовому. Очевидно, это 
может значительно сократить объем необходимых вычислений. 

Существует еще один способ расчета периодических режимов 
в линейных системах, который применим и в задачах гидрогеоло-
гии. Он основан на представлении периодической зависимости 
в виде комбинации тригонометрических функций — синусов и 
косинусов, известный в математике под названием рядов Фурье. 
Однако, прежде чем обратиться к последовательному изложению 
метода, вернемся вновь к примеру одной из простых линейных 
систем — инерционному звену, описываемому уравнением (1.42). 
Представим себе, что возмущение f(t)=iQ(t) представляет со-
бой функцию времени вида 

Таким образом, максимальное значение f равно 1000 млн. м3, ми-
нимальное— нулю. Функция f(t) состоит из двух слагаемых: пер-
вое из них — постоянная (равная 50 млн. м 3 ) ; в т о р а я — пред-
ставляет собой косинусоидальную зависимость от времени. Реак-
ция системы на возмущение вида (1.83) определяется методами 
теории обыкновенных дифференциальных уравнений [15] и 
имеет вид: 

Преобразуем тригонометрическое выражение в равенстве (1.84): 

Сравнив (1.84 а) с (1.84), видим, что первое из слагаемых пред-
ставляет собой реакцию на постоянную компоненту входного 
возмущения, равную 5-107 м3. Второе из слагаемых формулы 
(1.84 а ) , содержащее тригонометрическую функцию, есть зависи-
мость от времени вынужденных колебаний, обусловленных перио-
дическим изменением входного возмущения. Наконец, третье сла-
гаемое представляет собой так называемую переходную компо-
ненту реакции. Она обусловлена первоначальным выведением 

/ ( 0 = 5-10 7 (1 - c o s t o O - (1.83) 

и (0 = 5 -107 (1 - е - ' / т ) cos at 5 - IO7 - a t 
1 + ( O 2 T 2 

Sin ft>T-f* 
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системы из состояния покоя и. 
как легко видеть, затухает с ро-
стом времени. На рис. 1.7 изобра-
жен график всех трех компонент, а 
также результирующая временная 
зависимость и {/). 

Итак, переходная компонента 
быстро затухает, и к моменту до-
стижения первого экстремума она 
уже практически равна нулю; при 
оценке реакции в более или менее 
отдаленные от начала процесса 
моменты времени можно ее не учи-
тывать. Однако в начальный период 
переходная составляющая вполне 
сравнима по величине с другими 
в особенности, при t = О, когда бла-
годаря ей выполняется физическое 
требование, чтобы и (0) было рав-
но нулю. Учет переходной компо-
ненты процесса необходим весьма 

редко, для практических целей обычно следует знать вели-
чину максимального напряжения и время его наступления. Что 
касается формы кривой, она, как правило, мало интересует прак-
тика. 

Аналогично выглядит исследование реакций систем геофиль-
трационной природы: например, для оценки эксплуатационных 
ресурсов подземных вод при циклическом их отборе на орошение 
наибольший интерес представляют величина максимального по-
нижения и время года, в которое она будет наблюдаться. Д л я 
таких оценок можно отказаться от рассмотрения переходных ком-
понент и свести задачу к оценке изменения понижения при воз-
мущении, представляющем собой реакцию на постоянный во вре-
мени (среднегодовой) водоотбор, и реакцию на колебания ве-
личины водоотбора вокруг среднегодового значения. Первая из 
названных компонент временной зависимости понижения будет 
при этом апериодической компонентой, вторая — периодической 
его составляющей. 

Как показано в предыдущем разделе, апериодическая компо-
нента понижения может быть получена обратным преобразова-
нием Лапласа от соответствующей передаточной функции, делен-
ной на р; так, для инерционного звена эта компонента представ-
ляет собой временную зависимость (1.69). Оказывается, что 
выражение и для периодической компоненты можно получить 
с помощью передаточной функции. Д л я этого необходимо проде-
лать следующее: 

1) подставить р=ш> в выражение для передаточной функции; 
2) выделить модуль А и обратный аргумент G полученного 

комплексного выражения; 
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Рис. 1.7. Временная зависимость 
u(t) при периодическом возмуще-
нии ( / ) и ее компоненты: апе-
риодическая (2), периодическая 
(3) и переходная (4) 



Рис, 1.8. Частотные характеристики 
инерционного звена: 
J — амплитудная ; J — ф а з о в а я 

A (to) в(ш). граЗус 

3) если временная зависимость возмущения з а д а в а л а с ь функ-
цией k cos (mi — ср) в ы р а ж е н и е для периодической компоненты 
реакции будет равно kA cos(со/ — ср — 0) . 

Рассмотрим, как применяются эти правила на примере инер-
ционного звена, передаточная функция которого определена вы-
ражением (1.61). Подставим в него р = /со : £/(ко) = 1 / ( 1 + /сот); 
умножим числитель и знаменатель на комплексно-сопряженную 
величину 1 — т х ; тогда U(m) = (1 —- нот) / (1+*ю 2 т 2 ) . Его модуль 
равен 4 = 1 / ( 1 + ^ 4 2 ) ½ ; аргумент — величине a r c t g (—сот), об-
ратный аргумент составит a r c t g сот. Рассмотрев второе слагаемое 
в формуле (1.84, а), видим полное соответствие с только что по-
лученным. 

В технической кибернетике, электротехнике и других дисцип-
л и н а х зависимости Л и б от частоты со, носят специальные назва-
ния, а именно А (со) называется амплитудно-частотной характери-
стикой, в (со)—фазо-частотной характеристикой системы. Таким 
образом , частотные характеристики инерционного звена 
имеют вид: 

На рис. 1.8 изображены графики частотных характеристик. При 
постоянном значении т рост частоты о> приводит к уменьшению 
амплитуды периодической составляющей реакции и к росту аргу-
мента тригонометрической функции в ее выражении. Физически 
это означает, что система не успевает, в силу присущей ей инер-
ционности, полностью отреагировать на колебания входного воз-
мущения (этим свойством системы и объясняется ее название ) . 

Пример с инерционным звеном был рассмотрен столь по-
дробно, поскольку в ы р а ж е н и е его передаточной функции весьма 
простое и позволяет получить частотные характеристики в виде 
элементарных функций. Уже в случае примера с передаточными 
функциями понижения в виде (1.68) частотная характеристика 
выражается через специальные функции. Подставив р—ш в вы-
ражение (1.68), получим 

Л (со) = 1 / У 1 + со2!2; 
в (со) = arctg сот. (1.85) 
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Д л я точки с г = U1Z м определим значения частотных харак-
теристик: г=г(и>/а ) ' ^ = 2,62-10-<; по формуле (1.87) /V(г) = 8 , 3 9 ; 
Ф(г) = 5 ° , 4 , откуда по формуле (1.86) А (г, ©,) = 1,335. Реакция 

я будет, т аки \ 

S p (0 = j ^ l f - 1,335 cos (©,< - 5°,4) = 13,35 cos(O i / - 5°,4). 

н о м ^ с л у ч а е ^ м 5 , и з о б р ж е н Г н Г р и с . " 1 ^ " ° " 6 " 1 ° " ' р а В Н 0 И В Д 3 " 

1OO VoTo 172/Т O7 = 0,13. 

Периодическая состзвляющзя пони^ксния в этой т* 

S p (/) = 0,35 cos M - 20°) = 3,5 cos (©,/ - 20°). 

Q (t) — Q1 cos (of — f J . (1. 

амплитуду 
и 
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Рис. 1.11. Ступенчатый график вну-
тригодового хода водоотбора на оро-
шение ( / ) и его приближение суммой 
четырех гармоник Фурье (2) 
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аргумента тригонометрической функции вычитали значение фазо-
частотной характеристики: 

График водоотбора вида (1.88), содержащий тригонометриче-
скую функцию времени, весьма идеализирован. Реальные графики 
намного сложнее; например, на рис. 1.11 изображен совмещенный 
график среднемесячных норм поливов (вегетационных и влаго-
зарядковых) и промывок для участка площадью 1000 га. Расчет 
эксплуатационных колебаний понижения при задании временной 
зависимости водоотбора ступенчатым графиком типа, изображен-
ного на рис. 1.11 можно осуществить с помощью формулы (1.82), 
как это часто и делается на практике. Однако существует метод, 
позволяющий определить периодическую компоненту понижения 
аналогично только что описанному случаю. Усложнения при этом 
сводятся к тому, что представление графика водоотбора будет 
содержать не одну, а несколько тригонометрических функций 
времени: 

Представление периодической функции в таком виде называ-
ется отрезком ряда Фурье [10]. Несколько упростить вид выра-
жения (1.90) можно, если условиться выражать фазовые углы 
Фп в этой формуле (и ей подобных) не в радианах, а в градусах. 
При этом, поскольку число дней в году (365) почти равно числу 
градусов в полном угле (360), при значении времени t выражен-
ном в сутках, а фазового угла tp„ — в градусах, соответствующий 
аргумент косинуса также можно считать выраженным в граду-
сах. При этом выражение для зависимости дебита от времени 
примет вид: 

Sp — А (г, со) cos (w/ — ф, — 0). (1.89) 

N 

Q(Z) = Q 0 + Y1 QrtCos (rndit — q>n). (1.90) 

N 

Q(Z) = Q 0 + £ Qn cos (nt — ф„). (1.91) 
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Способ определения параметров QN, <рП в формуле (1.91) приве-
ден в гл. 3. График на рис. 1.11 при этом описывается следу-
ющим выражением: Q(Z) » 13 -f- 12,8 cos(o) i t— 202°) -f- 3,97 cos X 
X ( 2 ( 0 1 / - 2 0 ° ) + 3 , 7 1 cos(3/0)1— 283°) + 1,89cos(4/wi — 251°), где 
частота o>i соответствует годовому периоду колебаний. Д л я удоб-
ства расчетов можно пренебрегать разностью между числами 365 
(число дней в году) и 360 (число градусов в полном угле) , т. е. 
отождествить дни и градусы. Тогда выражение для Q(Z) примет 
следующий вид: 
Q (Z) « 13 + 12,8 cos (Z — 202°) + 3,97 cos (2Z — 20°) + 

+ 3,71 cos (3Z - 283°) + 1,89 cos (4Z — 251 °). (1.92) 

Согласно принципу суперпозиции реакция на каждую из ком-
понент, составляющих в сумме предоставление функции Q(Z) мо-
жет определяться по отдельности. Сложив все определенные та-
ким образом частные реакции, получим искомую периодическую 
компоненту понижения. Исходя из формулы (1.89), можно запи-
сать: 

Ar 

S P ( T ) = Y J « С О , ) C O S (RTZ — Ф „ — Я | : П ) , ( 1 . 9 3 ) 
л = 1 

где углы представляют собой фазо-частотные характеристики 
для значения частоты па)ь Используя разложение (1.92), полу-
чим с его помощью периодическую компоненту для случая отбора 
подземных вод в неограниченном однородном пласте для точки 
с г = 0,2 м. 

При частоте a>i — 0,0174 сут - 1 нами уже определены значения 
A( r , (Oi) =1 ,335; = 5°,4. При частоте о> = 2со 1 = 0,0348 находим 
2 = 0,2 У0Д)3"48/104 = 3 , 7 - 1 0 - < ; п о ф о р м у л е (1.86), (1.87) 
А (г, 2o>i) = 1,280, i|>2 = 5°,6. Аналогично, A( r , 3coi) = 1,248, ^ 3 = 
= 5°,8; Л (г; 4o>i) = 1,225; % = 5°,9. В соответствии с формулой 
(1.93), периодическая компонента понижения изобразится в виде: 

S p (Z) = 17,0 cos (Z — 207°,4) + 5,1 cos (2Z — 25°,6) + 
+ 4,63 cos (3Z - 288°,8) + 2,31 cos (4Z - 256°,9). 

При среднегодовом дебите в размере 13 тыс. м3/сут величина 
апериодической компоненты понижения (по формуле Тэйса) 
равна: 
с _ 13000 1 . 2 ,25 • IO4 . 3650 0 0 0 1П а г\А — м -я 1000 4л 0,04 

График временной зависимости понижения, полученный сло-
жением периодической и апериодической компонент, изображен 
на рис. 1.12. График колебаний понижения почти в точности по-
вторяет все изменения дебита. 

Конечно, график, подобный изображенному на рис. 1.12, 
можно, применяя формулу (1.82), получить т а к ж е традиционным 
методом ступенчатого гидрографа, если частотные характеристики 
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Рис. 1.12. Внутригодовой ход измене-
ния понижения на сгеике скважнны 
(по условиям примера) 
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определены в удобной форме (несложные формулы, таблицы, 
графики); вычисления на основе представления временной зави-
симости понижения в форме отрезка разложения Фурье стано-
вятся более простыми, нежели суммирование реакций от после-
довательных ступеней. В наибольшей степени это сокращение 
работы проявляется, если необходимо оценивать только экстре-
мальные значения понижения и сроки их наступления (именно 
эти данные в первую очередь нужны при оценке эксплуатацион-
ных ресурсов подземных вод), поскольку выражение периодиче-
ской компоненты понижения в форме (1.93) позволяет оценивать 
эти величины, минуя построение графика (подробнее см. гл. 3 ) . 
Помимо этого, использование тригонометрических разложений 
облегчает теоретический анализ; при этом происходит сглажива-
ние графиков водоотбора, что приводит к устранению их малозна-
чительных локальных особенностей. 

1.4. РАСЧЕТЫ ПРИ СТОХАСТИЧЕСКОМ ХАРАКТЕРЕ 
ИЗМЕНЕНИЯВОДООТБОРА 

Стохастический характер водоотбора может проявляться как 
в случае, когда подземные воды являются доминирующим источ-
ником орошения, так и в случае, когда они выступают в качестве 
вспомогательного источника оросительной воды, по отношению 
к поверхностным водам. В первом случае вероятностные характе-
ристики водоотбора будут диктоваться исключительно агрокли-
матическими факторами; во втором — кроме того и соотношением 
между потребностью орошения в воде и величиной наличных ре-
сурсов поверхностного стока в Данный момент. 

Рассмотрим вначале случай, когда подземные воды служат 
основным (в пределе — единственным) источником оросительной 
воды. Величина водопотребления претерпевает изменения как 
в сезонном разрезе, так и от года к году, иными словами, функ-
ция времени представляет собой случайный процесс. Анализируя 
реальные или реконструированные графики водопотребления за 
достаточно длинный ряд лет можно получить так называемый 
среднемноголетний график Q(t): его ординаты представляют со-
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бой просто средние значения от наблюдавшихся величин водопо-
требления на данную дату за весь период наблюдений. Перио-
дическая функция времени Q(t), которая в течение каждого из по-
следующих лет совпадает со среднемноголетним графиком водо-
отбора, называется также математическим ожиданием водоотбора 
подземных вод. Вся стохастичность водоотбора заключена в раз-
ности 

Q0 (О = Q (О -Q (0, (1-94) 
называемой центрированной компонентой случайного водоотбора. 
Расчет реакции на водоотбор периодического характера Q(t) вы-
полняется на основании результатов, приведенных в предыдущем 
разделе, поэтому для оценки поведения понижения при стохасти-
ческом характере водоотбора необходимо определить реакцию на 
центрированную компоненту Q0(Z). Д л я этого необходимо прежде 
всего установить, каким образом следует характеризовать цен-
трированную составляющую. Д л я наших целей вполне достаточно 
двух таких характеристик: автокорреляционной функции и закона 
распределения. 

Автокорреляционной функцией центрированного случайного 
процесса называется детерминированная (т.е. не случайная) функ-
ция KQ (TИ H), определяемая как математическое ожидание про-
изведения Q0(Zi)Q0(Z2) [23]. Среди всех центрированных случайных 
функций выделяются так называемые стационарные (в широком 
смысле) , для которых автокорреляционные функции зависят 
только от разности аргументов т = Z2 — Zi : / (q (Zi, t 2 ) = K Q { t ) . Д л я 
исследования поведения геофильтрационных систем при стохасти-
ческом характере водоотбора достаточно предположить, что цен-
трированная компонента случайной функции времени Q0(Z) пред-
ставляет собой стационарный в этом смысле случайный процесс. 

В каждый момент времени значение Q0(Z) представляет собой 
случайную величину. Важно установить, каким законом распре-
деления характеризуется эта случайная величина. Распределение 
водопотребления (водоотбора) характеризуется природой слу-
чайных колебаний факторов (метеорологических и др.) , определя-
ющих дефицит воды. Весьма часто, когда вариации факторов 
относительно невелики, полагают, что они удовлетворительно 
описываются нормальным законом. Как известно [23], если на 
входе линейной системы — случайный процесс с нормальным 
законом распределения (называемый также гауссовым процес-
сом), то и выходная реакция также характеризуется нормальным 
законом распределения. 

Если же на входе системы — процесс с законом распределения, 
отличным от нормального, то и на выходе процесс не будет нор-
мальным. Вместе с тем, если система достаточно инерционна, бу-
дет проявляться так называемая нормализация реакции, т. е. за-
кон распределения реакции линейной системы (например, пони-
жения в определенной точке пласта в заданный момент времени) 
будет ближе к нормальному, чем закон распределения входного 
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возмущения. В особенности мало различаются, как правило, зна-
чения вероятностей в «хвосте» функций распределения, представ-
ляющих наибольший интерес с практической точки зрения. По-
этому часто можно считать, что закон распределения реакции до-
статочно близок к нормальному. 

Принимая, что центрированный случайный процесс Q0(Z) ста-
ционарен и гауссов, можно получить некоторые оценки вероят-
ностных характеристик понижения. Прежде всего, заметим, что, 
согласно принципу суперпозиции, реакция на случайный процесс 
водоотбора будет складываться из двух составляющих: 1) реак-
ции на детерминированную компоненту водоотбора Q (Z) (которую 
обозначим через S (t); эту функцию времени, какой бы ни была 
периодическая зависимость Q(t), можно определить, пользуясь 
результатами, приведенными в предыдущем разделе) , и 2) цен-
трированную компоненту, обозначаемую через S0(Z). 

Характеристики S0(Z) те же, что и для случайной функции 
Q0(Z), т. е. автокорреляционная функция и закон распределе-
ния, который будем считать нормальным. Д л я перехода от авто-
корреляционной функции водоотбора к автокорреляционной функ-
ции понижения используются уже знакомые нам частотные 
характеристики системы. Д л я того чтобы определить автокорре-
ляционную функцию понижения, необходимо сначала по авто-
корреляционной функции водоотбора /CQ(т) определить ее спек-
тральную ф у Н К Ц И Ю LQ(O)): 

OQ 

LQ (СО) =S= ~ J KQ (T) COS сот dr . (1.95) 

Спектральная функция понижения Ls(т ) связана со спектральной 
функцией водоотбора соотношением вида 

Ls (со) = -jfJj- A2 (со) LQ (СО), (1.96) 

где T—коэффициент водопроводимости; Л (со) — амплитудно-ча-
стотная характеристика понижения. По известной спектральной 
функции понижения ее автокорреляционная функция строится 
с помощью интеграла, обратного интегралу типа (1.95): 

OO 

KS (т) = 2 j Ls (со) COS сот dco. (1.97) 

Зная функцию Ks(i), можно определить значение наиболее важ-
ной характеристики центрированной составляющей понижения, 
а именно, его среднеквадратичное отклонение 

Os = WKs(O) . (1.98) 

Обратимся вновь к примеру с инерционным звеном, описыва-
ющим изменение объема воды в артезианском бассейне с перете-
канием. Представим себе, что на вход инерционного звена посту-
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Рис. 1.13. Автокоррелядионные функ-
ции инерционного звена 

K,/ef,K2/sf 
to 

пает центрированным случайный процесс с автокорреляционной 
функцией вила 

К\ (т) = о ? е ~ а \ (1.99) 

где о? — дисперсия возмущения. Такие условия могут реализо-
ваться, например, в случаях переменного по знаку суммарного 
питания подземных вод, изменяющегося во времени случайно, 
в соответствии с вариациями метеорологических и других усло-
вий в областях питания. При этом, согласно формуле (1.99), 

Oi —дисперсия величины f ( t ) =xQ(t), где Q(t) — расход инфиль-
трационного питания, а т — постоянная времени системы. Если 
OQ — дисперсия расхода, то o? = toOq. Этой автокорреляционной 
функции соответствует спектральная функция 

о 
(1-100) 

Амплитудно-частотная характеристика этой системы дана 
в формуле (1.85); умножив ее квадрат на L\ (ш) , найдем выраже-
ние для спектральной функции изменения объема и: 

а ,2 

U («) = 7 Т Т ~ " ^ / 7 _ Т ~ 2 ~ 2 Г • (1.101) 31 (a -f- о ) (1 + « 4) 

Интеграл (1.101) приводится к табличному виду; в результате 
выражение автокорреляционной функции примет вид: 

к > ( т ) ~ I ^ T (т°е~"" - -гг е~") • (1 •102) 

Н а рис. 1.13 изображен график автокорреляционных функ-
ций Ki (т)/о? и Кч(х)/а] при разных значениях параметра ато, 
характеризующего соотношение скоростей убывания автокорре-
ляционной функции (1.99) и реакции в системе. Чем больше то 
при постоянном а , т. е. чем инерционнее система, тем медленнее 
убывает автокорреляционная функция /C2 (т) . В то же время и ее 
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роятность того, что величина и не превысит, например 150- IO6 м \ 

Р ~ Ф * ( - - ^ r - ) = ФМ1,41)=--0,92. 





Рис, 1.14. Автокорреляционные 
отбора подземных 

г,сут 

функций водоотбора. На этих ж е графиках изображены зависи-
мости (1,104) и (1.105), справедливые для случая, когда сроки 
начала и конца вегетационного периода постоянны (в этом слу-
чае в формулах (1.104), (1.105) вместо х% должна фигурировать 
величина xv—длительность вегетационного периода). Сравнение 
графиков показывает, что различия между ними, даже при боль-
ших амплитудах колебаний сроков, невелики, особенно для спек-
тральных функций. Поэтому для большинства практически инте-
ресных случаев можно принимать в качестве автокорреляционной 
и спектральной функций соответственно зависимости (1.104) н 
(1.105), где Ti имеет смысл среднемноголетней величины продол-
жительности вегетационного периода. 

Итак, спектральная функция отбора подземных вод одиночным 
водозабором в неограниченном однородном пласте задана выра-
жением (1.105), амплитудно-частотная характеристика пониже-
н и я — ф о р м у л о й (1.106). Интеграл (1.97) в этом случае может 
быть определен только численными методами, например методом 

Рис. 1.15. 
плотностей 

Графики 
отбора пс 

I —. HDM <hHКСNDoRaHHOM 
M A - I W с у " ) ; при р: 

О а.0! от QOJ W mmP1 ^200 сут 



Г а у с с а — Л а г е р р а [25]. Поставим задачу определения дисперсии 
понижения на стенке скважины (г = 0,2 м) при 7 = 1 0 0 0 м2/сут, 
a = IO4 м2/сут, Tj = 180 сут, a Q = 5000 м3/сут. В соответствии с фор-
мулой (1.100) 

2 00 _ _ 
D s - K s i O - J r ^ V l f b (1108) 

где функция N(z) определена формулой (1.87). 
Д л я дальнейших вычислений удобно преобразовать (1.108) 

к виду 
2 оо 

с-109» 
Выберем формулу Гаусса — Лагерра при N = 6 [25] и опреде-

лим значения подынтегральной функции при х = соответствую-
щих узлам формулы (табл. 1.4). 

Оценку величины интеграла находим как сумму 
6 

Z / (Xi)Wiext
t I --. I 

(sin X12 \2 ( / х \ 

— - -—J N 2 ^ r s y J — п о д ы н т е г р а л ь н а я функ-
ция в (1.109); Wi — веса формулы Гаусса—Лагерра . В резуль-
тате оценка интеграла в (1.109) при принятых числовых данных 
составляет 60,123. Величина дисперсии понижения As — 60,123 = 48,5 м2. 

Соответствующая оценка среднеквадратичного отклонения состав-
ляет 6,96 м. 

Пусть детерминированная компонента водоотбора на входе 
системы постоянна и равна 18 000 м3/сут; с помощью формулы 
Тэйсп определим, что на конец 25-го года эксплуатации соответ-
ствующая компонента понижения составит £ = 32,03 м. Пусть 

Т а б л и ц а 1.4 

i xi т ч л / ^ ) е ' «ь 

1 0,223 23,421 0,573 
2 1,189 17,439 1,369 
3 2,993 7,844 2,260 
4 5,775 0,124 3,350 
5 9,837 0,604 4,886 
6 15,982 0,220 7,849 
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т а к ж е величина допустимого понижения равна 45 м; оценим ве-
роятность того, что понижение не превысит этой величины: 

P = ф * ( - 5 " ¾ ' 0 3 ) = Ф* ( 1 , 8 6 ) = 0 , 9 7 . 

Таким образом, при вероятности 97 % система функционирует до-
статочно надежно. Заметим, что если бы допустимое понижение 
было бы равно, например, 40 м, соответствующая оценка н а д е ж -
ного функционирования системы была бы равной 

Ф * = Ф* (1,15) = 0,875. 

Мы рассмотрели на примере, как выполняются простейшие 
расчеты по оценке вероятностных характеристик геофильтрацион-
ных систем; более сложные результаты приведены в гл. 4. На 
основании выражений (1.96), (1.97) может быть получена следую-
щ а я формула для среднеквадратичного отклонения понижения: 

05 = - ¾ - ^ ¾ , (1.110) 

где величина Q s называется коэффициентом точности понижения: 

a-ilp^M+)"- a-iii) 
Интеграл (1.111) удобнее вычислять с помощью формул Гаусса — 
Л а г е р р а : 

N 

C i A 2 L f - ) , (1.112) 
J=I 4 1 ' 

где значения узлов г,- и весов CI следующие: 
1) при N=4 

I . . . , 1 2 3 4 
Zi 0,3225 1,7458 4,5366 9,3951 
CI. 0,2628 0,5023 0,1320 0,0936 

2) при N = 6 

I 1 2 3 4 5 6 
Zi 0,2228 1,1889 2,9927 5,7751 9,8375 15,9829 
CI 0,1818 0,3869 0,3196 0,0081 0,0616 0,0384 

В некоторых случаях необходимо вычислять коэффициент кор-
реляции между величинами водоотбора и понижения; эта величина 
определяется интегралом, аналогичным (1.97). Соответствующее 
выражение можно преобразовать к виду: 

O - = T V S r К^и+Ь 4 ' (•£>• <1Л,3) 
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где ф(со) — фазо-частотная функция понижения. С помощью фор-
мулы Гаусса — J l a r e p p a коэффициент корреляции определяется 
к а к 

дг p^wSmHT )со5Ч,Ш- <ui4> 
1.6. РАСЧЕТЫ ИЗМЕНЕНИЯ ПОВЕРХНОСТНОГО СТОКА 
ПРИ ЭКСПЛУАТАЦИИ ПОДЗЕМНЫХ ВОД 

При рассмотрении изменения понижения во времени, факти-
чески имелась в виду реакция системы «водозабор — водоносный 
пласт» на входные возмущения того или иного вида. Точно так ж е 
можно представить себе линейную систему «водозабор — водонос-
ный пласт — водоток», входным возмущением которой будет 
опять-таки отбор подземных вод, а выходной реакцией — измене-
ние расхода в некотором створе реки или к а н а л а . Точно так ж е , 
как и в случае понижения, реакцию системы можно описать с по-
мощью ее передаточной функции Uw (р): если W(t)—изменение 
расхода поверхностного водотока, то соответствующее операцион-
ное равенство записывается в виде 

W(P) = Q(P)Uw(P). ( 1 . П 5 ) 

Наиболее прост случай отбора подземных вод одиночным во-
дозабором или линейным рядом скважин параллельным реке, 
при однородности фильтрационных свойств пласта и неограни-
ченном простирании водотока; при этом 

Uw(P) (1.116) 

где d — расстояние от реки до водозабора . При постоянном во 
времени отборе подземных вод, Q = Q 0 - c o n s t величина измерения 
поверхностного стока может быть определена с помощью т а к на-
зываемой функции редукции w0(t): 

W (t) = Q0W0 (t). (1.117) 

Так, для наиболее простой схемы функция редукции, соответству-
ю щ а я передаточной функции (1.116) имеет вид [18] : 

w0 (t) — erfc , (1.118) 

где erfc г — дополнительный интеграл вероятностей [25] (см. 
табл. 1.2 и приложение программу 30) . 

При более сложных непериодических зависимостях Q(t), 
а т а к ж е при более сложных передаточных функциях для получе-
ния функции редукции W0(I) могут применяться методы числен-
ного обращения преобразования Л а п л а с а , в том числе упомяну-
тый выше метод Гохберга. 
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При периодических изменениях величины отбора подземных 
вод могут использоваться как методы, основанные па идее ступен-
чатого графика, так и методы, связанные с разложениями Фурье. 
В первом случае формула для определения величины W(t) будет, 
по аналогии с формулой (1.82) для понижения, иметь вид 

п — 1 
W(t)= S Qk[Wo(t - tb-.,) - w0(t - tk)} + Qnw0(t - tn-.,). (1.119) 

Во втором случае, если временная зависимость дебита пред-
ставлена разложением вида (1.91), реакция системы будет, с точ-
ностью до быстрозатухающен переходной компоненты, состоять 
из двух слагаемых; апериодической W7

a ( 0 , определяемой по фор-
муле (1.117), и периодической Wp(t), находимой с помощью вы-
ражения 

N 

Wp (0 = Z QnWn COS (nt - фЛ - 1|>Л), (1.120) л = 1 

где величины WN и t|>„ представляют собой значения частотных 
характеристик изменения поверхностного стока (редукции) соот-
ветственно на частотах псоь т. е. 

wne~ =Uw{nu>h). (1.121) 

Таким образом, для того чтобы вычислить значения WN и г{)„, 
следует подставить р = ко в выражение для Uwip), выделить в по-
лученном комплексе модуль и обратный аргумент, а затем поло-
жить в полученных частотных характеристиках a) = moi. 

Наконец, при стохастическом возмущении на входе системы 
реакция представляется в виде суммы реакций на периодическую 
функцию Qit) —математическое ожидание водоотбора, и на цент-
рированную составляющую. Так же, как и для случая понижения, 
автокорреляционная функция редукции определится с помощью 
интеграла вида 

OO 

Kw (т) = \ LQ (W) W2 (G>) COS СОТ dco, (1.122) 
о 

где ш(со) — амплитудно-частотная характеристика редукции. 
В частности, наиболее важная характеристика — среднеквадра-
тичное отклонение редукции ow — может быть определена как 

Ow = oq^/QW, (1.123) 

где коэффициент точности редукции Qvr оценивается с помощью 
интеграла 

A r - ^ ( J n M - J V ( J L ) d z . ( , . , 2 4 ) 
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или, приближенно, с помощью формулы Гаусса—Лагерра: 
N 

Q,r « £ ClWi ( - £ - ) . (1.125) 

В качестве примера расчета периодического режима рассмотрим изменения 
расхода реки в 10-й год эксплуатации подземных вод, если отбор осуществ-
ляется одиночным водозабором при а — 104 м2/сут, d = 1000 м, а график водо-
отбора определен выражением (1.92). 

Прежде всего, оценим реакцию на постоянную компоненту отбора. По фор-
муле (1.118), например, на начало 10-го года эксплуатации (/ = 3285 сут) 

W0 •--• erfc T = ^ L = = = = ? = eric 0,087 = 0 ,902; 
2 VlOOOO • 3285 

на конец 10-го года (/ = 3650 сут) ш0—0,907. Соответственно, значения измене-
ния поверхностного стока равны на эти сроки 11,7 тыс. и 11,8 тыс. м3/сут. 

Определим теперь реакцию на периодическую компоненту. Подставив р = т 
в выражение (1.116), получим 

. / to . / ш .. , ., . / ш 
~ d y — (l + o - d - y - g i " 

Uw (т) = е = е = е X 

X 0 ° 5 " V - S T - '
 slnrfVisr)-

Выделив модуль и обратный аргумент, изйдем частотные характеристики редук-
ции: 

-d 
w (со)=е V 2« ; . (1.126) 

На частоте (O1 - -0 ,0174 сут - 1 , соответствующей годовому периоду, значения ча-
стотных характеристик таковы: 

ш (со,) = е 1000 V 2°'к)дао-
 в 0 393 ; 

ф (со,) = 1000 AJ—Mi^l- = 0 ,932 рад. — 53°, 4 . 

Аналогично, иа частоте co = 2wi: 

tnnn 1 2-о,оШ~ 
W (щ) — V ~ 

- 1000V-^tS -75°'6 

и далее ш(Зм,) =-0.199, ф(3<й,) =92 , °6 . ш(4с.),) = 0 , 1 5 5 , ф(4со,) = 106,°9. 
В соответствии с формулой (1.120), периодическая компонента 

Wp (t) =-- 5 , 0 3 cos (/ — 255°) + 1,06 :os (21 — 96°) + 0 ,74 ;os (3/ — 16°) + 

+ 0 ,29 cos ( 4 / - 3 5 8 ° ) тыс. м3 /сут. 

На рис. 1.16 изображены графики суммарной зависимости 
W(t) . По сравнению с кривой на рис. 1.12, временная зависимость 
изменения поверхностного стока более сглажена, а ее максимум 
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Рис. 1.16. График внутрнгодо-
вого хода временной зависимо-
сти изменения поверхностного 
стока при периодическом от-
боре подземных вод (по усло-
виям примера) 

значительно сдвинут по сравнению с максимумом кривой водо-
отбора. 

Теперь для тех же условий определим коэффициент точности. 
П о формуле (1.125) при Ti = 180 сут QH ' = 0,288; при среднеквад-
ратичном отклонении водоотбора в размере Uq = 5000 м^/сут сред-
неквадратичное отклонение изменения поверхностного стока о w 

будет равно 0,288• 5000 = 2680 м3/сут. Используя эти данные, 
можно оценить, например, вероятность изменения расхода реки 
в конце августа (/ = 240 сут, см. рис. 1.16) не более чем на 
20 тыс. м3/сут: Р = Ф * [(20 — 17,45) /2 ,68]=Ф* (0,95) = 0 , 8 3 % • 

Глава 2 

ОЦЕНКА ЭКСПЛУАТАЦИОННЫХ РЕСУРСОВ 
ПОДЗЕМНЫХ ВОД И ИЗМЕНЕНИЯ ПОВЕРХНОСТНОГО 
СТОКА ПРИ ПОСТОЯННОМ ВО ВРЕМЕНИ 
ВОДООТБОРЕ 

Вопросы методики гидрогеологических расчетов по оценке 
эксплуатационных ресурсов подземных вод разбрасываются уже 
в течение полувека — первые работы С. Тэйса по этому поводу 
относятся к началу 30-х годов. К настоящему времени эта отрасль 
гидрогеологической науки представляет собой достаточно сформи-
ровавшуюся научно-техническую дисциплину, характеризующуюся 
комплексом сложившихся взглядов на предмет исследований — 
движение подземных вод в условиях их эксплуатации, а т а к ж е 
принципов решения соответствующих гидродинамических задач. 
Наиболее полное представление о современном состоянии мето-
дики оценки эксплуатационных ресурсов подземных вод дают по-
лучившие широкую известность монографии и учебники Ф. М. Бо-
чевера, И. Н. Биидемана и Л. С. Язвина, В. М. Шестакова [29], 
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М. С. Хантуша, В. С. Уолтона [39] и др. Обзор современного 
состояния аналитических методов оценки эксплуатационных ре-
сурсов подземных вод содержится в статье В. С. Уолтона [40]. 

Оценка эксплуатационных ресурсов подземных вод произво-
дится в двух вариантах. В первом из них требуется выяснить,, 
будет ли возможна эксплуатация подземных вод в течение опре-
деленного времени с заданными дебитом и режимом отбора. 
Иными словами, необходимо проверить, не превысит ли пониже-
ние в течение заданного срока своего предельно допустимого зна-
чения. Второй вариант связан с обратной задачей: по величине 
допустимого понижения оценивается та величина водоотбора, при 
которой понижение на конец расчетного срока достигает своего 
допустимого значения. 

В этой главе описывается способ решения подобных задач 
в условиях, когда водоотбор либо постоянен во времени, либо 
когда он линейно растет во времени. Задачи по оценке временных 
зависимостей понижения уровня подземных вод могут решаться 
как аналитическими, так и численными методами. Здесь рассмот-
рены главным образом аналитические методы, учитывая их 
большую роль в гидрогеологических расчетах. 

В гл. 1 было установлено, что при постоянном во времени 
водоотборе Q(Z) = Q 0 = Const временная зависимость понижения 
может быть описана с помощью гидравлического сопротивления 
Ro(0 (формула (1.70)) . Есл и одоп — величина допустимого пони-
жения, величина эксплуатационных ресурсов подземных вод опре-
делится равенством: 

Г 5 д о п (2.1) 

Д л я оценки величины Q0 необходимо, таким образом, уметь для 
различных условий определять значения R0(t). В гл. 1 указыва-
лось, что зависимость Ro(t) представляет собой обратное преоб-
разование Лапласа от изображения \/pUs(М, р), где US(M, р) — 
передаточная функция понижения. 

Поэтому в настоящей главе уделяется внимание получению 
не только временных зависимостей R0(M, t) для различных усло-
вий, но и, прежде всего, передаточных функций понижения, на 
основании которых, по возможности, будут определяться гидрав-
лические сопротивления. Кроме того, знание передаточных функ-
ций необходимо для нахождения частотных характеристик, кото-
рые будут использованы в гл. 3 при оценке эксплуатационных 
ресурсов в циклическом режиме эксплуатации. 

На временную зависимость Ro (t) оказывают влияние разно-
образные природные и технические факторы, в том числе: 

а) условия залегания подземных вод; 
б) геометрия водоносного пласта в плане и условия на его 

границах; 
в) распределение геофильтрационных параметров в плане; 
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г) размещение водозабора (одиночного, линейного, площад-
ного) в водоносном пласте. 

В настоящей главе приведены некоторые результаты аналити-
ческого моделирования временных зависимостей понижения с уче-
том перечисленных факторов. В настоящее время накоплен доста-
точно большой опыт схематизации перечисленных природных 
условий для аналитического моделирования. Этот опыт подтвер-
ждается сравнениями результатов аналитических расчетов с дан-
ными численного моделирования. 

В отличие от методики оценки эксплуатационных ресурсов 
подземных вод, разработка методов оценки изменения (редукции) 
поверхностного стока при такой эксплуатации, началась срав-
нительно поздно. Хронологически первой публикацией, посвя-
щенной вопросам изменения поверхностного стока под влиянием 
отбора подземных вод, была статья С. Тэйса (1941), в которой 
был рассмотрен случай работы одиночной скважины с постоян-
ным дебитом вблизи совершенной реки в предположении однород-
ности пласта и бесконечного его простирания в направлении от 
прямолинейной реки. Обзор наиболее важных в методическом 
плане работ по оценке изменения поверхностного стока при экс-
плуатации поверхностных вод приведен в работах [10, 16, 21]. 
В этой главе рассмотрены также некоторые аналитические реше-
ния для оценки изменения поверхностного стока с учетом тех же 
факторов, что и в случае оценки эксплуатационных ресурсов. 

2.1. ТИПИЗАЦИЯ ГИДРОГЕОЛОГИЧЕСКИХ УСЛОВИИ 
И РАСЧЕТНЫЕ СХЕМЫ ВОДОНОСНЫХ ПЛАСТОВ 

Как отмечалось выше, использование пресных подземных вод 
в широких масштабах для целей орошения допускается только 
в том случае, если их ресурсы в рассматриваемом районе намного 
превышают перспективную потребность населения в воде для хо-
зяйственно-питьевых нужд. 

Следовательно, перспективны для целей орошения водонос-
ные горизонты с достаточно значительными ресурсами подземных 
вод кондиционного качества. Практика гидрогеологических иссле-
дований, в том числе разведка многочисленных месторождений 
подземных вод показала, что наиболее значительные ресурсы 
пресных подземных вод, которые могут быть использованы для 
дел ей орошения, приурочены: 

а) к толщам пролювиальных и аллювиальных песчано-гравий-
но-галечниковых отложений конусов выноса предгорных равнин 
и межгорных впадин; 

б) аллювиальным песчано-гравийно-галечниковым отложе-
нием речных долин; 

в) осадочным породам различного литологического состава 
в артезианских бассейнах платформ и горноскладчатых обла-
стей. 
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Конусы выноса формируются в местах выхода горных потоков 
на предгорную равнину или в межгорную впадину. Если эти по-
токи выходят в долину на небольшом расстоянии один от другого, 
образованные ими конусы выноса сливаются в предгорный шлейф. 
Мощность хорошо проницаемых пролювиальных отложений дости-
гает 300—400 м, а иногда и более. Д л я всех конусов выноса ха-
рактерна закономерная смена литологического состава в направ-
лении от их верхней головной части. Грубообломочные фракции 
постепенно заменяются менее крупными фракциями — песками, 
суглинками и глинами. Появление в направлении к периферии 
в разрезе пролювиальных песчано-гравийно-галечниковых отло-
жений суглинистых и глинистых прослоев определяет появление 
здесь этажно-раеположенных водоносных горизонтов, содержащих 
напорные воды. Основную роль в питании подземных вод голов-
ной галечниковой толщи конусов выноса играет поглощение по-
верхностного стока, идущее, как правило, в режиме «дождева-
ния». Уменьшение водопроводимости водосодержащих пород от 
головной части к периферии конуса выноса создает подпор по-
тока подземных вод, и так как водопропускная способность 
в нижней периферической зоне меньше величины питания в го-
ловной зоне, на периферии конуса выноса часть подземного по-
тока выклинивается в виде родников и карасу, а т а к ж е расходу-
ется на эвапотранепирацию. Ширина полосы разгрузки достигает 
нескольких километров. 

В долинах крупных рек распространены мощные водоносные 
песчаные и гравийно-галечниковые накопления, слагающие пой-
менную и надпойменные террасы. Ширина таких долин состав-
ляет несколько километров, а в некоторых случаях, особенно 
в районах впадения крупных притоков, и десятки километров. 
Мощность аллювиальных водоносных горизонтов в таких доли-
нах может составлять 50- 60 м, а в долинах некоторых средне-
азиатских рек — 100 м и более. Как правило, эти горизонты 
гидравлически связаны с водами реки, которая является их есте-
ственной границей. Второй естественной границей аллювиального 
водоносного пласта служит линия его причленения к коренным 
породам в бортах долины. При этом возможны три варианта со-
отношения: а) водопроводимоеть коренных отложений мало от-
личается от водопроводимости аллювиального водоносного го-
ризонта; б) коренные отложения характеризуются низкой водо-
проводимостью и в) коренные отложения обладают значительно 
большей водопроводимостью. 

Артезианские бассейны платформ и горно-складчатых систем 
представляют собой гидродинамические системы водоносных гори-
зонтов и комплексов, выдержанных на большой площади. В вер-
тикальном разрезе выделяется чаще всего несколько водоносных 
толщ, в той или иной мере изолированных друг от друга. Среди 
них выделяются основные комплексы, характеризующиеся высо-
кими значениями водопроводимости. Мощность этих комплексов 
(или горизонтов) может достигать 100 м и более. 
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Обоснованность результатов, полученных при гидрогеологиче-
ских расчетах,— будь то оценка эксплуатационных ресурсов под-
земных вод или влияния их отбора на поверхностный сток, прог-
нозы качества отбираемой воды или оценка надежности функцио-
нирования Систем совместного использования подземных и поверх-
ностных вод — самым непосредственным образом зависит от того, 
насколько полно отражены в этих расчетах природные гидрогео-
логические условия и как точно они представлены в соответст-
вующих расчетных схемах. Последние должны строиться таким 
образом, чтобы водоносный пласт и в естественных условиях, и 
при эксплуатационном водоотборе был представлен в виде единой 
физической области, определяемой начальными и граничными ус-
ловиями. Этими условиями характеризуется вся совокупность гид-
рогеологических, гидрологических и других природных особенно-
стей района эксплуатации, в том числе закономерности распреде-
ления напоров в водоносном пласте, скоростей и расходов 
подземных вод в нем. Они включают: литологический состав, 
условия залегания и водопроницаемость водоносных пластов и 
граничащих с ними пород, геометрические характеристики этих 
пластов (площадь распространения, мощность, уклон, форма и 
характер внешних границ в плане и в разрезе) , а также питание 
водоносных пластов путем инфильтрации атмосферных осадков, 
перетекания из соседних водоносных горизонтов и фильтрации 
из поверхностных водоисточников, расходование содержащихся 
в них вод на испарение и выклинивание на дренирование поверх-
ностноетными водотоками и водоемами. Наиболее важными гра-
ничными условиями являются условия питания и расходования 
подземных вод в кровле и подошве пласта, а т акже характер бо-
ковых границ пласта. К последним относятся границы с поверх-
ностными водоисточниками, поверхности контакта с менее и бо-
лее проницаемыми породами, места выхода (выклинивания) водо-
носного пласта на дневную поверхность. 

Учитывая весьма большое разнообразие природных условий, 
при гидрогеологических расчетах, независимо от того, выполня : 
ются ли они с помощью моделирования или аналитическими 
методами, необходима определенная схематизация этих условий, 
учитывающая расположение водозаборных сооружении относи-
тельно боковых границ водоносного пласта, что определяет сте-
пень влияния последних на фильтрационное поле в районе водо-
отбора. При этом могут быть выделены шесть типовых расчетных 
схем. 

1. Неограниченный водоносный пласт (пласт весьма больших 
размеров, где водозаборные сооружения так удалены от границ 
Пласта, что влиянием этих границ можно пренебречь). Чаще 
всего как неограниченные пласты схематизируются водоносные 
комплексы и горизонты артезианских бассейнов и горноскладча-
тых областей. Эти горизонты и комплексы могут рассматриваться 
и с учетом перетекания из соседних водоносных пластов, и как 
изолированные сверху и снизу, и как принимающие инфильтра-
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ционное питание сверху или расходующиеся на эвапотранспира-
цию. 

Зачастую в качестве неограниченного пласта могут рассматри-
ваться и крупные конуса выноса, и предгорные шлейфы, если во-
дозаборы размещаются на достаточном удалении от границ пита-
ния или выклинивания эксплуатируемых горизонтов. 

2. Полуограниченный водоносный пласт (случай, когда на 
фильтрационное поле в районе водозаборных сооружений оказы-
вает влияние только одна какая-либо граница пласта, а другие 
границы находятся на большом удалении от водозабора, и их 
влияние может не учитываться) . При этом на границе задается , 
если это поверхностный водоисточник, условия совершенного (по-
стоянный напор) или несовершенного питания; если это поверх-
ность контакта с менее проницаемыми породами, то задается 
условие постоянного расхода и в частности при весьма слабопро-
ницаемых породах — условие нулевого расхода. Как полуограни-
ченный водоносный пласт с границей совершенного или несовер-
шенного питания чаще всего схематизируются широкие речные до-
лины при размещении водозабора на относительно небольшом, по 
сравнению с шириной долины, расстоянии от реки, примерно 
в отношении 1 : 3 (речь идет о ширине той части долины, на ко-
торой расположен водозабор) . При этом, конечно, должно выдер-
живаться условие определенной однородности фильтрационных 
свойств аллювиальных отложений в пределах этой части долины. 
Следует отметить, что и при небольшой ширине речной долины, 
если она причленяется к коренным отложениям, фильтрационные 
параметры которых сравнимы с параметрами аллювия, пласт мо-
жет рассматриваться как полуограниченный. 

В качестве полуограниченного пласта могут рассматриваться 
и водоносные горизонты и комплексы артезианских бассейнов при 
размещении водозаборов вблизи границ их распространения, если 
они контактируют со слабопроницаемыми или водоупорными от-
ложениями, а также если они подрезаются рекой. 

Крупные конуса выноса и предгорные шлейфы также часто 
могут рассматриваться как полуограниченные пласты, где грани-
цей постоянного расхода может явиться полоса мощного выкли-
нивания в виде родников и карасу. 

3. Пласт-полоса (случай, когда на фильтрационное поле ока-
зывают влияние две границы пласта, примерно параллельные 
одна другой). Границы эти могут быть как однородными (обе 
границы питания, совершенная и несовершенная, или обе границы 
с постоянным расходом, в том числе непроницаемые), так и раз-
нородными (т. е. одна граница питания, а другая — со слабопро-
ницаемыми породами). Наиболее часто в виде пластов-полос 
с разнородными границами схематизируются речные долины и 
равнинных, и горных рек. В виде пластов-полос с однородными 
границами схематизируются, как правило, междуречья или те 
отрезки речных долин, заключенные между основной рекой и ее 
притоком или протокой, где они примерно параллельны. 
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2.2. СХЕМЫ ВОДОНОСНЫХ ПЛАСТОВ 

однородного ПО 
Слу-

однородном пласте 
В гл. 1 (см. формулы (1.68), 

может быть 

1 dS 1 д f d S \ ,с /0 
V ^ r = r T T f ( г Т Г ) ~ e s> (2'2> 

ние грунтовых 
нажа [10, И] 
вод с учетом этих факторов могут быть 
как и в случае перетекания. Определение 

:х по смыслу коэффициенту 
в работах [10, 11]. 

(2.2) с краевыми условиями (1.19), (1.20) 
проводится^ теми же методами, какими было решено в гл. 1 урав-

Ь, п о д -

Us (Mt р) = - L K0 ( г A J + g2). (2.4) 
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(М, t) (2.5) 

(2.8) 



Отбор подземных вод неограниченного пласта линейным водо-
забором. Передаточная функция понижения д л я этих условий 
имеет вид [10]: 

IZ5 (М, р) = -
2 В V-

(2.9) 
4-g 2 

где х — расстояние от точки до линейного ряда ; В — протяжен-
ность ряда . Соответствующее выражение для гидравлического со-
противления имеет вид: 

D* (г, Х) = 4 - [ е ~ х erf с ( г - - е* erfc ( г + - £ - ) ] . 

(2.10) 

(2.11) 

З н а ч е н и я функции D* (г, а ) приведены в табл . 2.2, а в приложе-
нии — программе 33, ее вычисления на микрокалькуляторе . 
В точке на линии водозабора выражение д л я гидравлического со-
противления имеет более простой вид: 

Яо (М, 0 - ~~2gff~ erf g фл. (2.12) 

В условиях отсутствия перетекания выражение (2.10) упрощается 
д о вида: 

sfat 
Яо (Af, t) — D . 

В V ^ 

Т а б л и ц а 2.2 

Значения функции D* ( г , к) 

(2.13) 

0,2 

0,819 
0,662 
0,347 
0,199 
0,122 
0,076 
0,051 
0,034 
0,023 
0,015 
0,010 
0,001 
0,000 

0,4 

0,670 
0,665 
0,517 
0,340 
0,221 
0,145 
0,097 
0,065 
0,044 
0,029 
0,020 
0,002 
0,000 

0,6 

549 
549 
516 
400 
284 
199 
135 
092 
062 
042 

,028 
,003 
,000 

0,8 

0,449 
0,449 
0,445 
0,394 
0,307 
0,225 
0,160 
0,112 
0,077 
0,053 
0,036 
0,005 
0,000 

1,0 1,5 

0,368 
0,368 
0,368 
0,351 
0,299 
0,234 
0,173 
0,125 
0,088 
0,061 
0,042 
0,005 
0,001 

223 
223 
223 
223 
216 
195 
163 
129 
097 
071 
051 

,007 
,001 

2,0 

,135 
,135 
,135 
,135 
,135 
132 

,122 
,105 
,086 
,067 
,050 
,008 
,001 
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передаточная функция понижения 

UsiMt р) = —±- е~х v^ra
t (2.14) 

2В V Pla 

а соответствующее гидравлическое сопротивление 

* . < « . О W c 1 ^ - . (2 . .5 , 

В частности, на линии водозабора, 
RoiMt O = - ^ U (2Л6) 

В V -т 
Отбор подземных вод площадными водозаборами. При отборе 

подземных вод площадными водозаборами полосообразной формы 
передаточная функция понижения (для точки в центре водоза-
бора) имеет вид: 

-л VT+* 
Us (Mt P) = — Г — ; (2.17) 

2 M ( - £ + «») 

а соответствующее гидравлическое сопротивление 

R o { M t t ) ^ ^ F ( T ^ r g d y t (2.18) 

F (zt а) = - J j r (1 - e - 0 " 7 4 * erfc г -Diz, а)). (2.19) 

Д л я вычисления значений функции F ( г , а ) может быть использо-
вана программа 2, (см. приложение). 

В случае отсутствия перетекания (g = 0) выражение для гид-
равлического сопротивления упрощается: 

A - W ( ' - 4 1 ^ x k ) - (2'20) 

где i2 erfc z — второй повторный интеграл вероятностей, значения 
которого могут быть определены либо по табл. 1.2, либо с по-
мощью программы 32 для микрокалькулятора (см. приложение) . 

При отборе подземных вод площадными водозаборами в форме 
круга передаточная функция понижения для точки в центре водо-
забора имеет вид 

VS(M, г Д - = - - К , ( г а / - £ + « ' ) . (2.21) 
«"(•е- + * ) - V ^ + « ' 

гидравлическое сопротивление при этом 

К. (М. о = - ' i-iar • "У• <222> 

где / ( а , р) — функция Хантуша. 

64 



R0 (M, O = - ^ r In A i f f L . 

(рис. 2.1, а ) водозабора передаточная функция 

Vs (М, р) = У т Y K0 (Pf) в (г) г dг, (2.24) 



Д л я точки внутри области водоотбора (см. рис. 2.3, б) 

UsW, P) = р) + —J ] K0 (Pr) Q (г) г йг, (2.25) 

из (2.24) и (2.25): 

Ro(М, = Г / ( - ^ r . gr)Q(r)rdr (2.26) 

для точек вне области водоотбора и 

R 0(М, t) = - ^ - R % ( M , 0 + - 4 ^ T *')0(r)rdr (2 27) 

этой области, причем Ro (М, t) — 

Wroro 
При If=O, что 

^o (М, 0 = - 4 ^ -

для точки M внутри этой 

Ro(М, t) = J ^ R0
0 (М, 0 + ] - E i ^ Г ) в ( г ) г д г , (2.29) 

(М, 0 определяется по (2.23). 

(2.30) 

(2.31) 

где X f e - у з л ы ; ш* — веса квадратурной формулы Гаусса N-ro 
в табл. 2.3. 



Т а б л и ц а 2 . 3 

*k wk k xk 

N = 4 

— 0,8611 
—0,3400 

0,3400 
0,8611 

0,3479 

8:Si 
0,3479 

3 
4 

5 
7 
8 

IIlIII 
O

O
O

O
O

O
 

iV = 6 N = 

—0,9325 
- 0 , 6 6 1 2 

0 2386 

0,1713 

0 4679 

1 
2 
3 
л 

3$£ q 4334 U,/ООО 

0*9325 

N = 8 

- о ! 7967 

8¾ 

0,1012 

* 

5 
? 

8 
10 

- о ! 1489 
0,1489 

S 
0 ¾ 

О*3627 

О Л 495 

ill 
8:3 
8:?1S 
0,0667 



Рис. 2.2. Конфигурация обла-
сти водоотбора в условиях 
примера 

понижение составляет 50 м; компенсационное 
питание отсутствует. Водоотбор равномерно 
распределен по области водоотбора, ве-
личина его модуля Г составляет 0,008 м/сут, 
что при площади области, равной 17,64 км2, 
соответствует суммарному дебиту Q = 
= 141 120 м3/сут. 

Рассмотрим точку M1 внутри области 
водоотбора. Влияние водозабора сложной 
конфигурации приближенно эквивалентно вли-
янию площадного водозабора круглой формы 
радиуса r m i n с центром в точке М, и влия-
ния N одиночных водозаборов, расстояния 
которых от точки M определяются формулой 
(2.31), а дебиты — формулой (2.32). Принимая 
N = 4, в условиях примера имеем: r\ = 1580 м, 
гз—2258 м, гз = 3142 м, г 4 = 3 8 1 9 м. Вычертив 
на плане области окружности этих радиусов 
и отметив точки их пересечения (Л, В, С и £>) 
с контурами границы области водоотбора, 
соединяем эти точки с точкой Mt и замеряем 
величины углов, под которыми видны части 
дуг окружностей, лежащие внутри области. 
При этом следует иметь в виду воз-
можность разрывов дуг — внутри области 
водоотбора они имеют по две части — 
соответствующие углы следует суммировать. 
Измеренные значения углов 9(г*) на рис. 2.4 
составили: 0(г , ) = 5 , 3 9 рад; 0(/-2) ==2,71 рад; 

0,19 рад. В соответствии с формулой (2.32) определяем 

3 Км 
-J 

в(г8) = 0 , 7 5 рад; в(г4) 
нагрузки каждого из четырех одиночных водозаборов: 

Q 1 = 
4000— 1400 

2 • 17,64 • 10е 1580 • 5 , 3 9 • 0 ,3479 • 141 120 = 30 813 м 3 / еут 

и, аналогично, Q 2 = 4 l 499 м3/сут, Q3-=15981 м3/сут, Q4 = 2625 м3/сут. Дебит пло-
щадного водозабора Q k p , согласно формуле (2.33), составил 50 202 м3/сут. 
Теперь остается только сложить понижения, обусловленные влиянием площад-
ного водозабора, рассчитываемого по формуле (2.23) с понижениями от ка-
ждого из одиночных водозаборов, рассчитываемых по зависимости (2.6). На 
рис. 2.3 изображен график зависимости понижения в точке Mh построенный 
описанным способом. Для расчета понижения в точке M2 определяем: rmta = 
= 5 0 0 м, Гш«х — 4000 м; согласно формуле (2.31) значения расстояний равиы: 
rj—743 м, 1655 м, г 3 = 2 8 4 5 м, г4 = 3757 м; соответствующие значения углов, 
определенные по плаиу области, составили 0(ri) = 2 , 8 3 рад, 0(г2) =4,01 рад, 

Рис. 2.3. Результаты расчетов пони-
жения с помощью различных методов 
(в условиях примера) для точек 

Afl ( / ) a Af2 (2) 
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О (г3) = 2 , 0 6 рад, G(r«) = 0 , 3 7 рад; величина нагрузки на первый из одиночных 
водозаборов, по формуле (2,32) 

Q1 = 743 . 2 ,83 • 0,3479 • 141 120 = 10 241 м3/сут 

и аналогично: Q2 = 60 588 м5/сут, Q3 = 53 505 м3/сут, Q4-=6771 м3/сут. На рис. 2.3 
изображен график зависимости S(M2 , (), полученной как результат суперпози-
ции четырех скважин. 

В гидрогеологической практике площадные водозаборы часто 
рассматриваются с помощью замены их истинной конфигурации 
равновеликой окружностью, центр которой расположен в центре 
тяжести водозабора. Такая замена не всегда оправдана, особенно 
Для внутренних точек области отбора. В работе [10] рассматри-
ваются условия такой замены, анализируются критерии ее до-
пустимости и соответствующие погрешности. 

Расчеты при линейном изменении дебита во времени. Пусть 
величина водоотбора изменяется по закону 

Q (/J = Q 0 + М - (2.34) 

Временная зависимость дебита при этом 

Q(P) = ~~+JT- (2.35) 

Путем несложных преобразований можно показать, что временная 
зависимость понижения 

RoiM, t) = Roo(M, t) + -LAR(M, t), (2.36) 

где RooiM, t)—соответствующая зависимость гидравлического 
сопротивления для постоянного во времени отбора: 

T = Q0A, (2.37) 

где ARiM, t) представляет собой оригинал Л а п л а с а от изобра-
жения p-2UsiM, р). Так, для схемы неограниченного однородного 
пласта, эксплуатируемого одиночным врдозабором в условиях от-
сутствия перетекания, зависимость AR (М, t) имеет вид 

MiM. о — £ [ _ ( , + е - ' " ] . (2.38) 

Это p m e w w i Ф . М. Бочевером. П р и 1 > {2,Ь, . . . , Ь)гг}а 

ARiM, * ) « • (2.39) 

При отборе подземных вод линейным водозабором протяжен-
ности В в тех ж е условиях 

AR (М, t) = - i ^ - 1 3 erfc ~ ~ . (2.40) 



Ш ' Е П З г 

д К ( М , , ) . ^ - ( , - 8 2 1 " eric 

(рис. 2 .4 ,0) в 

Us (М. р) (1 + е е - м V575), 

г д е [ = 

" = 7 7 V¥' 

R0 (М, /) - . - I f - ( - L + H erfc - t ^ ) ; 



для точки с абсциссой х внутри полосы отбора (см. рис. 2.4, б ) 
имеет вид: 

Us(MtP) — - [ 2 - е V + 
2В (d2-dl)-Z-

+ ее V flI - е v flJ - ее v fll J , (2.46) 

гидравлическое сопротивление 

<«• о - [i - ̂  w + с i,er,c w -
- i 'erfc - ^ = A е i 'erfc — + i i 1 . (2.47) 

2 - y W 2 VoiT J 

Д л я оценки эксплуатационных ресурсов подземных вод в каче-
стве х следует принимать абсциссу точки, в которой понижение 
максимально. Положение этой точки изменяется с течением вре-
мени; при больших значениях времени величина х стремится 
к своему предельному значению: 

X = d l + d * - £ d i I d i - (2.48) 

Рассмотрим теперь те ж е условия, но при дебите водозабора , 
линейно изменяющемся во времени. Величина гидравлического 
сопротивления определяется формулой (2.36), причем для линей-
ного водозабора временная зависимость AR определяется выра-
жением 

а д л я площадного 

aIt (1 1й .чл .(„ x — di , x + d AR = O D , " a t ^ ( l - 16 i ' e r f c + e l6 i 4 er fc 2 B ( d 2 — dl) V 2 */aTt 2 Va2f 

- 16 i4erfc - e l 6 i 'erfc )• <2 50) 
2 VaTt 2 V o T ' / V ' 

Расчеты при перетекании с учетом переменного напора в пи-
т а ю щ е м горизонте. Условия, когда понижение уровня подземных 
вод в питающем пласте равно нулю, в действительности встре-
чаются довольно редко. 

Рассмотрим более реальную модель слоистой системы, в ко-
торой учитывается, что при изменении уровня подземных вод 
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Т а б л и ц а 2 . 4 

Значения функции D(z, а) 

0,2 

0,819 
0,809 
0,741 
0,651 
0,559 
0,472 
0,391 
0,319 
0,256 
0,202 
0,156 
0,034 
0,005 

0,4 

0,670 
0,670 
0,651 
0,596 
0,524 
0,449 
0,376 
0,309 
0,249 
0,197 
0,153 
0,033 
0,005 

0,6 

0,549 
0,549 
0,546 
0,521 
0,473 
0,417 
0,353 
0,293 
0,238 
0,190 
0,149 
0,033 
0,005 

0,8 

0,449 
0,449 
0,449 
0,440 
0,413 
0,372 
0,323 
0,273 
0,224 
0,180 
0,142 
0,032 
0,005 

1,0 

0,368 
0,368 
0,368 
0,365 
0,352 
0,326 
0,290 
0,249 
0,208 
0,169 
0,134 
0,031 
0,004 

1,5 

0,223 
0,223 
0,223 
0,223 
0,221 
0,216 
0,203 
0,184 
0,160 
0,135 
0,111 
0,028 
0,004 

в эксплуатируемом горизонте меняется и уровень в смежном, 
пласте. Уравнения фильтрации при этом имеют вид: 

1 № ( ' - ^ l ) -a, dt 

02 

где Si, S2 — понижения соответственно в питающем и эксплуати-
руемом горизонтах; 

„ , / , . 2 (2.52) 

k0, т о — соответственно коэффициент фильтрации и мощность 
разделяющего слоя. 

Решение уравнений (2.51) может быть получено в виде изоб-
ражений по Л а п л а р у д л я общего случая соотношения между па-
раметрами слоев. Это решение, приведенное в работе [10], м о ж е т 
быть в ы р а ж е н о в виде следующих передаточных функций пони-
жения: 

1) д л я эксплуатируемого горизонта 

U82 - fe.Ko (г V Q ~ ^ K o (г У Щ (2.53) 

2) д л я питающего слоя 

Usr--^rlKo (г V Q - Ко (г V O , 
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Iu h 
Х ' - Ы + б о - О ; 

O i - ^ f ^ — ^ - g f ) , i = 1 7 * 2 ; 

Л = 

(2.54) 

^=Ww Wr дЛг ) + *•<'*>]•' 
Cf s i = ^ 1 L f - [ к . ( г д / Ю - K0 (rg)], 

где v = ^ ; а = + 

> (10 -т- 20) ~ ~ (ц, + JX3). 

(2.58) 

(2.59) 

(2.53) 

* в 2 _ [ _ Ef ( _ J f r ) + v K o ( r g ) ] . 

пределения понижения в сква> 

= ( I n J ^ - V h l g r ) t 

До, = 4.t ( 1 + v ) (2.61) 
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Линейный водозабор в пласте с перетеканием с учетом изме-
нения уровня в питающем слое. Передаточные функции пониже-
ния в пластах при эксплуатации одного из них протяженным ли-
нейным рядом имеют вид: 
1) в эксплуатируемом пласте 

2) в питающем пласте 

где Xi определяется по уравнению (2.54), величины Vi — по фор-
муле (2.56). 

При выполнении условия (2.59) значения сопротивления мо-
гут определяться по формулам 

*« = W T v T [v ^ a t ш - i e r f c T T s ) + 

*•• = - b o W - i e r , c Т Т Л ) - т ° * ( - кг 
(2.63) 

В частности, для определения понижения на линии водозабора 
могут быть использованы формулы: 

*» - -BjrW (WlF+тerf * vsO; 

2.3. СХЕМЫ ОДНОРОДНЫХ ПЛАСТОВ 
С ГРАНИЦЕЙ ПИТАНИЯ В ПЛАНЕ 

Выражения для передаточных функций понижения для схем 
однородного пласта с границей питания прямолинейной формы 
могут быть получены с помощью принципа отражения, согласно 
которому влияние водоотбора на понижение уровня подземных 
вод в условиях наличия границы эквивалентно совместному влия-
нию истинного водозабора и его зеркального отражения относи-
тельно границы в условиях схемы неограниченного пласта. 
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U S ( M , p ) = ^ t K o H ) - K o (PP)L 

При / - о с 

Ro (М, 00) = ^ r [Ко (*г) ™ Ко (gp)]; 

при g = 0 

/ ? о ( М , оо ) = J r I n ^ . 

Д л я 

U s i M t р) = -Щ5- ( е~ Рг — е~Р р), 

При 

А ' _ е" 



а в 

Я»(М, = 

При отборе 

^ s { М , р) _ - ¾ ^ ! ! 8 ь рх + 

d n ^ a i (где Jr3 — 
изображен на рис. 



Рис. 2.5. Зависимости относительного 
значения абсциссы точки максималь-
ного понижения (кривая / ) и соот-
ветствующего значения гидравличе-
ского сопротивления (кривая 2) от 
времени в условиях отбора подзем-
ных вод площадным водозабором 
в виде полосы в схеме однородного 
пласта 

X0/Zi/at-,(BM)R0 

мость величины гидравлического сопротивления BjdR0 (Af0, t) 
в этой точке от того ж е параметра . 

Пример расчета эксплуатационных ресурсов подземных вод с учетом пере-
мещения точки наибольшего понижения в процессе водоотбора. 

Гидрогеологические условия определяются параметрами: T=IO3 м2/сут, а— 
= IO4 м*/сут, полуширина полосы отбора ¢/=5000 м; следует определить вели-
чину эксплуатационных ресурсов подземных вод иа срок / = IO4 сут, если протя-
женность полосы отбора В—20 ООО м, допустимое понижение составляет 50 м. 

1. Вначале вычисляем значение ^ /Va*"" 5000/VlO4- IO4=O1SO; по (табл. 2.4) 
находим, что величина X0/2d равна 0,763 откуда X0=0,736-10 000=7360 м; вели-
чина гидравлического сопротивления, соответствующая этой точке, равна (d/B) X 
X 1,0964= (5000/20 000) Х81,096=0,274; расход водоотбора, который может быть 
осуществлен в этих условиях, 

1(13 , СП 
Q = - ^ ^ 7 4 • = 182 415 MVcyr =--2,11 м3/с. 

2. Если считать, что положение наиболее глубокой точки депрессионной 
воронки локализуется в точке Mt близ середины полосы отбора, т. е. при 
= 5000 м, согласно формуле (2.77), получим 

D г AA A IO4-IO4 ( . .2 . 5000 R0 (M0, t) = - = - ^ - - й ™ - {1 - 4i2 erfc 2 • IO4 • 5000 \ 2 V l O r 7 T o 4 

„. . , 2 • 5000 - 5000 . . (2 • 5000) + 5000 ) . 0 л Л 0 — 2t2 erfc 2i2 erfc — —— I ™ 0,2442, 
2 V l O 4 - Ю 4 2 VlO 4 - IO4 J 

что соответствует расходу Q водоотбора в размере 2,37 м3/с. 
3. Если принять, что наибольшее понижение соответствует точке с абсцис-

сой х=2 ¢/=-10 000 м, по формуле (2.77) получаем, что величина сопротивления 
составит: R0(M2, t) =0,220, что соответствует расходу водоотбора в размере 
2,63 м3/с. 

Таким образом, приведенный пример показывает, что перенос 
положения точки наибольшего понижения к центру водозабора 
или к его периферии от точки X0 приводит к завышению величины 
эксплуатационных ресурсов подземных вод (в условиях примера 
соответственно на 12 и 25 % ) . 

Оценка изменения поверхностного стока при эксплуатации под-
земных вод в условиях однородного пласта-полуплоскости. Пере-
даточная функция редукции для условий отбора подземных вод 
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линейным рядом скважин параллельным реке или одиночным 
водозабором впервые получена М. Хантушем и имеет вид: 

Uw(P) = Z V , (2.78) 

где d — расстояние между водозабором и рекой; g - - компенса-
ционный эффект, а соответствующее ей выражение для функции 
редукции [10]: 

( 2 J 9 ) 

D (z, а) = : - I j V a erfc ( г ~ - f ) + е а erfc {z + ~ ) J . (2.80) 

Значения функции D(z, а) приведены в табл. 2.4 (см. также при-
ложение, программу 33). 

При /-VOO устанавливается предельное значение функции ре-
дукции у- равное 

Y = z~ g d . (2.81) 

Таким образом, в условиях компенсационного питания величина 
редукции в принципе не может сравняться с величиной водоот-
бора. 

Характер зависимости предельной относительной редукции от 
значения g довольно резкий, и д а ж е при относительно небольшой 
погрешности в оценке значения g соответствующее изменение ко-
эффициента Y может оказаться заметным. Таким образом, для 
надежной оценки редукции поверхностного стока важно иметь и 
достаточно обоснованное значение g, причем, очевидно, в опреде-
лении g предпочтительна оценка с погрешностью в сторону за-
нижения. 

При отсутствии компенсационного питания, т. е. при g = 0, фор-
мула (2.97) упрощается [28]: 

W0 (t) •= erfc (2.82) 
2 -yat ' 

Функция интегральной относительной редукции в рассматри-
ваемых условиях определена М. Хантушем и выражается форму-
лой 

' W - л ( т f a * ) : <2-83> 

Л (г, a) = D (г, а) - - ^ L D* ( z , «). (2.84) 

Функция D(z, а ) определена выражением (2.80), а функция 
D*(z, а)—выраже-нием (2.11). Вычисление значений функции 
Л (г, а ) на микрокалькуляторе можно выполнять по программе 3 
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(см. приложение). При отсутствии компенсационного питания 
формула (2.83) переходит в известную формулу: 

V (/) = 4i2 erfc — ^ 7 = - . (2.85) 
2 т/at 

Полосообразный водозабор. При отборе подземных вод пло-
щадным водозабором полосообразной формы в условиях пласта-
полуплоскости передаточная функция редукции может быть опре-
делена, исходя из выражения (2.78), если проинтегрировать его 
по переменной d в пределах от d\ до d2 и затем разделить на 
( d 2 - d l ) . 

»№Д) • <2'86) 
Передаточной функции (2.86) соответствует функция редукции 
следующего вида: 

W - ТсгЬг [т ( т ^ Г * ' ) - С Y W -
 xO] • (2-871 

где положено X/ = S^h / = 1,2. Предельное значение этой функции 

Y = - И — (2-88) 
В условиях отсутствия компенсационного питания формула (2.87) 
упрощается 

W0 (0 = (ierfc - 4 = - - ierfc - ^ = A (2.89) di — di \ 2 л/at 2 ^at J 

Функция интегральной редукции определится выражением 

с (j() = / J3 g r f c _ i3erfc (2.90) 
d3 - di \ 2 ^at 2 Va? ) 

Для условий компенсационного питания функция интеграль-
ной редукции имеет более сложное выражение: 

'W = TtrbrK1̂ r. *')-л*(т̂ г *•)]• <2'9,) 
где 

A*(z, a ) = ( l ~ - ^ - ) d * ( z , a ) D(z, a ) + 

+ ~ exp (~z2 — a2/4z2). (2.92) 

Расчет значений функции A* (z, a ) на микрокалькуляторе вы-
полняется по программе 4 (см. приложение). 

Если полоса водозабора начинается непосредственно у уреза 
реки, т. е. при Xi = О, X 2 = d , формулы (2.87), ( 2 . 8 9 ) - ( 2 . 9 2 ) 
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.„(0 = 4 [ Ы в ^ a t - D - ( - - ^ i - , У.-)], 

X = dg; 

а в отсутствия — 

Шо (0 = - ^ ( - ^ - i e r f c ^ ) . 

(2.93) 

(2.94) 

щионного 

0W = X e r f g V S ? 
ag't 

-"Oik-*) (2.95) 

(2.96) 

'(О = erfc О, 

0 ( 0 = 4 ! 1 erfc 0,4682 = 4 0,0766=0,3063. Для того, 
объема стока в водохранилище в резуль 

в сутках время; в Р 

= 0,25 км». 



ЙГлет* эксплуатации расход реки уменьшится иа 3,2 м3/с, 
получит в результате отбора подземных вод 0,7 км3 воды; через IS лет расход 
реки сократится на 3,51 U3Ic, сток в водохранилище — на 1,23 км8. 

времен T I f лет1Р18а2Н5Т / у ? 

Юо(0== 1 W ^ 0erfc 2vm*r-

— i erfc - ^ = ^ = = - ^ = 4 ,272 (i erfc 0 ,3511 — i erfc 0 ,5852) -

— 4 , 272 (0 ,2812 — 0,1619) — 0 ,5097 . 

= 17,088 ( i s erfc 0,3511 - i3 erfc 0 , 

Это соответствует 
в размере 0,245 к 
двух других значений времени составляют: при / = 1 0 
F - 0 , 7 1 км5; при / = 1 5 лет и» = 3,51 м3/с; V = 1,24 км3. Все 

/==10 лет w = 3,20 M3Zc; 

2 
= 1,7088 (0 ,5642 — i erfc 0 ,5852) = 1,7088 ( 0 ,5642 - 0 ,1619) = 0 ,6875 . 

на 5 м3/с, находим, что к концу 5-го года расход реки 
определяем, что к концу 10-го года вели-
3,87 м3/с, к концу 15-го — 4,07 м3/с. 

Для 
конец 5-го года воспользуемся формулой (2.96): 

= 6 ,835 (0 ,0940 — I3 erfc 0 ,5852) 6 ,835 (0 ,0940 — 0,0163) = 0 ,5313 . 
У1 
редукцию объема 
для / = 1 5 лет V - 1 , 6 3 

Пример 2. Отбор 
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Z1 = 0 , 5 • IO"3 . 1600 - 0 , 8 ; X2 = 0 ,5 • IO"3 • 4000 - 2 ,0 , найдем, что 

и>о (О (0,166; 0 ,8 ) — D* (0,4; 2 , 0 ) ] = 

= (1/1 ,2) • ( 0 , 4 4 8 9 - 0 , 1 3 5 0 ) = 0,262. 

Л* (0 ,16; 0 ,8 ) = (1 — 2 • 0 ,16 2 /0 ,8 2 ) D* (0,16; 0 ,8) - 20,162 /0,8О (0,16; 0 ,8 ) + 
+ 2 - 0 , 1 6 / 0 , 8 ехр [ - ( 0 , 1 6 * + 0,82 /4 • 0,16*)] = 0,3850; 

2.4. ОЦЕНКА ИЗМЕНЕНИЯ ПОВЕРХНОСТНОГО СТОКА 
ПРИ ЭКСПЛУАТАЦИИ ПОДЗЕМНЫХ ВОД В УСЛОВИЯХ 
ДВУХСЛОЙНОГО ПЛАСТА 



- г г - j S h - = ^ - T T s ' 
(2.97) 

) в /-й области 
на рис. 2.9); а, 

(2.97) 

S 1 (оо, t) = S2 (оо, О = S3 ( - о с , 0 = 0. 

На границе областей 2 и 3 

S3(О, О = S 2(0, 0 ; 5з , (0 , 0 = S 2 , ( 0 , О-

(2.99) 

(2.100) 

Полагая, что Sj (х, р) 
Si (х, О, 



третьего из уравнений системы (2.97), удовлетворяющее условие 
ограниченности при х-*- —оо, в виде 

Si (х, р) = А3ех^', (2.101) 

где A3 — константа интегрирования. Решение двух первых уравне-
ний системы выполняется с привлечением собственных чисел и 
векторов матрицы 

bL , р bL \ 

G2(P) 
T1 + 'а, Т\ 

bL bL , P 
V T7 T3 а2 J 

(2.102) 

Если Xi — собственные числа матрицы G2(р) ( / = 1 , 2 ) , 
a Vi — (1, /Zi)' и V2~ (11 п 2 ) ' — соответствующие им собственные 
векторы, решение двух первых уравнений системы (2.97) пред-
ставляется в виде: 

51 (х, р) = ф, (х, р) + ф2 (х, р); 

52 (х, р) = п{%(х, р) + п2щ(х, р); 

Ф/ (х, р) = Л/ ch X1X + Bi sh Я/Х ± X 

X s h X / ( x — d)0(jc — d) (2.103) 

(знак «плюс» соответствует / = 1, знак «минус» — / = 2) ; Л/, В/ — 
константы интегрирования; <?(р)—изображение по Лапласу вре-
менной зависимости q(i); в (г) —единичная функция. 

Константы Ai, A2, A3, Bi, B2, определяются исходя из гранич-
ных условий ( 2 . 9 8 ) - ( 2 . 1 0 0 ) , преобразованных по Лапласу . Вели-
чина сокращения расхода реки под влиянием эксплуатационного 
отбора подземных вод на единицу протяженности ее русла опре-
деляется выражением: 

Г = (2.104) 

Согласно принципу суперпозиции, изображение по Лапласу W(р) 
временной зависимости изменения расхода реки W(t) определится 
выражением 

W(p) = Uw (р) Q(p), (2.105) 

где Q(p)—изображение временной зависимости водоотбора; 

U w ( P ) = T lS t
tAO, р ) ~ (2.106) 

передаточная функция изменения поверхностного стока. Выраже-
ние для Uw(р) в рассматриваемых условиях может быть полу-
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чено на основании равенства (2.103), (2.104) после определения 
из граничных условий констант интегрирования Ai, B1: 

(h + л / ^ f ) - (х2 + л / T f ) 
Uw(P) = V - V Ъ Z Ь v L j 

(2.107) 

где V = TifT2. 
Собственные числа Л/ матрицы G2(р) определяются с по-

мощью уравнения 

+-&-W-S5T ( ' + £ ) - 0 - < 2 Л 0 8 ) 

где a*, T*, — среднсгармонические значения параметров: 

„ 0Iflt^ т -IJTJ • ., ^ 2 . m jaq\ а * ~ а, + а2 ' l * ~ Tr+ T2 ' ц.+Ц, ' ^.Iuyj 

« / = 1 + - T - O I j = = h 2" (2.110) 

значения компонент собственных векторов 
T1 

h 
Выражения (2.109) и (2.110) могут быть использованы для 

определения временной зависимости сокращения расхода реки 
W(t) с использованием приближенных способов обращения пре-
образования Лапласа ; в случае Q(t) =Q 0 = r Const зависимость 
W(t) выразится в виде: 
W (t) = Q0w0(t), (2.111) 

где функция редукции представляет собой оригинал Лапласа — 
Карсона от изображения (2.107), получаемая с помощью чис-
ленного обратного преобразования Лапласа , например, по методу 
Гохберга. 

В широком классе типичных гидрогеологических условий вы-
ражение для передаточной функции (2.107) может быть суще-
ственно упрощено. Анализ этих условий наиболее просто и на-
глядно проводится на основе выражения (2.107). При больших 
значениях времени эксплуатации t, которым соответствуют ма-
лые значения параметра р, собственные элементы матрицы G2(р) 
могут быть приближенно представлены в виде: 

X1 « У ^ / Г * ; X2 « У/?/я; «1 « —v; Ti2TH 1, (2.112) 

где а — «эквивалентное» значение коэффициента уровнепровод-
ности двухслойной системы равное (7^+7^ ) / ( ^1 + ^2). Указанные 
приближения справедливы, если время эксплуатации превышает 
(20-r-40)ni/&z„ если эксплуатируются подземные воды слабонапор-
ного водоносного горизонта конуса выноса или предгорного 
шлейфа; в случае эксплуатации артезианского водоносного 
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D1 (z; a) = erfc г - e a + a S / 4 z ' erfc (z + 

D1 {г, a ) 

(2.115) 

(2.116) 

при отборе 
и (2.116), 
в задачах по 
нием отбора 

(2.115), (2.116) представляют собой 
авторами результатов на случай 





горизонта а2 , упругой водо-
отдачи 

если Ti = T2, то 

Г*, сог, 
личины Th В этих условиях относит 

С учетом известной формулы 

получаем, что в 

» * - s r / O + V 2 ) ( l + - j r ) « 0,2*4-. 

Поскольку графики функции D\(z, а ) 
чески совпадают с графиком для а = 
виям однослойного пласта и 
с рекой), можно оценить 
члена функции редукции: 

d > ( 1 5 25) AL. 

Если оно 

а, по формуле (2.112), составит 
(2.109) — 

d/(B 
второго 
. + AL). 

[29] 

ределены по формуле (2.82), 
а определяется формулой (2.109). 

редукции могут быть оп-
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2 .5 . С Х Е М Ы П Л А С Т О В - П О Л О С 

Схемы пластов-полос с двумя и разнородными границами 
рассматривались рядом исследователей [15, 28, 29]. При отборе 
подземных вод одиночной скважиной в условиях пласта-полосы 
с двумя границами питания передаточная функция понижения 
в точке M с координатами х, у может быть получена в виде 

Us (M, р)=У sln sHLinL Q- I Vl Vn'n* + (2.117) 
«=! V W + 3C2 + p 

где x=xjL, y = y/L, p=pL2/a, % = gL. Из выражения (2.117) 
могут быть получены стандартным образом зависимости для гид-
равлического сопротивления и его предельного значения. Послед-
нее, в случае отсутствия компенсационного питания, выражается 
в довольно простом виде: 

R0 (М, оо) = - J - In (2.118) 4 л ch я у — cos я (дг — JCo) 

Д л я расчета понижений на скважине можно пользоваться зависи-
мостью 

R0 (М, о о ) = » I n - I ^ y s * . . (2.119) г я яг0 

В случае схемы с разнородными границами может быть получено 
выражение для передаточной функции понижения, аналогичное 
(2.119). 

В условиях отсутствия компенсационного питания (g = 0) вы-
ражение для предельного значения гидравлического сопротивле-
ния имеет вид: 

1,27 tg J ^ i L 
R0 (М, оо) = - J r In . (2.120) 

Д л я условий отбора подземных вод линейными водозаборами 
параллельными границе, выражения для передаточной функции 
понижения и гидравлического сопротивления определены в ра-
боте [10]: 

1) для схемы с двумя границами питания 

usiM, P ) - a - ¾ - 1 Zfltrl ( 2 Л 2 1 ) 

Я„(М, /) = 2 Jg- E • S ' + к ' " [•1 - е" + "' Ч' <2'122> 
п = 1 ' 
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u " =1 л2(п 1-) + P 
(2.123) 

*o(M, i) 



Т а б л и ц а 2 . 7 

Значения функции 

я =1 
для вычисления гидравлического сопротивления на линни водозабора 
в схеме пласта-полосы с двумя границами питания 

0,001 
0,002 
0 ,004 
0,006 
0,008 
0,01 
0 , 0 2 
0 , 0 4 
0 , 0 6 
0 , 0 8 
0,1 
0,2 
0 , 4 
0,6 

0,1 

0,0180 
0,0254 
0,0352 
0 ,0422 
0 ,0474 
0 ,0514 
0 ,0632 
0,0730 
0 ,0776 
0 ,0804 
0,0824 
0,0874 
0 ,0896 
0 ,0900 
0,0900 

0,2 

0,0180 
0,0254 
0 ,0352 
0 ,0438 
0 ,0504 
0,0564 
0,0780 
0,1028 
0,1168 
0,1262 
0,1330 
0 ,1502 
0 ,1586 
0,1598 
0,1600 

0,3 

0,0180 
0,0254 
0 ,0352 
0 ,0438 
0 ,0504 
0,0564 
0,0798 
0 , 1 1 1 2 
0,1324 
0,1480 
0 ,1596 
0 ,1916 
0,2074 
0,2096 
0,2100 

0 ,4 

0,0180 
0,0254 
0 ,0352 
0 ,0438 
0,0504 
0,0564 
0 ,0798 
0,1126 
0,1370 
0 ,1560 
0,1714 
0 ,2146 
0 ,2364 
0,2395 
0,2400 

0,5 

0,0180 
0,0254 
0,0352 
0,0438 
0,0504 
0 ,0564 
0 ,0798 
0,1128 
0,1378 
0 ,1580 
0,1744 
0,2218 
0,2460 
0,2494 
0,2500 

ваться программами 5 и 6 для микрокалькулятора (см. прило-
ж е н и е ) . 

Д л я в ы р а ж е н и я передаточной функции редукции и ее времен-
ной зависимости рекомендуется следующая форма представления, 
обоснованная в работе [10]: 

OO _ 

Uw(P) = V - E ^ z f - ' (2-127) 
n = l P +^rt 

^ 0 (O = Y - Z C f t e ~ V ~ , (2.128) 
H=I 

OO 

г д е у = Yj Cn — предельное значение функции редукции; Xn — 
п— 1 

т а к называемые собственные значения; Cn — коэффициенты раз-
л о ж е н и я передаточной функции; p=pL2/a, t = at/L2. 

Д л я схемы пласта-полосы с двумя границами питания соответ-
ствующие в ы р а ж е н и я имеют вид (по отношению к левой границе) : 
Y = Sh(X-X 1 )ZshX; (2.129) 

Cn = 2 T 2
l V l f > (2.130) п л2п2 + X2 * v 

Xn — л2п2 + X2, (2.131) 
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При отсутствии такого 
ные таблицы (табл, 2.9 и 2.10) 



Т а б л и ц а 2 .9 
Значения функции редукции для условий отбора подземных вод пласта-полосы 
с двумя границами питания линейным водозабором 

0,2 0,4 0,6 0,8 

0,10 
0,15 
0 ,20 
0 ,30 
0 ,40 
0 ,50 

0,6547 
0,7140 
0,7479 
0,7806 
0,7928 
0,7973 
0,8000 

0,3707 
0,4617 
0,5158 
0,5687 
0,5883 
0,5956 
0,6000 

0,1779 
0,2627 
0,3160 
0,3687 
0,3883 
0,3956 
0,4000 

0,0663 
0,1157 
0,1481 
0,1806 
0,1928 
0,1973 
0,2000 

П р и м е ч а н и е . При Т< 0,10 W0^erfc 
2 л/Т 

Д л я оценки интегральной редукции поверхностного стока 
в условиях пластов-полос в работе [10] предложено выражение 

t > ( 0 « Y - y Е С « е ~ У ) (2.135) 

Т а б л и ц а 2.10 
Значения функции редукции для условий пласта-полосы с разнородными 
границами 

0,2 

0,6547 
0,7160 
0,7557 
0,7863 
0,8119 
0,8532 
0,8854 
0,9105 
0,9300 
0,9453 
0,9573 
0,9666 
0,9902 
0,9972 

0,4 

0,3714 
0,4687 
0,5383 
0,5946 
0,6425 
0,7210 
0,7821 
0,8297 
0,8669 
0,8960 
0,9188 
0,9365 
0,9815 
0,9946 

0,6 

0,1816 
0,2839 
0,3696 
0,4437 
0,5085 
0,6161 
0,7001 
0,7656 
0,8169 
0,8569 
0,8882 
0,9127 
0,9746 
0,9926 

0,8 

0,0810 
0,1725 
0,2637 
0,3476 
0,4227 
0,5487 
0,6474 
0,7245 
0,7847 
0,8318 
0,8686 
0,8973 
0,9700 
0,9913 

П р и м е ч а н и е . При F < 0,10 значение ш0 может быть приближенно опре-

делено по формуле w 0 % e r f c — 
2 Y i • 
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(2.128), где (по 

2 sh X 
(2.140) 

(2.142) 

y ~ 2 (X 2 -X 1 ) XCh X 
(2.143) 



Рис. 2.11. Графики временных зависимостей функции редукции W0 (а) и инте-
гральной функции редукции v (б) в условиях площадного водозабора, занимаю-
щего всю площад- чласта-полосы: 
1—2 — границы питания (I — две однородные, 2 — разнородные) 

а при отсутствии компенсационного питания Y= На рис. 2.11 
приведен график временной зависимости функций редукции и ин-
тегральной редукции для условий, когда компенсационное пита-
ние отсутствует, а область водоотбора занимает всю область 
фильтрации. 

2.6. СХЕМЫ С ПЛАНОВОЙ ФИЛЬТРАЦИОННОЙ 
НЕОДНОРОДНОСТЬЮ И ГРАНИЦЕЙ ПИТАНИЯ 

Рассмотрим схему, довольно часто возникающую при решении 
практических задач: река, схематизированная в виде прямой ли-
нии, параллельной границе неоднородности (соответствующей, 
например, фациальной границе между речным аллювием и корен-
ными отложениями долины) или в виде смены пролювиальных 
отложений мелкозернистыми на конусах выноса. 

При этом возможны два варианта размещения водозабора: 
в ближней к реке области неоднородности и удаленной от нее 
области. Рассмотрим сначала решение задачи для условий раз-
мещения водозабора во второй области. Задачи, связанные с оцен-
кой эксплуатационных ресурсов подземных вод в таких условиях 
рассматривались рядом авторов [13 и др. ] . Поэтому уделим вни-
мание лишь практически наиболее важным случаям, когда под-
земные воды отбираются линейными и площадными системами 
скважин. 

В рассматриваемых условиях, при линейном водозаборе, по-
ток плоскопараллелен, соответствующие уравнения фильтра-
ции — одномерны, а именно, 

1 SS1 _ S2S1 2 о 

- I r < 2 1 4 4 > 
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где Sj(х, t) — понижение уровня (напора) подземных вод в точке 
M области /, причем абсцисса этой точки отсчитывается от уреза 
реки, Qj — коэффициент уровнепроводности /-й области; T1 — ко-
эффициент водопроводности этой же области; g,- — компенсаци-
онный эффект /-й области; q — величина дебита водозабора на 
единицу его длины. На урезе реки ставится граничное условие 
совершенного питания: 

5 , ( 0 , /) = 0; (2.145) 

при x - v оо должно выполняться условие ограниченности решения: 
S2(х, /)->0, х-+оо. (2.146) 

Наконец, на линии X = X1 (граница неоднородности) должны вы-
полняться условия 4-го рода, выражающие непрерывность напора 
и расхода: 

S, (xt, t) = S2(xlt 0 ; (2.147) 

S'i(xu t) = xS'2(xu t), (2.148) 

где штрих означает дифференцирование по координате, а 
X = T2PT1. (2.149) 

Преобразованные по Лапласу во временной области уравнения 
(2.144) приобретают вид: 

Sl-PtSl = O; 

Sl - P2
2S2 - - - I - 6 ( x - d ) , (2.150) 

' 2 
где $(р) — изображение временной зависимости расхода водоот-
бора на единицу длины линейного ряда 

Я/ 

Уравнения (2.150) представляют собой систему обыкновенных 
дифференциальных уравнений относительно неизвестных функций 
51 (.y), S 2(X); решив ее стандартным образом и определив значе-
ние производной Si (х) при х=0, получим следующее выражение 
для передаточной функции понижения: 

Il ( M п\ — 1 PI Ch PtJCi S h p 2 (d — X 1 ) - f v p 2 S h p 1 X 1 C h p 2 (d — X 1 ) 
u s y m , p ) — ^p2 p.chp.x, +Vp2Shp1X1 

(2.151) 

(при этом характерным значением коэффициента водопроводимо-
сти считается величина T2). 

Изображение вида (2.151) не может быть использовано для 
прямого нахождения оригинала д а ж е в простейшем случае отсут-
ствия компенсационного питания. Поэтому для оценки эксплуата-
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ционных ресурсов в таких случаях целесообразно воспользоваться» 
например, методом Гохберга для численного обращения преобра-
зования Лапласа . 

Выражение для передаточной функции редукции для тех же 
условий имеет вид: 

U w = л р . х Г + ( v S / P i F s h l ^ r * ( 2 Л 5 2 ) 

Определение оригинала от изображения (2.152) также представ-
ляет собой сложную задачу. Поэтому и для определения времен-
ных зависимостей редукции при наличии компенсационного пита-
ния можно рекомендовать способ Гохберга. 

В условиях отсутствия компенсационного питания функции 
редукции и интегральной редукции могут быть получены в явном 
виде 

W0 (0 — Ф* ; е; р ) ; (2.153) 

P=V (̂IFrr); <2Л54> 
•-тй-г I=-VlF'' <2Л55> 

OO 

Ф2(2; е; р) = er fc( l + р ) г + Z ( - 1 ) " + 1 ея [erfc(2n + P - U * -
п «= I 

— erfc (2п + р + 1) г]. (2.156) 

Выражение для функции интегральной редукции вытекает из вы-
ражений (2.153) и (2.156): 

О ( 0 = Ф Г ( — е ; р ) , (2.157) 
V 2-у att J 

OO 

Ф Г ( * ; е; p) = 4 i 2 e r f c ( 1 4 - p ) 2 4- Z ( - I ) " + V X 
п = I 

X [4i2 erfc (2л + р — 1) z - 4i2 erfc (2л + р + 1)2]. (2.158) 

Более подробный вывод выражений (2.153) и (2.157), а т акже 
краткая таблица значений функции Фг приведены в работе [10], 
а графики этой функции — в работе [25]. Однако, поскольку функ-
ции Фг и ФГ зависят от трех аргументов, пользование как таб-
лицами, так и графиками достаточно неудобно. В связи с этим 
предлагаются программы U и 12 д л я расчета значений этих 
функций на микрокалькуляторе типа «Электроника Б3-34» (см. 
приложение), а т акже пример расчета с их помощью. 

Пример / . Параметры водоносных пластов: 7*1 — 200 м2/сут, 7*2 =»5000 мг/сут; 
Ai = 2000 м'/сут; а2 = 50 ООО м2/сут; компенсационное питание отсутствует. Линей-
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Рис. 2.12. Графики зависимо-
стей а'о(0 ( / ) и v(t) (2) в ус-
ловиях примеров при размеще-
нии линейного водозабора 
в первой (сплошные линии) и 
во второй (пунктирные линии) 
областях неоднородности 

L 

ный ряд скважин размешен на расстоянии d = 4 0 0 0 м от реки, согласно схеме, 
приведенной на рис. 2.17, б", JCi =2500 м. Требуется определить временные 
зависимости wQ(t) и 

Р е ш е н и е 1. Определяем по формуле (2.149) у = 5000/200=25; по фор-
мулам (2.155) л = 25(2000/50000)'/ , = 5; е = (1 - 5 ) / ( 1 + 5 ) = - 0 , 6 6 6 6 . По фор-

2. Для расчета временной зависимости и»0(0 согласно выражению (2.156) 
вводим в память микрокалькулятора программу вычисления функции Ф2*, 
а также соответствующие константы, точность вычислений (0,001) н параметры: 
р=0,12; е = —0,6666. Задавшись каким-либо значением времени, например, 1=> 
= 20 лет = 7300 сут, вычисляем значение z = x1/2(fl|/)'/j = 0,3271; заносим это 
число на регистр калькулятора: выполняем операции В/О, С/П и, прибли-
зительно через 1,5 мин, получаем результат: Ф 2 =0,2373. Поступив аналогично 
для других значений /, получим соответствующие значения Ф2* (рис. 2.12) (кри-
вая ./). 

3. Для расчета временной зависимости v(t) согласно выражению (2.157), 
вводим в память микрокалькулятора программу расчета функции Ф2** и, если 
необходимо, заносим в соответствующие регистры константы программы, точ-
ность расчета и параметры. Задаваясь значением времени, например, принимая 
/ = 20 лет — 7300 сут, определяем г = 0,3271; заносим это число на операционный 
регистр калькулятора, выполняем В/О, С/П и, примерно через 2,5 мин, счи-
тываем ответ Ф2** = 0,1473. Поступив аналогично для других значений t, строим 
кривую зависимости v(t) (рис. 2.12, кривая 2). 

Таким же образом решаются задачи по определению гидравли-
ческих сопротивлений и характеристик редукции в случае разме-
щения линейного водозабора в первой области неоднородности 
(см. рис. 2.4, а). Действуя в той же последовательности, что и 

в рассмотренном выше случае, получим выражение для переда-
точной функции понижения на линии водозабора 

В качестве характерного значения коэффициента водопроводности 
здесь выступает величина Ti. 

Выражение для передаточной функции редукции в этих усло-
виях получается в виде: 

US(M, р) sh pirf P lChPi (х , - r f ) + v p 2 s h p , (x,—d) 
P 1 B P 1 S h p 1 X 1 - I - V p 2 C h p 1 X 1 

(2.159) 

(Vp2Zp1)Shp1 ( x i — rf) - f ch Pi (х , - d ) 
( v p 2 / p , ) S h p 1 X 1 + C h p 1 X 1 

(2.160) 
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в 
редукции и COOT-

(2.161) 

(2.162) 

где ФГ(2; е; а) = erfc а г + Z j ( - 1 )л + V [erfc (2п - а) г -

- e r f c ( 2 n + a ) * ] ; (2.163) 

ФГ(г ; е; а) = 4i2 erfc d * - f £ ( - 1 ) п + 1 en [4i2erfc(2n - а ) г -
Л = 1 

— 4i2 erfc (2я + а) z] . (2.164) 

Как и в случае функций Ф^, ФГ, ДЛЯ 
Фи фГ 
лятор (см. при программы 13 и 14). Ниже 

вод 
[и системами скважин передаточные функции редукции вида 

(2.160) или (2.152) необходимо проинтегрировать относительно 
переменной d по области водоотбора и разделить на ее площадь. 
Так, при отборе подземных вод площадным водозабором, имею-



W1 

щим вид полосы и целиком расположенным в пределах первой 
области неоднородности, передаточная функция редукции 

shp, ( д г , - Ы + r i c h p , (*i - S i ) - [ s h p , ( * . - ! . ) + 
Uw (р) = . (2.165) 

У И ' (£» — Ы Pi [ ^ S H P 1 X 1 + C H P 1 * , ] V 

Соответствующая функция редукции 

„ч 2 V W [ > ( Xx Ь \ r ( X1 . \2 \ 1 ' ~ J ~ C l l l V ^ T ' ' " Л * 
(2.166) 

OO 

C1 (г, е; a) = i erfc az + £ ( —1)" e"[i erfc(2rt — a ) z + 
n = I 

+ i erfc (2n + a) z], (2.167) 

а соответствующая функция интегральной редукции имеет вид: 

Х L Л 2 Va i ' *< / Л 2 Va , / / J 

(2.168) 
OO 

С* (z, е, a) = i3 erfc dz + £ ( - 1 ) " е" [ i3 erfc (2л - a) z + 
Я=1 

-+ i3 erfc (2п + а) г]. (2.169) 

Программы 15 и 16 (см. приложение) предназначены для вы-
числения значений функций Ci и Ci*. 

Ниже рассмотрен пример расчета с помощью этих программ. 
Пример 1. В условиях предыдущего примера требуется рассчитать времен-

ные зависимости w0(t), v(t), если отбор подземных вод осуществляется площад-
ным водозабором, имеющим вид полосы при 1̂ = 500 м, £2=2500 м. 

Р е ш е н и е 1. Параметры неоднородности 8 = -0 ,6666 уже определен в пре-
дыдущем примере; определяем значения a, = | i /* i =500/2500 = 0,2 и Ct2=S2Zx1 = 
= 2000/2500 =0,8. 

2. Вводим в память калькулятора программу вычисления функции C1, кон-
станты fl]—ag, точность расчета (0,001); в регистр 7 отправляем значение O1 = 
= 0,2. Задаваясь каким-либо значением времени, например, / = 1 0 лет = 3650 сут, 
найдем значение г = 2 5 0 0 / 2 (2000• 3 6 5 0 ) = 0,4626 и занесём его на операционный 
регистр калькулятора. Выполняя В/О, С/П, пускаем калькулятор иа счет и через 
2 мин получаем ответ: С,(0,4626; —0,6666; 0,2)=0,5654. 

Занося теперь в регистр 7 значение а 2 = 0 , 8 и снова набирая число 0,4626 
на операционном регистре, выполняем В/О, С/П и находим значение С|(0,4626; 
— 0,6666; 0,8)=0,4027. По формуле (2.166) находим значение функции редукции: 

— 2 ^ 5 O F - (0.5654 - 0,4027)=0,5868. 

Поступая аналогично для других значений времени, получим в результате кри-
вую tt'0(0, которая приведена на рис. 2.13 (кривая / ) . 

3. Введем в память калькулятора программу вычисления функции C1, кон-
станты O1-O6; в регистр 7 отправим значение Oi = 0 , 2 ; в регистр 8 — значение 
f = —0,6666. При выбранном нами значении времени / = 1 0 лет величина пара-
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Рнс. 2.13, Графики 
«остей W0(I) Я о(1) в уело-

0,4626. это 
нули в 

в регистр 9, Согласно 
•в А и Д ; 

выполняем В/О, С/П и через 2 мин получаем результат: 
0 ,2)=0,9612, Затем заносим значение O 2 - 0 , 8 в регистр 7; 
в регистры А и Д. ттту-.в регистр В, выполняем ] 

единицу— в регистр В; 
: 12С[* (0,4626; - 0 ,6666 ; 

и Д, единицу — в регистр В, выполняем В/О, С/П и получаем 
в результате 12С,* (0,4626; -0 ,6666; 0,8)=0,6465. Согласно формуле (2.168), 

8 V2000 • 3650 I / А 0 Й 1 0 
о ( 0 = 2000 - 500 12" (0.9612 - 0 , 5 4 6 5 ) = 0 , 4 9 8 0 . 

/, получаем 
вую S(I), KOI 

При расположении полосы отбора за границей фильтрационной 
неоднородности, во второй области выражение для передаточной 
функции редукции получается в виде: 

е-е> «.-*.> «•-*»> 

При этом функция редукции 

« « » ) ] • ( 2 Л 7 1 > 

P Z - V - I - C T T - 0 * i = = h 2 ; (2.172) 

Ci (г; в; р) = i erfc (1 + р)г + Д < - 1 ) " + ' X 

X [i erfc (2п -f р — 1)г — i erfc (2« -{-р - f 1) z]. (2.173) 

Функция интегральной редукции для этих ж е условий может 
быть записана в виде: 

Е "O-cKTb-'« <# <2-,74> 
С* (г , е, р) = i3 erfc (1 + р)-г £ ( ~ I)" е л X 

я «=»1 

X P 3 erfc (2i 4- р — 1) z —- i3 erfc <2л + р + 1) *]. (2,175) 
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Программы 17 и 18 для расчета значений функций Сг и С* 
приведены в приложении. Ниже рассмотрен пример их Исполь-
зования. 

Пример. В условиях предыдущего примера определить временные зависи-
мости w0(t) и v(l) при эксплуатации подземных вод площадным водозабором, 
размещенным в полосе между абсциссами =3000 м и | 2 = 5 0 0 0 м, в соответ-
ствии со схемой, приведенной на рис. 2,19, б. 

Р е ш е н и е . 1. Временная зависимость w0(t) определяется формулой 
<2.171). Определим значения pt и р2, входящие в эту формулу 

_ _ _ з о о о _ _ _ _ _ 5 о о о 

0 , = Л / ^ О О О О - Ы О - - 1 ) = 0 ' 0 4 1 Р 2 ~ V ^ O O O O - ("2500 1 J = 0 . 2 -
2. Вводим в память калькулятора программу для расчета функции C2, 

а также константы а,—Q6, точность расчета (0,001), а также значения е = 
— —0,6666 (в регистр 8) и pi —0,04 (в регистр 7). Задаваясь значением времени 
/ = 1 0 лет = 3650 сут, определяем значение г = 2500/2(2000• 3650)V2 = 0,4626. 
Заносим его на операционный регистр калькулятора и выполняем В/О, С/П. 
"Результат этого расчета — значение C2(0,4626; --0,6666; 0 ,04 )=0 ,0724— полу-
чаем спустя примерно 1,5 мин. После этого вводим значение р2 = 0,2 в регистр 7; 
снова набираем значение 0,4626 и выполняем операции В/О, С/П. Результат 
этого расчета — значение С2(0,4626; —0,6666; 0 ,2)=0 ,0603. Теперь функция 
редукции определится по формуле (2.171): 

Аналогично проводятся расчеты и при других значениях времени. Зависимость 
w0(t) для условий примера представлена на рис. 2.13 (кривая 3). 

3. Вводим в память калькулятора программу для расчета функции Cs*, 
константы, значение точности (0,001) и параметры задачи: е = —0,6666 (в ре-
гистр 8), pi = 0,04 (в регистр 7). Для значения времени / = 10 лет величина 
параметра г равна 0,4626; занося это число на операционный регистр кальку-
лятора, выполняем: В/О, С/П, и через 1,5 мин получаем ответ: 12С2*(0,4626; 
—0,6666; 0,04) = 0,1531. Аналогично, засылая р2 = 0,2 в регистр 7 и пуская про-
грамму, получаем, что 12С2*(0.4626; —0,6666; 0,2)=0,1299. Г1о формуле (2.175) 
определяем, что искомое значение v(t) будет равно 

. ( 0 - ^ ^ - ^ - , . , . 5 . . - . , ^ , - . . . 4 7 . . 

График зависимости v(t) приведен на рис. 2 13 (кривая 4). 

Если область водоотбора захватывает обе области неоднород-
ности, согласно принципу суперпозиции, следует разбить ее на две 
части, л е ж а щ и е соответственно в каждой из областей неоднород-
ности, и сложить частичные величины редукции, обусловливаемые 
работой каждой из частей водозабора. 

При оценке характеристик редукции в условиях компенсацион-
ного питания полезны оценки значений предельных величин функ-
ций относительной редукции. Часто оказывается, что соответству-
ющие предельные значения настолько незначительны, что расчет 
временных зависимостей изменения поверхностного стока в таких 
условиях не представляет никакого интереса. Д л я условий отбора 
подземных вод линейным рядом скважин в пределах первой об-
ласти неоднородности 

,, — sh g, ( X 1 - d) + c h g l (х, — dl ( е ) 
7 (vg 2 /g , ) s h g , * , + d i g , * , к г . к о ) 

105 



Д л я условий отбора подземных вод линейным или одиночным 
водозабором в пределах второй области неоднородности 

у ch giXi + (vg2/gt) Shg1IT - ' (2.177) 

При отборе подземных вод площадным водозабором, имеющим 
вид полосы, и целиком расположенным в первой области неодно-
родности 

sh g, ( X 1 - I i ) - ^ 2 - C h g 1 ( X i - I i ) -
Si 

+ - ^ 8 - C h g 1 (X2-U) 
81  

shg, (xi — Ы + 

(h — h ) g t s h SijfI' + ch g ,x,j 
(2.178) 

а при условиях схемы с водозабором во второй области неодно-
родности 

-gi ( ! « - • * > ) -gi (Ь-хо 

g2 (Ь — h ) sh g,x, 4- ch g,x,) \ g I J 

(2.179) 

Пример. Предполагается эксплуатировать подземные воды напорного извест-
някового горизонта, коэффициент водопроводимости которого F2=IOOO м2/сут, 
коэффициент пьезопроводности а2 = 107 м2/сут, причем прн понижении напора 
в эксплуатируемом горизонте в него будет происходить перетекание из нижеле-
жащих пластов. Величина коэффициента перетекания Ьь составляет IO-4 сут - 1 . 
Известняковый горизонт гидравлически связан с аллювиальными отложениями 
реки, прорезающими его на глубину, сравнимую с глубиной залегания относи-
тельного водоупора. Фильтрационные параметры аллювия: Г| = 400 м2/сут, C1 = 
=4000 м* /сут . Ширина, области распространения аллювия Xi = 1600 м. Эксплуа-
тация подземных вод проектируется двумя линейными водозаборами, соответ-
ственно иа расстояниях d{ = 2000 м и ^ 2 = 12 000 м от реки. Требуется оценить 
редукцию стока рекн к сроку f = 50 лет = 18 250 сут, если оба водозабора имеют 
равный (по 2 м3/с) дебнт, меженный расход рекн характеризуется величиной 
1,6 м3 /с. 

Р е ш е н и е . 1. Оценим величины предельных Относительных редукций при 
работе каждого из водозаборов. Воспользуемся для этого формулой (2.177). 
Вычислим входящие в нее значения компенсационных эффектов: g = ( 1 ( Н | 
400)'/*=0,5-IO-3 м-1; g 2 = ( 1 0 ^ / 1 0 0 0 ^ = 0 , 3 1 6 - 1 0 ~ 3 Значение коэффици-
ента V составляет, по формуле (2.149), 1000/400=2,5. Значение = 0,5-IO-3X 
X 1600= 0,8; согласно формуле (2.177), 

- 0 , 3 1 6 • 10-» ( 2 0 0 0 - 1 6 0 0 ) 
___ _______ Л ЛЛI J 

У = "сТГо,8 4- (2,5 ~ 0 , 3 1 б Т 1 б ^ 7 < ^ Т ш ^ ) sh 0,8" ~~ ' 

Прн аналогичном расчете для второго водозабора получаем значение 0,0136. 
Поэтому изменения расхода реки при эксплуатации подземных вод не превысят 
соответственно 2 0,3214=0,64 м3/с для первого водозабора и 2 0,0136= 
»=0,03 м3/с — для второго. Первая из определенных таким образом величин 
редукции составляет 40% от меженного расхода, вторая —менее 2%. Поэтому 
Целесообразно пренебречь временной зависимостью редукции от работы второго 
водозабора и рассчитать только соответствующую характеристику для первого. 

2. Рассчитаем значения передаточной функции редукции в нескольких узлах 
Рн с целью воспользоваться методом Гохберга численного обращения преобра-
зования Карсона. Поскольку / = 18 250 сут, величина временного масштаба со-
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2.14. Гр «МО 

ставит 18250/16 = 1140,625 сут, и первое из значений р будет равно: р , = 
= 1/1140,625=0,8767 • 10 - 3 сут"1. Подставив это значение в формулу (2.179), 

~ U w (Pi) =0 ,2972; Uw(P3)== Uw(Pl) 
'w(p<) 

/М?=Н,6Я 

^ s (М, р) = ^ - [Ко (Pr1) - Ко (Pr2) + Ко (Pr3) - Ко (Pr4)], (2.180) 

где гх — расстояние от точки M до водозабора (гх) и каждого 
относительно координатных осей. Гид его 

соответству! (2.180): 

-=(-4-)+-(-4-)]-

(2.181) 

(2.182) 

107 



В пределе, при t-*- оо, устанавливается предельное значение 
гидравлического сопротивления 

K0 (Mt 0 0 ) = - ^ - 1 1 1 - ^ . (2.183) 

Д л я схемы с разнородными границами при а = 9 0 ° выражение 
для передаточной функции понижения имеет вид: 

Us (Af, р) = - ^ [K0 (Prl) + Ко (Pr2) - Ко (Pr3) - Ко (Pr4)], (2.184) 

для гидравлического сопротивления — 

-'(4-- f)"'(4. «'•)]• <2185> 
а в условиях отсутствия компенсационного питания — 

*.<м. 0-ТЕГ[-Е|(-4)-и(-4)+ 
+е1(-4)+и(--4)1- <2л8в> 

В пределе, при t - * o o устанавливается стационарное значение 
сопротивления, равное 

RbiMt «>) = - S - I n - . (2.187) 

Задача по определению изменения поверхностного стока в ре-
зультате эксплуатации подземных вод одиночным водозабором 
в условиях пласта-квадранта ( а = 9 0 ° ) при отсутствии компенса-
ционного питания решена М. Хантушем. Функция редукции в его 
решении 

w0(t) = М* ( t g 9 0 , (2.188) 

М*(а, = А j e - ^ 1 + ̂ - ^ . (2.189) 

Вычисление значений функции (а, {}), может быть осуществлено 
с помощью программы 19 (см. приложение) . 

Зависимость (2.188) дает выражение для временной характе-
ристики изменения поверхностного стока реки 1 (горизонтальный 
луч) ; для того, чтобы получить соответствующие выражения для 
реки 2, следует заменить в (2.188) величину G0 на ( л / 2 ) — 0 О , 
а величину X 0 — н а величину Ч/о-
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В пределе, при t - + o o , величина предельной редукции расхода 
реки 1 равна 

29о 
Y - 1 - л 

соответственно реки 2 — 
260 

(2.190) 

(2.191) 

Суммарное изменение расхода обеих рек описывается функцией 
редукции вида 

W0 (/) — 1 — erfc Xo erfc . 
2 л/at 2 Va/ (2,192) 

Функция интегральной редукции по М. Хантушу, для реки 1 

- x V 4 a i 

У л 2 Va/ 
— е erf — 

2 Va/ 
(2.193) 

Суммарная функция интегральной редукции определена выра-
жением 

1 
(а, р) = \ erf erf d t . 

8 Vf Vt 
S* 

(2.194) 

(2.195) 

2.8. СХЕМЫ ПЛАСТОВ-ПОЛУПОЛОС 

Возможны пять вариантов пласта-полуполосы, имеющей по 
крайней мере одну границу питания (рис. 2.15), характеризую-
щихся различным взаимным расположением рек и границ посто-

Peка J 

У о 
Река1 

Река 
Ь 
X0 

X0 Река 2 Река 

Ф-
X0 *о _ 

Рис. 2.15. Схемы пластов-полупо-
лос: 
1 — скважина; 2 — граница постоянного 
расхода 

/777-'77?7?77?;/7/777/?7~7777Г7* ¢777////7/7/7/7//777' 

^ UXJCWSSSSSSSS/AX/ I , 
L i . ] / 
Ю г 

X0 

Ф 
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" - 1 - ? - + ! 2 

(2.196) 

I f = O оно 

е" 

(ависеть от х и д о а 

W-O--£-)• 
ная функция 
мулой 

^'Vt+*' "'"•+''(-г-+»') 
~ "Г™ д / л ! я ' + " F + 

(2.197) 

X e 

По 

(2.1! 

к реке 2 

C Z f = A £ J S L i ^ i M L + + (2.199) 

днтся из 
Ряды (2.198), (2. SieV 

к реке 3 на: 
в нем у о на L, t/0. 

Д л я 

^ ( 0 = 4 ^ 0 - 4 ^ 4 0 , 

где ш й ( 0 -

(2.200) 
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Vitw-4+« )̂' (2-20,) 

- P ( 0 - 4 I 1 D ; t L + <2* - 1) 

к реке 1 

(/) = I M O - A M O , (2.204) 

(2.127), 
( 2 . 1 2 9 ) - ( 2 . 1 3 1 ) , (2.136): 

X A ( ^ p 

D1 (2, a)== A ( z , a ) - ^ D 0 ( г , a), (2.206) 

структуру, ряд* (2.205) сходится быстро, и в 

s (0 = . P ( 0 - 4 - 1 Ё X 

x d * ( t j z t ;
 gL+(2л~1)ЛХо,1У ( 2 , 2 0 7 ) 
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(8=0) прс-

v - i _ 4 ° . __ A a r c t 2 . 
Y т я g 

2 , 2 e x p < - « W L ) s . n ( - ^ ) 
= ___ arctg r ^ ^ - Z z ^ ) • 

„ , exp < - « . * > 

На рис. 2.16 
Xo/L. yo/L. 

ионном эффекте» 
^ f o <0 ,8 ) на . 
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ft ~ (2n — 1) cos (2n-l)—^~ 
UP _ ^ M . _ 4 л Y 1 ( - D s + ! 

X exp V n T ( 2 M W f ) . (2.211) 

д / ^ Г Т З у + Т Г ) ; (2.212) 

w l n ( t ) ^ w ^ ( t ) - h w P ( t ) , (2.213) 

где wSl 

метрах у, Ck и Xfel  
(2.132—2.134), 

4 ( g L ) 2 + ( 2 « - l ) 2 я 2 4 X 

V ^ 2 " + T g 2 T 2 ) . (2.214) 

(2п + 1) у л2 + 

(2.215) 

= (2.216) 
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Yi в ус-

- ( 0 

л м о I i 
X0'(lV5r: V1^2"- ')2+"2} ¢2-217) 

* - 4 arctS [С - 2e-"-'2cos Jfs-} 

Y ft редукции между 
;ак и в случае первой схемы, оценено с 

Так, при Jc0^O,08 i 
реки 1, при J t 0 ^ 2 ее 
жуточной области, если X 0 ^ 0 , 6 2 , 
X + W 2 > 4 , 

(2.218) 

(2.219) 
I 

на рис. 2.15» в перс 
нем (2.79) для 
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C / s ( M > p ) e g ^ e n i m (2.220) 

R0 (M, ? ) = E 1 - I f - O ( M ) ; (2.221) 

U r M - y - ^ C . ^ ; 

•.(/)«Y-E1C .̂ 
где Хя к /«(M) -

—at/L2, 

Xn = $ e* (M) i i f - Ь dx (2.224) 

" WV-1 
(D) 
a f 

(D), 
f(M) =&(y — ф ( х ) ) , где y=cp(x) -

изображающей линейный ряд; в 
водозабора f (M) = б (* — х0), 
л водозабора, 
удах (2.222—2.223) у-

(рис. 2.18). Если 
Lx-

Xnk В " 
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^ 7 / / / / / / / / / / / / / / 7 / ^ ' / / / / / / / / / / / / / / / / /A 

Рис. 2.18. Схе-
мы пластов-
прямоугольни-
ков ( /—4 — но-
мера рек) 

где V==L2ZLu % = g L (суммирование в этом случае удобно вести 
по двум индексам, при этом, например, сумма (2.220) прини-
мает вид: 

V s i M t р ) = Yj - = X T - ^ ( A f ) , (2.227) 
Л, Jfl=I P 

а смысл всех элементов, входящих в выражения (2.220—223), 
остается прежним). 

Собственные функции в условиях схемы «а» имеют вид 
2 — О 

^nk [M) — —-J=T- sin knx sin пл — 
Vo v (2.228) 

Д л я определения изменения расхода реки 1 коэффициенты разло-
жения Cnft определяются равенствами 

C(I) 8fc sin Arni0 sin (2п — 1) nyofv 
пк 

8k 
2 п— 1 

Ji2Jfe2 - f п2 — - f X2 
(2.229) 

по отношению к реке 2 
р(2) 8« sin (2fe — 1) ях0 Sln япуо/у ((> nqm 
^nk — vi{2k—\) п 2 (2k — 1 )2 + я2л2 /о2 -f- X 2 ' IAZCHJJ 

Чтобы получить аналогичные выражения для реки 3 следует за-
менить в формулах Jco на 1—Jto; для реки 4 — заменить уо на 
V — у 0. 

В случае схемы «б» собственные значения определяются ра-
венством 

(«--5-У 
Kk = л2*2 + 4 . J - f X2, (2.231) 

собственные функции — равенством 

еПк (*, У) = - ^ = - sin krix sin (п л 
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I яРо/o c a - ' - - " у ^ Ц ^ — . 

4 2 « — 1 s in (2k 1 ) пхо s in (2л I) 

Д л я 
реке 3, следует в формулах (2.233), (2.234) 

В условиях схемы «в» собственные знач 

а для 

C S = 4 2 л — 1 

к реке 2 

Sln <2Аг — 1) Sln (2л — 1) 

(2.234) 

(2.236) 

(2.237) 

lnk==n*k>+ л*-^r+-X2; 

<?я* (аг, й = sin cos л > 

Для оценки 

1, 

хностного стока 

(2.240) 
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- + (2.241) 

(*, у) = - ^ L - sin л (й — 4 " ) * cos ллр/о, я > 1; 

стока и в этом случае уд 
с 

а п л а с , имеющим орМУ к р . а с 

Anft = / 1 + X2, « = 1 , 2 , . . . ; 1 . 2 , . . . (2.243) 

г д е ^ - ^ ^ п о л о ж и т е л ь н ы й ^ к о р е н ь ^ ^ Zfe (z); ^ — (2 

1 * *. *. '. ! 2,4048 5,5201 8,6537 11,792 14,931 18,071 
| / о Ы | • 0,5192 0,3403 0,2715 0,2325 0,2067 0,1877 

Коэффициенты^ разложения Cnk в формуле (2.229) 

г _ h(h,nh)h,n 

Uw (P) = , (2.246) 
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Y = /o(Xro)//o(X). (2.247) 

будет претерпевать изменения. В работе [11] 

в 

u^(P) ^-ГТК--T1 . 
7 А д -^- + S2 

T = l / a g 2 . 

(2.249) 

(2.250) 

д р ( / ) = С ( 1 - е - , / т ) ; (2.251) 

= O + I ^ r p <2-252> 
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Глава 3 

ОЦЕНКА ЭКСПЛУАТАЦИОННЫХ РЕСУРСОВ 
ПОДЗЕМНЫХ ВОД И ИЗМЕНЕНИЯ ПОВЕРХНОСТНОГО 
СТОКА ПРИ ПЕРИОДИЧЕСКОМ РЕЖИМЕ ВОДООТБОРА 

Периодический режим отбора подземных вод характерен для 
условий их использования в орошении. Как отмечалось в гл. 1,при 
гидрогеологических расчетах водозаборов подземных вод в этом 
случае традиционно использовались способы, связанные с пред-
ставлением расчетного графика водоотбора в виде ступенчатой 
функции времени [16, 19], причем реакция геофильтрационной си-
стемы на возмущение такого вида находится с помощью примене-
ния принципа суперпозиции, сложением реакций от влияния каж-
дой отдельно взятой ступени графика. 

Ступенчатый график водоотбора, конечно, идеализирован и 
служит исключительно для удобства проведения расчетов с ис-
пользованием разработанного методического аппарата , основан-
ного на гидравлических сопротивлениях. Известны модификации, 
упрощающие применение указанного способа. Можно представить 
себе, что в каждом отдельно взятом году форма графика водоот-
бора действительно приближается к ступенчатой, однако от года 
к году как величины, так и сроки начала и конца каждой ступени 
в любых природно-хозяйственных условиях подвержены случай-
ным колебаниям, обусловленным многочисленными естествен-
ными и эксплуатационными факторами. Поэтому, в отличие от 
существующей практики расчетов производительности водозабо-
ров на основе детерминированного графика дебита, соответствую-
щего характерному режиму отбора подземных вод в многолет-
нем разрезе, раздельный учет усредненного гидрографа их от-
бора и его случайных колебаний в отдельные годы служит 
основой более обоснованной оценки эксплуатационных ресурсов 
подземных вод. 

Усредненный график отбора подземных вод, понимаемый как 
средний по ряду конкретных лет, т. е., как математическое ожида-
ние, имеет при этом сглаженный характер (из-за случайных ва-
риаций начал и концов каждой ступени). Эффективным средством 
описания гладких временных периодических зависимостей служат 
разложения в тригонометрические ряды Фурье [10]. Методы та-
кого анализа периодических природных и технических процессов 
широко применяются во многих теоретических и прикладных от-
раслях науки. Использование рядов Фурье, по сравнению с мето-
дом ступенчатых гидрографов, дает ряд преимуществ: 1) сокра-
щается объем необходимых вычислений, особенно если требуется 
расчет только характерных (обычно экстремальных) величин реак-
ций геофильтрационных систем на периодическое возмущение; 
2) облегчается теоретический анализ получаемых зависимостей 
от отдельных факторов и параметров; 3) малозначимые локальные 
особенности и случайные шумы, содержащиеся в получаемых на 
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1 градус/сут. С 
отбора 

быть 

QO = Qo+ Z Qn cos (rt/ — фп), 

с я удобной градусная мера углов, так как 
.90) частота ю = 2 я / т может быть 

(3.1) 
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можно считать, что 
на одну и ту ж е дату, а 

Im. При этом сумма 

год 
COOT-

Д 0 -

ветствующую 

sLv) = skv )-f S p m 

сооон 
— l)T+^rn) — 

понижения в v-й год на дату 
tm. Таким образом для решения первой из 

величины S ^ и S a o 

1я второй зал 

Spm = -^-Rpmt 

Rpm = Z RnQn COS (ntm -ф„- W„l л=1 

в v-й год может быть теперь представлена в виде 

Sm1 = -Jr- RmK 

где R^ =Ro((v-V-C+tm) +Rpm-

второй из сформулированных задач, 

Формулы (3.2) и (3.7) представляют собой 

плуатационных ресурсов подземных вод. Для": 
менения этой методики необходимо, однако, указать 

Г в и д е "(3. и ™ ) , T 
ческих сопротивлений Rn и 
(3.4). В настоящей главе, 

(3.3) 

(3.4) 

(3.5) 

(3.6) 

(3.7) 

основу 

Оно 

методикой, 

вод. Однако 
подробностям метода триго-

водоотбора, сделаем 
с тем обстоятельством, что, не» 

этого метода по срав-
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фиках, д л я применения предлагаемого метода необходимо проде-
лать ряд математических операций, непривычных для практики 
гидрогеологических расчетов. Г л а в н а я из этих операций — н а х о ж -
дение частотных характеристик понижения. Может возникнуть за -
кономерный вопрос: нельзя ли все-таки, оставив в стороне частот-
ные характеристики, пользоваться более простыми по структуре 
ступенчатыми графиками? Разумеется , можно: результаты расчета 
и в том, и в другом случае будут очень близкими. Есть, однако, 
случаи, когда применение частотных характеристик обязательно, 
например, когда возникает необходимость в расчете вероятностных 
характеристик понижения и редукции, что детально рассмотрено 
в гл. 4. 

3.1. ГАРМОНИЧЕСКИИ АНАЛИЗ ГИДРОГРАФА ВОДООТБОРА 

Вычисление характеристик разложения ( 3 . 1 ) — в е л и ч и н Qn и 
ф п д л я конкретных графиков водоотбора может основываться на 
многочисленных методах практического гармонического анализа . 
В большинстве случаев задание среднемесячных значений вели-
чины водоотбора представляет собой достаточно детальную харак-
теристику режима водопотребления, поэтому здесь предлагается 
способ определения величин Qn и ф„, аналогичный известным схе-
мам К. Рунге и получивший название «схемы среднемесячных зна-
чений». При расчетах по этой схеме значения среднемесячных ве-
личин водоотбора Q* (1 12) выписываются в порядке, пока-
занном на табл. 3.1. После этого над образовавшимися парами 
значений производят сложения и вычитания, результаты кото-
рых — соответственно величины и,- и Vj — выписываются в после-
дующие графы расчетной таблицы. После выполнения над ними 
последовательных сложений и вычитаний находят величины £ / , 
Aj, Oj, 6 j на основании которых вычисляются коэффициенты р а з -
ложения (3.1) Фурье Q0, Qn, Qn' 

1 
Qo = - 4 ~ S2 4~ 2з), 

Q l = 0,1592 Ai + 0,1165 Д 2 + 0,0427 Д3; 

Q2 = 0,1378 (Si - S 3 ) ; 

Q3 = 0,1031 (Ai — Д2 — Аз); 

Qi = 0,0689 (Si - 2S2 4- S3); ( 3 8 ) 

Ql = 0,0427oi 4- 0,1165о2 4- 0,1592о3; 

Ql = 0,0796 (6, - f 624-63); 

Ql = 0,1061 (о 1 4- O 2 - а3); 

Ql = 0,1194 (6, - 6 3 ) . 
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Т а б л и ц а 3.1 
Схема среднемесячных значений для определения коэффициентов Фурье 

1. Определение первичных сумм («/) и разностей (v/) 

Ql Q2 Q3 Ql Q* Qe 

Q*2 Qu Qm Q9 Ql <S 

Ui U2 «3 Ut Us U6 

Vi V2 Vi Vi V5 V6 

2. Определение вторичных сумм ( I / , А/) и разностей (а/, 6/) 

Ui U2 «3 Vi V2 V3 

U6 Us Ui V6 Vs V4 

Si S2 Ai A2 A3 

Oi CT2 вл 6. f>2 6з 

Амплитуды и фазовые углы разложения (3.1) определяются как 
модули и аргументы комплексов Q n - M Q n ( / — мнимая единица) : 

Qn = д /Qn + Qrt2; 
farc tg Q j Q n , если Qn > 0 ; 

<fn = 1 », - > 
1180 + arctg Q„/Qn, если Qn < 0. 

Пример. Определение параметров разложения (3.1) по схеме среднемесяч-
ных значений. Величины Q*j в условиях примера следующие: 
Месяц 1 2 3 4 5 6 
Расход, м3 /с 1,20 0 ,00 1,11 4,81 8,11 9,52 
Месяц 7 8 9 10 11 12 
Расход, м 3 /с 9 ,69 9 ,14 8 ,15 6 ,66 5 ,23 3 ,29 

Расчеты по схеме среднемесячных величии приведены в табл. 3.2. Значения 
коэффициентов Фурье, найденные с помощью формул (3.8), при этом таковы: 
п 0 1 2 3 4 
Qn, м3/с — - 4 , 6 4 0,38 0 ,24 0,002 

Qn, м3 /с — —2,28 —1,02 0,01 0,006 

Qn, V3/ с 5,59 5,17 1,08 0 ,24 0,007 
— 206 290 1 71 
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моник (2) 

На рис. 3.1 приведены графики среднемесячных значений водоотбора и его 
приближения разложением (3.1), в котором принято N=3. Степень приближе-
Т а б л и ц а 3 .2 
Схема среднемесячных значений для условий примера 
1. Первичные суммы («/) и разности (V/) 

1,20 0,00 M l 4,81 8,11 9,52 

3,29 5,23 6,88 8,15 9,14 9,69 

4,49 5,23 7,99 12,96 17,25 19,21 

vJ —2,09 —5,23 —5,77 —3,34 —1,03 - 0 , 1 7 

2. Вторичные суммы (2/, Aj) и разности (о/, б/) 

4,49 5,23 7,99 - 2 , 0 9 —5,23 —5,77 

19,21 17,25 12,96 —0,17 —1,03 —3,37 

I 1 23,70 22,48 20,95 А/ —2,26 —6,26 —9,11 

—14,72 — 12,02 —4,97 6/ — 1,92 —4,20 —2,43 
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8 . 2 . Р А С Ч Е Т П Е Р И О Д И Ч Е С К О Й С О С Т А В Л Я Ю Щ Е Й 
В УСЛОВИЯХ НЕОГРАНИЧЕННОГО ОДНОРОДНОГО ПЛАСТА 

Как было показано в гл. I» 
стемы «водозабор — водоносный пласт» может быть 

S (Mt t) = St(M, t) + S,{Mt f ) + Str(M1 f ) , (3.10) 

один-три года эксплуатации). Ti 
ресурсов подземных вод 

водоотбора остается определ! 
[жения. Согласно выражению (1.93), эта за-

рмонических сопротивлений Rn и 
п. Д л я этого, в свою очередь, необходимо 

для частотной характеристики пони-
формула 

R (М, о) е " ' * < м ' - Us (М, Ao). (3.11) 

В наиболее простом случае эксплуатации подземных вод не-
ограниченного однородного водоносного пласта одиночным водо-

R(M t = V i r ) - ' 

Ч = ф ( г V ^ ) . (3.12) 

где N(г ) = (кег2г + kei2z)'/» ;tg Ф(г) = — k e i г /ker г; кег г и k e i z — 
и Кельвина [25]. Графики зависимостей N(z) и Ф(г) при-
в ГЛ. 1 (см. рис. 1.6). 

Рассмотрим случай отбора подземных вод однородного пласта 
иейной системой CKi При 

фактора 
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Рис. 3.2. Графики частотных ха-
рактеристик понижения для усло-
вий отбора подземных вод линей-
ным рядом скважии в неограни-
ченном однородном водоносном 
пласте (пунктирные линии — ам-
плитудные; сплошные линии — фа-
зовые) 

Выражение передаточной функции понижения для этих усло-
вий имеет вид (2.9), а соответствующее гидравлическое сопротив-
ление выражается формулой (2.10). Подставив р = ко в формулу 
(2.9) и произведя алгебраические преобразования, находим ча-
стотные характеристики понижения в точке М, удаленной от ли-
нии водоотбора на расстояние х: 

R= e " g ; - s q / 2 »• ( з л з > 

"У = ~+gxc sin^-, (3.14) 

где с= У 1 - f (a/ag2)2; (3.15) 
о = arctg сo/ag2. (3.16) 

В частности, на самой линии водоотбора, т. е. при Jt=O, имеем: 
R = iUcBg; (3.17) 
^ = а/2. (3.18) 

Ha рис. 3.2 изображены серии графиков зависимостей частот-
ных характеристик рассматриваемой схемы от параметра х(а>/а)у\ 
характеризующего расстояние от точки M до линии водоотбора и 
частоту, и от параметра u = (d/ag2, характеризующего величину 
компенсационного эффекта. Графики амплитудно-частотных ха-
рактеристик показывают, что при фиксированном значении ком-
пенсационного эффекта увеличение частоты первоначально влечет 
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лишь незначительное уменьшение амплитудно-частотной характе -
ристики и, таким образом, в этих условиях амплитуды первых 
гармоник не будут претерпевать уменьшения. В то ж е время ф а з ы 
этих гармоник, как показывает анализ фазо-частотных характе-
ристик, значительно увеличиваются при росте частоты. Так, в ха-
рактерных условиях, когда £ = 2 - 1 0 - 3 м - 1 и а = 2-10 4 м2/сут, на 
основной частоте W = O1Ol75 сут - 1 , для точки Af, расположенной на 
расстоянии х = 500 м от водозабора , значение амплитудно-частот-
ной характеристики, вычисленное по формуле (3.13), равно при 
этом 0,0045 (принято, что В— 20 км) . Значение фазовой характе-
ристики составляет при этом ^ = 1 2 ^ 4 ; на частоте второй гармо-
ники значения частотных характеристик для этой ж е точки равны: 
R = 0,0043 и ^ = 24°. На частоте третьей гармоники, соответ-
ственно, R = 0,0040 и ^ = 34^5. Таким образом, величина ампли-
туды второй гармоники уменьшится в 1,05 раза , третьей — 
в 1,12 раза по сравнению с амплитудой первой гармоники. Д л я 
точки, расположенной в 0,5 км от водозабора , при условии отсут-
ствия компенсационного питания получим: на частоте первой гар-
моники # = 0,0192 и xF = 63°,9; второй — R = 0,0119 и ^ = 7 ^ , 8 . 

Д р у г а я в а ж н а я особенность частотных характеристик рассмат-
риваемой схемы, устанавливаемая с помощью анализа рис. 3.2 
и формул (3.14) и ( 3 . 1 8 ) — н а л и ч и е ненулевого фазового сдвига 
между водоотбором и понижением непосредственно в точках на 
линии водоотбора. Формула (3.14) указывает на уменьшение ве-
личины этого сдвига при увеличении компенсационного эффекта ; 
в условиях отсутствия компенсационного питания эта величина 
максимально и составляет 45°, что соответствует полуторамесяч-
ному сдвигу по времени. 

Рассмотрим теперь условия отбора подземных вод неограничен-
ного однородного водоносного горизонта площадной системой 
скважин, равномерно распределенной в полосе шириной 2d и про-
тяженностью В. В ы р а ж е н и е для передаточной функции пониже-
ния в центре водозабора дается д л я этих условий формулой 
(2.17). Если подставить в нее р = к о , получим в ы р а ж е н и я д л я 
частотных характеристик понижения в этой точке. В случае от-
сутствия компенсационного питания подстановка p — iсо и вы-
полнение алгебраических преобразований приводят при этом 
к следующим соотношениям: 

(3.19) 

(3.20) 

(3.21) 
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Т а б л и ца 3.3 

Значения функций A(z) и F (г) 

А (г) F (г) 

0,9512 
0 ,9048 
0 ,8607 
0,8188 
0,7789 
0,7410 
0 ,7049 
0,6707 
0,6382 
0,6074 
0,5781 
0,5504 
0,5241 
0,4992 
0,4757 
0,4534 
0,4324 
0,4125 
0 ,3937 
0,3760 

0,9374 
0,8769 
0,8186 
0,7623 
0,7082 
0,6562 
0,6064 
0,5586 
0,5130 
0,4694 
0,4280 
0,3887 
0,3514 
0,3163 
0,2832 
0,2521 
0,2230 
0,1960 
О,1709 
0,1477 

А (г) 

2 , 1 
2 , 2 
2 . 3 
2 . 4 
2 . 5 
2.6 
2 . 7 
2.8 
2 , 9 
3 , 0 
3 , 2 
3 , 4 
3 , 6 
3 , 8 
4 , 0 
4 , 2 
4 , 4 
4 , 6 
4 , 8 
5 , 0 

0 ,3593 
0,3436 
0,3288 
0,3149 
0,3018 
0,2895 
0,2772 
0,2671 
0,2569 
0 ,2473 
0,2300 
0 ,2147 
0,2012 
0,1894 
0 ,1789 
0 ,1696 
0,1613 
0,1539 
0,1472 
0,1412 

Значения функций Л (г) , F(z) приведены в табл. 3.3. При г < 
< 0 , 1 с точностью до третьего знака справедливы приближения 

Л (z) = V T ^ z , F ( Z ) = I - ; (3.22) 

при z > 5 
A(Z)=I /г У 2"; F (z) = 0. (3.23) 

Графики зависимостей A(z), F(z) представлены на рис. 3.3. Фазо-
вая характеристика площадного водозабора, начинающаяся при 
малых z (от значения 45°), при росте этого параметра увеличива-
ется до 90°, что соответствует (на частоте основных колебаний) 
трехмесячному отставанию пиковых значений понижения от мак-
симума расхода водоотбора. 

В случае наличия компенсационного питания соответствующие 
формулы становятся весьма громоздкими. Поэтому вместо них 
приводится программа для микрокалькулятора, позволяющая 
определять значения R a ^ для точки в центре водозабора (см. 
приложение, программу 20). 

Пример. Рассчитать внутригодовой ход понижения уровня подземных вод 
в центральной точке целесообразного площадного водозабора, в 10-м году экс-
плуатации неограниченного однородного пласта, с параметрами 7 = 1800 м2/сут, 
а = 15 ООО м2/сут; £ = 0 , 4 - 1 0 - 3 м - 1 . Продольная протяженность полосы отбора 
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Q (О = 5 ,59 + 5 ,17 cos « - 206°) + 1,08 COS (2/ - 290° 

cos ( 3 / - 1 ° - 87°) » 1,09 cos (t — 288 е) + 

+ 0,11 COS (21 - 16°) + 0 ,02 cos (31 - 88°) , 
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Рис. 3.4. График временной зависимо-
сти понижения в условиях примера 

j пштгшштшж г,тс 

При вычислении аргумента косинуса во второй гармонике мы учли 
период этой функции, равный 360°, и вместо 2/ — 376° записали 
2 / - 1 6 ° . На рис. 3.4 изображен график временной зависимости 
S ( ^ ) = S a - + - S p ( / ) . Ее максимум равен 7,95 и достигается в конце 
октября. По сравнению с графиком водоотбора (рис. 3.1) макси-
мум понижения сдвинут на три месяца. Вычисление значений пе-
риодической компоненты понижения удобно производить с по-
мощью программы 21 для микрокалькулятора типа Электроника 
БЗ-34 (см. приложение). 

Если не требуется определять всю картину годового хода пе-
риодической компоненты понижения, а нужно лишь оценить ее 
максимальное значение, можно использовать программу 22 (см. 
приложение) определения максимума периодической функции, 
заданной тремя гармониками разложения Фурье. Расчет по этой 
программе для условий примера дает значение Zmax = 290,74 сут 
(что соответствует третьей декаде октября) и значение Spmax = 
= 0,99 (что в сумме с вычисленным ранее значением S a = 6 , 9 6 , 
дает максимальное значение понижения в размере 7,95 м) . 

Условия плановой фильтрационной неоднородности. Д л я схемы 
с плановой фильтрационной неоднородностью (см. рис. 2.6, а) 
в условиях отсутствия перетекания передаточная функция пони-
жения имеет вид (2.42). Подставив р=т и проводя необходимые 
комплексные преобразования, получим частотные характеристики 
понижения 

R = ; (3.24) 
2 

V O2 

ЦТ = 4 - + a r c t g — ? * l ! j l ! L L _ f (3.25) 
4 * 1 + ее cosz v ' 

где z = d У2Mfa2 . (3.26) 

Программа 23 (см. приложение) для микрокалькулятора позво-
ляет рассчитывать частотные характеристики. 
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Q ( t ) = 13,0 + 12,8 cos Ct - 202°) + 4 ,0 cos (2/ - 20°) + 

+ 3 ,7 cos ( 3 1 - 2 8 3 ° ) , тыс. м3/сут. 

+ 0,0262 cos (Ш - 20° - 4 5 ° ) + 

+ 0,0217 cos (31 - 283° - 45°) = 0,47 cos (t - 250°) - f 

+ 0,10 cos (2( - 65°) + 0,08 cos (3/ - 328°) , м 

3.3. СХЕМА ПОЛУОГРАНИЧЕННОГО ПЛАСТА 
С КОНТУРОМ ПИТАНИЯ 

Д л я того, чтобы получить частотные характеристики схемы 
полуограниченного водоносного пласта при различных условиях 
водоотбора (одиночного, линейного, площадного), воспользуемся 
выражениями передаточных функций понижения (см. рис. 2.7, а, 
6,8), а именно, формулами (2.65). (2.70), (2.75). Подст&вив в них 
P = HJJ и осуществив алгебраические преобразования, найдем ча-
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стотные характеристики понижения при отборе подземных вод 
одиночным водозабором в виде: 

Я (М, o>) = 1 b - ^ / " ( k e r z - k e r ^ ) 2 4 - ( k e i z - k e i ^ ; (3.27) 

k c i —— — k e i z 

Mr (Af, со) = arctg 1 • , (3.28) 
k e r k e r г а 

где ker г, kei г — функция Кельвина [25]; a = r / p ; z=r{<a/a)\ 
г — расстояние от точки Af до центра водозабора; р — расстояние 
от точки Af до его зеркального отражения относительно реки. При 
определении частотных характеристик понижения на самом водо-
заборе, члены формул (3.27), (3.28), содержащие аргумент z и 
аргумент г / а , как правило, неравноправны: значения функций 
Кельвина от ( г /а ) в этом случае будут значительно меньшими по 
абсолютной величине, чем значения этих функций от аргумента z. 
Физически это означает, что на частоте основных колебаний (с го-
довым периодом) влияние границы питания чувствуется толчками 
в окрестности водозабора только если он весьма близок к границе 
питания, что случается сравнительно редко. Поэтому для опреде-
ления частотных характеристик на самом водозаборе в большин-
стве случаев можно пользоваться формулами (3.12), относящимся 
к условиям неограниченного пласта. 

Для условий отбора подземных вод линейным водозабором, 
параллельным границе и отстоящим от нее на расстоянии d, ча-
стотные характеристики понижения в точке M на водозаборе опре-
деляются выражениями 

R (Mt о» = Л 0 д / - ^ 

V (Af. « ) « 4 5 - [ l - F (d V ^ 7 ) ] • 
(3.29) 

г д е функции A(z), F(z) определены равенствами (3.21). 
Для условий отбора подземных вод в полуограниченном пласте 

площадным водозабором, представляющим собой полосу, одна из 
с т о р о н которой совпадает с границей питания, а другая парал-
лельна ей и отстоит от нее на расстояние 2d, передаточная функ-
ц и я понижения в точке M полосы определена выражением (2.76). 
К а к отмечалось в гл. 2, точка максимального понижения при от-
б о р е подземных вод площадным водозабором в процессе эксплуа-
т а ц и и перемещается от середины полосы отбора к дальнему от 
г р а н и ц ы питания краю. Поскольку период основных колебаний 
р а в е н одному году (в большинстве случаев он может считаться 
м а л ы м по сравнению с общим сроком эксплуатации), можно до-
п у с т и т ь , что использование в расчетах эксплуатационных ресурсов 
п о д з е м н ы х вод значений частотных характеристик, соответствую-
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I - ; 

R(Mo, 

WiM t h (.) = 90° 

2-, 

ресурсов, т. е. 
Поэтому здесь 

(3.30) 

(3.31) 
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щие движение подземных вод. Одни из них усиливают в ы р а ж е н -
ность колебаний понижения, другие — с г л а ж и в а ю т их. 

Рассмотрим, в частности, влияние таких факторов, к а к наличие 
границы постоянного напора и компенсационного питания. 

Влияние границы постоянного напора на режим эксплуатаци-
онных колебаний уровня подземных вод можно проиллюстриро-
вать следующим примером. 

Пример. Однородный аллювиальный водоносный горизонт в долине реки 
эксплуатируется для целей орошения линейным водозабором протяженностью 
В = 40ООО м; компенсационное питание отсутствует ( g = 0 ) , фильтрационные 
параметры горизонта следующие: Г=500 м1/сут, а=4000 м2/сут. График водо-
отбора соответствует условиям, рассмотренным выше. Требуется определить, 
в какой мере проявляется влияние границы постоянного упора (урез реки) на 
внутригодовой ход эксплуатационных колебаний понижения на линии водо-
отбора в 50-й год его работы, и возможна ли его эксплуатация, если величина 
допустимого понижения Sfl0K = SS м. 

Зададимся каким-либо значением расстояния d между рекой и водозабором, 
например равным 1000 м. По формуле (2.72) определяем величину гидравличе-
ского сопротивления при / = 50 лет = 18 250 сут: 

п . . . .. У3000 • 18 250 / 1 . , 1000 \ Л Л о о о е Ro (Mo, / ) = — — 7 7 Г Щ Г I — 7 = 1 erfc . • ) = 0,02335. 
40 000 V У я V4000 • 18 250 J 

Апериодическая составляющая понижения в 50-й год эксплуатации 
К KQ , QR 4.ЛЛ 

S0 (Mo, t) = ' ' °'02335 "" 22'55' М* 

Задаваясь основной частотой колебаний wi = 2я/360 = 0,01751 сут-1. вычисляем 
значение параметра г=й(ы12а)Чк z= 1000(0,01721/2-4000)¾= 1,4667, и по фор-
мулам (3.29) с помощью табл. 3.3 находим значения частотных характеристик: 

/? (Mo, ю,) = Ri (Mo) « - J - ^ 6 Q - i 4 (1,4667) »0,00604; 

f ( M 0 , ю,) = % (M0) — 45° [1— F (1,4667)] = 32°. 
Согласно выражению (3.3), амплитура первой гармоники понижения будет 

равна (5,17-86 400/500) 0,00604 = 5,40 (м), а фазовый угол составит 206°+32°= 
=238°. С помощью аналогичных расчетов на частотах последующих гармоник 
определяем соответствующие величины гармонических сопротивлений и фазовых 
сдвигов. Их значения приведены в табл. 3.4. Определенное иа основании фор-
мулы (1.93) выражение временной зависимости периодической составляющей 
понижения имеет вид (четвертая гармоника с амплитудой менее 1 см исклю-
чена) 

S 0 (Mo, t) = 5,40 cos (t — 238°) + 0,85 cos (2t — 329°) + 0,15 cos (3/ - 44°) , м. 

Т а б л и ц а 3 .4 
Значения гидравлического сопротивления, гармонических сопротивлений 
и фазовых сдвигов понижения (по условиям примера) 

а, и Ra Ri R2 Ri Rt Ь *3 »4 

500 0,0121 0,0043 0,0037 0,0033 0,0030 18 25 29 32 
1000 0,0233 0,0060 0,0045 0,0037 0,0032 32 39 43 44 
1500 0,0338 0,0064 0,0044 0,0035 0,0030 40 45 46 46 
2000 0,0435 0,0064 0,0043 0,0035 0,0030 44 46 45 45 
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Влияние стабилизирующих факторов (границы постоянного 

уровня подземных вод, как видно из примеров, выражается в уве-

ющего фактора. Стабилизация означает, фактически, ослабление 
инерционных свойств системы: если, например, величина возмуще-
ния постоянна во времени, реакция геофильтрационной системы, 
подверженной воздействию стабилизирующих факторов, спустя 
некоторое время также становится практически постоянной. Эта 
величина времени (которую уместно называть сроком стабилиза-

Т а б л и ц а 3 .5 

е, км-» R. Ri R3 

9 

ь 
9 

% 
9 

ь 
9 

% 

0 ,5 0 0250 0,0060 0,0043 0 0035 0,0030 43 44 44 45 
1,0 0*0125 0,0060 0,0043 О!0035 0,0030 38 42 43 43 
2 , 0 0,0063 0.0052 0,0041 0,0034 24 33 36 38 
3 ,0 0,0042 0,0040 0,0035 0,0032 0,0028 13 22 28 31 
4 ,0 0,0032 0,0031 0,0029 0 0028 0 0026 8 14 19 24 
5 ,0 0,0025 0,0025 0,0024 0,0024 0)0023 5 9 14 17 

10,0 0,0013 0,0013 0,0013 0,0012 0,0012 1 2 4 5 
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к уменьшению величины временного сдвига с двух месяцев до двух 
декад (см. рис. 3.6). 

В случаях подавляющего преобладания первой гармоники 
в разложении (3.1) величина временного сдвига будет полностью 
определяться значением фазо-частотной характеристики пониже-
ния на основной частоте. Согласно выражению (3.18), при g=О, 
максимальное значение угла I|J (Af0, (о) для точки Mo, располо-
женной на линии водозабора, составляет 45° и не зависит от ча-
стоты. Это значение фазового сдвига, соответствующее полутора-
месячному запаздыванию максимума понижения за пиком водоот-
бора, достигается в случаях отсутствия стабилизирующих 
воздействий в системе (d -+• оо, g = 0) . Явление временного сдвига 
при отборе подземных вод линейными водозаборами объясняется 
особенностями взаимодействия скважин водозабора в периодиче-
ском режиме работы. Понижение в отдельно взятой скважине 
линейного ряда в каждый момент времени складывается из двух 
слагаемых: первое обусловлено отбором подземных вод непо-
средственно из рассматриваемой скважины, второе —влиянием 
соседних и, в меньшей мере, удаленных скважин линейного ряда. 
Обращаясь к графику на рис. 1.9, дающему величину фазового 
сдвига в зависимости от расстояния до центра скважины, можно 
установить, что при значениях г порядка радиуса скважины (и 
характерных значениях а » IO4 м2/сут) величина фазового сдвига 
пренебрежимо мала — понижение в скважине повторяет ход де-
бита практически без запаздывания. Что касается влияния со-
седних скважин, расположенных от рассматриваемой на расстоя-
ниях порядка десятков—сотен метров, то, как это следует из гра-
фика, приведенного на рис. 1.9, величина фазового сдвига для 
них окажется заметной. Так, при г = 100 м, O = I O 4 м2/сут и м = 
= 0,01721 сут - 1 величина r (w/a ) , / s равна 0,131 и, согласно гра-
фику, величина фазового сдвига составляет около 20°, благодаря 
чему влияние соседних скважин сказывается с двудекадным 
запаздыванием. Влияние более удаленных скважин ряда будет 
характеризоваться еще большими значениями времени запазды-
вания. Представим себе теперь, что расстояние между сосед-
ними скважинами линейного ряда уменьшается. К а ж д а я отдельно 
взятая скважина ряда будет при этом «чувствовать» влияние со-
седних скважин более сильно, так как с уменьшением расстоя-
ния между скважинами их взаимодействие растет. Однако, как 
видно из графиков, приведенных на рис. 1.9, с уменьшением рас-
стояния г величина фазового сдвига, обусловленного влиянием 
соседней скважины, также уменьшается. Таким образом, с од-
ной стороны, влияние соседних скважин растет, с другой, — па-
дает величина обусловленного ими фазового сдвига; в результате 
этого противоречивого процесса при уменьшении расстояния ме-
жду скважинами величина фазового сдвига все же растет, од-
нако не до бесконечности, а лишь до некоторого предела, равного 
в данном случае 45°. 

Реальные графики водоотбора, как правило, характеризуются 
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значительностью второй, а иногда и третьей гармоники разложе-
ния (3.1). Величина временного сдвига между пиковыми значе-
ниями водоотбора и понижения в таких условиях может суще-
ственно отличаться от 1,5 мес. Рассмотрим влияние второй гармо-
ники на величину временного сдвига в случае, когда гидрогеоло-
гические условия схематизированы в виде неограниченного 
однородного пласта, эксплуатируемого бесконечной галереей 
(компенсационное питание отсутствует). Величина фазового 
сдвига в этих условиях, как уже отмечалось, на всех частотах 
составляет 45°; гармоническое сопротивление R2 на частоте вто-
рой гармоники в 1,41 раза меньше величины Ri (следствие из 
формулы (3.17) при £ = 0. Поскольку график водоотбора описы-
вается выражением 

Q (0 = Q0+ Qi cos (t - ф.) + Q2 cos (21 - ф2), (3.32) 

зависимость периодической составляющей понижения от времени 
будет иметь вид 

Sp (Af0, t) = ^ - R i cos ( f - ф , - 45°) + 

+ R1 cos (2t - ф 2 - 45°). (3.33) 

Введем в рассмотрение функцию М(£, Е ) , определенную усло-
вием: зависимость f (г) = c o s г + £ cos ( 2 г + S ) достигает наиболь-
шего значения при г = — S ) . Значения функции M(£, S ) при 

ттггорыт ж м w / ^грштш лрнр&рир я хаМ ЗА Upa S.> 
> 1 8 0 ° следует использовать свойство антисимметричности функ-
ции Af (£, £ ) : 

M а, 1 8 0 ° + E) = -M (£, 1 8 0 е - 2 ) . (3.34) 

Полагая в выражении (3.32) t — ф1 = г, получим, что максималь-
ное значение водоотбора достигается при 

tq max = ф| — м (£. Щ, (3.35) 

Т а б л и ц а 3 . 6 
Значения функции Л1(Е, £), градус 

В, градус 
I 

В, градус 
0 0,25 0,50 0,75 1,0 

0 0 0 0 0 0 
30 0 7 , 5 10,0 и , 3 12,0 
60 0 14,7 20,0 22,6 24,1 
90 0 21,5 30,0 34,0 36,4 

120 0 27,1 40 ,0 45,7 48 ,9 
150 0 30,0 50 ,0 57,8 61,9 
180 0 0 60,0 70,5 75,5 
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:шах = Ф, + 4 5 ° - М ( - ^ - , 2 + 45°). (3.36) 

M ==tSmax- iQ «ах = 450 + M (С, Е) - M ( - i = - , з + 45°). (3.37) 

На рис. 3.8 
2 и t При S 

M от па-
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;ния. При пое-
на рис. 3.9 было принято, что B = 40 ООО м, а гра-

в виде Q(t) = 5 , 2 5 + 3 , 5 0 cos (t — 210°) + 
1,75 cos (2/ —<р2), м3/с, где величина ф2 

соотношения ф 2 = 2 - 2 1 0 ° — 2 = 4 2 0 ° — S. При 
на рис. 3.9 обнаруживается что 

График водоотбора в случае «б» на первый взгляд отличается от 
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Рис. 3.10. Графики ча-
стотных характеристик 
для условий пласта-по-
лосы с двумя грани-
цами питания (сплош-
ные линни — амплитуд-
ные, пунктирные — фазо-
вые) ; d — относительное 
расстояние между ли-
нейным водозабором и 
рекой (левой) 

ских расчетов можно вместо истинных частотных характеристик 
использовать соответствующие зависимости для одиночного водо-
забора в условиях неограниченного однородного пласта. 

При отборе подземных вод однородного пласта-полосы линей-
ным рядом скважин при условии равенства нулю компенсацион-
ного эффекта, передаточные функции понижения в точке на линии 
водозабора имеют вид: (2.121), (2.123); подстановка р — т в эти 
выражения позволяет определить соответствующие зависимости 
для частотных характеристик, которые, однако, имеют довольно 
громоздкие выражения. На рис. 3.10 и 3.11 приведены их графики 
для рассматриваемых условий, причем для случая пласта-полосы 
с границами питания приведены только графики при 0,5, так 

Рис. 3.11. Графики частотных ха-
рактеристик для условий схемы 
пласта-полосы с разнородными 
границами (сплошные линии — 
амплитудные характеристики, 
пунктирные — фазовые): d — от-
носительное расстояние между ли-
нейным водозабором н границей 
питания 



как значения частотных характеристик не меняются от замены 
в соответствующих выражениях на 1 — d . 

В условиях пласта-полосы с двумя границами питания ампли-
тудно-частотные характеристики претерпевают при увеличении ча-
стоты закономерное уменьшение своих значений; фазо-частотные 
характеристики увеличиваются от значений, близких к нулю, до 
половины прямого угла и могут несколько (на 2—3°) превосходить 
это значение, причем при (о-> оо значения фазо-частотных харак-
теристик стремятся к 45° независимо от величины d. Амплитудно-
частотные характеристики понижения в случае пласта-полосы 
с разнородными границами также испытывают закономерное 
уменьшение при возрастании частоты; что касается фазо-частот-
ных характеристик, они испытывают большое влияние со стороны 
границы постоянного расхода, выражающееся в появлении значи-
тельных пиков фаз под предельным значением, равным 45°. Уве-
личение фазы достигает 15° и даже более, так что суммарные зна-
чения фазовых сдвигов составляют 60° при значениях ё порядка 
0,7—0,9; при <2=1,0, как видно из графика (см. рис. 3.11), пре-
вышение значения фазы над предельным значением снова не пре-
восходит 3°. Это явление можно объяснить, воспользовавшись 
принципом отражения относительно границы постоянного расхода. 
При сравнительно близком расположении линейного ряда у гра-
ницы постоянного расхода режим понижения в точке на линии 
отбора формируется, главным образом, под влиянием водоотбора 
из скважин линейного ряда и его отражения (со своим знаком) 
относительно границы. Влиянием остальных фиктивных водозабо-
ров, возникающих при отражениях относительно границы питания 
и кратких отражений, можно пренебречь, так как в силу сравни-
тельной отдаленности их влияние сказывается в значительно 
меньшей степени. В условиях существенности влияния фиктивного 
водозабора, расположенного за границей постоянного расхода, 
его действие будет проявляться двояко: при увеличении значения 
d оно будет выражаться сначала в увеличении фазового сдвига, 
что связано с усилением влияния более далеко расположенного 
отражения; при дальнейшем увеличении величины d, в области, 
близкой к d — 1, сдвиг, вызываемый отражением, становится не-
значительным, и суммарная величина фазовой характеристики 
становится меньшей; в пределе, при d= 1 (фиктивный водоза-
бор) — отражение пропадает совсем, исчезает и дополнительный 
фазовый сдвиг, а фазо-частотная характеристика приобретает 
вид, показанный на рис. 3.11. Сложный характер фазо-частотных 
характеристик рассмотренной схемы может выразиться в значи-
тельном искажении графика понижения уровня подземных вод на 
линии водозабора, и в конечном итоге, на величине эксплуатаци-
онных ресурсов. В то же время, сдвиг максимума понижения на 
две иедели в рассмотренных условиях может оказаться жела-
тельным при обосновании крупного отбора подземных вод для 
орошения. 
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W^(z ) Р и с - 3 1 2 - Графики функци 
- ~ ? Z > вая 1) и Ф,(г) (кривая 2) 

A i (г) 

Н а рис. 3 .12 

R (Mu Л, (г), 

W (Mu (Z) = F1(Z), 

где z = £ ( « / 2 o ) % 

R (M2f ©) = -•—- 4 Ai (2г) ; 

W (M2 , о ) = F 1 (22), 

г д е Z = L Уо>/2а. 

(3.38) 

(3.39) 

СТОКА 

(3.40) 

(3.41) 

вод 



дукции может совпасть с фазой половодья, межени или промежу-
точной фазой. Очевидно, наиболее серьезными будут последствия 
редукции поверхностного стока в случае совпадения ее сезонного 
максимума с меженью на реках, особенно если характерная ве-
личина меженного расхода рек сравнима с максимальной величи-
ной редукции. В меньшей степени редукция поверхностного стока 
проявится при совмещении ее максимума с половодьем. 

Поскольку внутригодовой режим поверхностного стока имеет 
стохастическую природу, так же как и редукция поверхностного 
стока (из-за вероятностного характера отбора подземных вод), то 
наиболее последовательным будет сравнение вероятностных ха-
рактеристик гидрографов поверхностного стока и редукции. Вме-
сте с тем, как теория случайных внутригодовых колебаний поверх-
ностного стока, так и оценка редукции при случайности водоот-
бора в настоящее время разработаны недостаточно, поэтому для 
практических расчетов проще ограничиться сравнением характер-
ных гидрографов (например, гидрографа стока заданной обеспе-
ченности с графиком редукции, рассчитанном по среднемноголет-
нему гидрографу водоотбора). 

Теоретическое исследование внутригодового хода редукции по-
верхностного стока при отборе подземных вод необходимо также 
и при обосновании мероприятий по увеличению водности рек 
в меженный период путем закачки подземных вод в водоносные 
горизонты, гидравлически связанные с этими реками. 

Рассмотрим расчет периодической компоненты редукции для 
нескольких наиболее простых и в то же время распространенных 
в практике гидрогеологических схем. 

Однородный водоносный пласт с прямолинейной границей пи-
тания в плане. Передаточная функция редукции для условий от-
бора подземных вод одиночным или параллельным водотоку ли-
нейным рядом скважин имеет вид (2.78). Подставив в это выра-
жение р = /о), получим, что в условиях компенсационного питания 
частотные характеристики редукции имеют вид 
w (©) == е~Х р cos <ф (со) = Xp sin 0, (3.42) 

з . j 
где р — >/1 + а2; 0 = -^- arctg а, а = w/ag2. 

Рассмотрим несколько примеров. 
Пример, Изменение поверхностного стока при отборе подземных вод линей-

ными водозаборами с учетом периодического характера водоотбора. 
Аллювиальный водоносный горизонт с коэффициентом уровнепроводности 

а = 12 ООО мг/сут, намечается в эксплуатации в целях орошения. Величина ком-
пенсационного эффекта g, оцененная на основании данных опытно-фильтраци-
онных работ, составляет 0 ,48 -10 - 3 м - 1 . Временная зависимость (кривая / на 
рис. 3.13) водоотбора определена выражением 

Q (I) = 10,8 + 15,4 cos (t — 192°) - f 7 , 4 5 cos (2t — 23°) + 

+ 0 ,85 cos (3( — 205° ) , м 3 /с . 
Требуется определить временные зависимости изменении расхода реки для 

ряда значений расстояния между рекой и водозабором в десятый год эксплуа-
тации. 
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Qm 

IHtfHtс 

ния времени 10 лет==ЗШ) сут 
= {1000/2) (12 000-3650) V1=0,0755; 
X l O ' = 0 , 4 8 ; 

0,48)=0,6187. 

1000 м. Для . • _ 

% составляет 1000 0.48Х 
:(2.79) W0(I) =£> (0,0755; 

а ,=2я /365=0 ,01721 

« М О . 

0,6187-10^8=6,68 (u s/c) 
Задаваясь значением основной частот 

(сут - 1) , определяем соответствующие eft значения частотных 'характе 
Для этого находим о = 0,01721/12 000- (0,48-10-5)* = 6,226, по формулам "(3,42) 

Р = = * / 7 Т М 2 6 * " = 2 , 5 1 1 ; 0 = 0,7058, рад; 

« , = ( 0 ( 0 ) , ) = е - 0 ' 4 ' ' 2 ' 5 П c o s ° '7 0 5 8 - 0,3996; 

ф, = ф ( « , ) = 0,48 • 2,511 sin 0,7058 - 0,7818 « 4 5 е . 

Амплитуда первой гармоники колебаний изменения расхода рекн будет равна 
15,4 0,3996-=6,15 м3/с; соответствующий фазовый угол составит 192°+45°=237°. 
Действуя аналогично, определяем значения коэффициентов влияния и фазовых 

W ( 0 = 6 , 6 8 + 6 ,15 cos ( 1 - 2 3 7 ° ) + 2,14 cos ( 2 1 - 8 9 ® ) + 
+ 0 ,19 cos (3( —« 287°), м' /с• 

График этой зависимости приведен на рис, 3.13 (кривая 4). На 
этом же рисунке изображены временные зависимости F ( I ) , соот-
ветствующие другим значениям расстояния d, при увеличении ко-
торого степень выраженности внутри годового хода 
расхода реки уменьшается. 

Пример 2. 
хода реки под 

(рис. 3.14). При их 
было принято, WO расстояние между урезом реки и водозабором 

1000 м, • 



Рис. 3.14. Временные зависимости 
отбора подземных вод и сокращения 
расхода реки при отборе их линей-
ным водозабором, отстоящим от 
уреза реки на расстояние 1000 м при 
различных значениях компенсацион-
ного эффекта g. Пунктирная линия — 
зависимость Q(I) (из Примера 1) 

a,w, м5/с 

I П Ш П F YI Ш ШII X UitHK 

пределеиия изменения расхода реки. Так, при g = 0 величина ЮтахМ'о состав-
ляет 19,8/9,88 = 2,00; при g = 0,1-Ю-3 м - 1 0 , 7 / 3 , 9 ? = 2,69; при g = 
- - 2,0 - IO-3 м- ' -4 ,50 /1 ,46 -- 3,08. 

Таким образом, усиление компенсационного питания приводит 
к более резкому проявлению внутригодового хода изменения рас-
хода поверхностного стока. В то же время, при этом существенно 
уменьшается и само максимальное значение зависимости W( t ) . 

В случае отбора подземных вод площадной системой сква-
жин, равномерно распределенных в полосе параллель-
ной реке, передаточная функция редукции имеет вид (2.86). Под-
ставив в нее р =/со, найдем выражения для частотных характе-
ристик репродукции в виде 

1_ 
Xp W (о>) = Y - V 1 - Хр cos 8 cos (Xp sin 0) + e~2 z p cos e; 

, v , eX p c o s 8 sin e - sin (0 - f Xo sin 0) Ц ((O) arc g ^xp (.o-0 ^ s 0 __ ^ + Xp s j n 0 ) 

(3.43). 

где %=gd, а величины p и В определены в формулах (3.42). 
Т а б л и ц а 3.7 
Значения коэффициентов влияния и фазовых сдвигов в разложении 
периодической составляющей изменения расхода реки (по условиям примера 1) 

о 
Л, M W0 Wi W3 W3 ф, Фз 

500 0,787 0,632 0,536 0,471 22 33 41 
1000 0,619 0,400 0,287 0,222 45 66 82 
1500 0,487 0,253 0,151 0,104 67 99 123 
2000 0,383 0,160 0,083 0,049 90 132 164 
3000 0,235 0,064 0,024 0,011 134 198 245 
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Вследствие более близкого расположения скважин водозабора 
к урезу реки» чем в случае отбора подземных вод линейным ря-
дом, отстоящим от реки на расстоянии d, площадной отбор при 
прочих равных условиях оказывает существенное более выражен-

Еще один важный фактор, оказывающий влияние на внутри-
годовые колебания величины изменения поверхностного стока при 
отборе подземных вод —обратная инфильтрация оросительных 

Т а б л и ц а 3 .8 

Л, M W t Wi W j 
о ® 

ь 
О 

II
II
l 

! 

0,889 
0 ,794 
0,713 
0,643 
0,530 

т 
0,515 
0,420 

0,734 
0,543 

I I I 
0^478 
0.341 

0,'161 

10 
19 

S? 
39 

15 
26 
34 
39 
43 

18 
31 
39 
43 
44 
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Рис. 3.15. Временные завися- Q,W,*?k 
мости величины отбора подзем-
ных вод и сокращения расхода 
реки (в условиях примера 2) 

/ \ 
\ 

при различных значениях ши- JO -
рины d полосы водоотбора. 
Пунктирная линия — зависи-
мость Q(t) 

20 

10 

I П 1П FV Y FI Ш Ym П X Xl t,ш 

вод на полях. Если обозначить через Rb (коэффициент возврата) 
долю отобранных водозабором подземных вод, которая возвра-
щается к эксплуатируемому горизонту, согласно принципу супер-
позиции, передаточная функция изменения поверхностного стока 
будет иметь вид 

где Uw (р) — передаточная функция редукции для случая линей-
ного водозабора без учета обратной инфильтрации Uw{p)—пере-
даточная функция редукции для случая отбора подземных вод 
площадным водозабором, размещенным на орошаемых массивах. 
Если отбор подземных вод ведется площадными водозаборами, 
размещенными непосредственно на орошаемых площадях, для 
учета возвратной инфильтрации, очевидно, достаточно умножить 
значения водоотбора на величину (1—&„) , при этом характер 
сезонных колебаний изменения поверхностного стока под влиянием 
отбора подземных вод не будет отличаться от случая площадного 
отбора. В условиях, когда размещение водозаборов не совпадает 
с размещением орошаемых площадей, характер внутригодовых ко-
лебаний изменения поверхностного стока может оказаться сильно 
искаженным. Это рассмотрено на примере условий отбора подзем-
ных вод однородного водоносного горизонта, ограниченного с одной 
стороны прямолинейной рекой, линейным водозабором, причем от-
бор подземных вод сопровождается инфильтрацией оросительных 
вод в полосе между водозабором и рекой. Передаточная функция 

Uw (р) в этом случае определяется выражением (2.78), переда-
точная функция Uw (р) — выражением (2.86). На рис. 3.16 изо-
бражены графики временных зависимостей №(/ ) , построенных по 

Uw{p) = U^{p)~kBUl{p), (3.44) 
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ОДмУс Рис. 3.16. Временные характеристики 
величины отбора подземных вод и 
изменения расхода реки при их от-
боре линейным водозабором и обрат-
ной инфильтрации оросительных вод 
в полосе между рекой и водозабором 
(d — ширина полосы, м). Пунктирная 
линия — зависимость Q(t) 

условиям примеров 1 и 2, причем принято, что & в =0 ,25 {из орди-
нат графиков на рис. 3.13 вычитались умноженные на 0,25 значе-
ния ординат соответствующих графиков на рис. 3.15). Интенсив-
ная инфильтрация оросительных вод в период максимального от-
бора, как показывают графики на рис. 3.15 оказывает влияние на 
расходы реки лишь с незначительным запаздыванием во времени, 
что вызывает соответствующее уменьшение величины изменения 
расхода реки в это время. Этим объясняется тот факт, что пико-
вые значения зависимостей W(t) на рис. 3.16 существенно сме-
щены вправо по сравнению с графиками на рис. 3.15. Возвратная 
инфильтрация в ряде случаев может обусловить достаточно слож-
ный характер водообмена между эксплуатируемым водоносным 
горизонтом и рекой, когда вследствие отбора подземных вод в те-
чение части года водность реки увеличивается, а в остальное 
время — уменьшается. Такие условия иллюстрируются, например, 
кривой 6 на рис. 3.16. 

Схемы пластов-полос. Передаточные функции редукции для 
условий схем пластов-полос могут быть представлены с помощью 
разложений вида (2.127), где параметры определяются формулами 
(2.129—2.131) для пласта-полосы с двумя однородными границами 
литания и формулами (2.132—2.134) для пласта-полосы с разно-
родными границами. Ряды, изображающие соответствующие пере-
даточные функции, при этом суммируются в замкнутом виде, 
а именно: 

^ о»)-thl V̂a <3-45) 
для пласта-полосы с двумя однородными границами питания и 

Vv(P)= c h ^ l r ( 3 . 4 6 ) 
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для пласта-полосы с разнородными границами, где P = {p/a-$-g2)\ 
Д л я определения частотных характеристик следует принять 

В соответствии с формулами (3.45), (3.46) были составлены про-
граммы для микрокалькулятора, позволяющие определять частот-
ные характеристики редукции для схем пластов-полос (см. прило-
жение, программы 24 и 25). 

Пример. Оценка годового хода редукции в условиях пласта-полосы с двумя 
однородными границами питания. Параметры: L = 4000 м; с? = 1100 м; а = 
—25 000 м*/сут; # = 0,26-10~3 м - 1 . Требуется определить изменение редукции 
поверхностного стока и в течение 25-го года эксплуатации водозабора, если 
график водоотбора задан разложением 
Q ( 0 = 6 ,20 + 7 ,45 cos ( / — 210) + 5 ,62 cos (21 — 46) + 

График этой зависимости приведен на рис. 3.17, кривая 1. 
Р е ш е н и е . 1. Вначале оценим апериодическую компоненту редукции. Про-

делаем это с помощью выражения (2.127), в котором значения у, Лп, Cn опре-
делены по формулам (2.129, 2.131), t ==25 000• 24• 365/40002 = 13.69; %=0,26Х 
X I O - 3 - 4 0 0 0 = 1,04; при таком значении t и при Xi = я*+1 ,04 2 = 10,95, согласно 
формуле (2.127), уже наблюдается установившийся режим редукции, причем 
ш о = у = 0 , 6 6 8 , а соответствующая величина W0=0,668-6,2=4,14 м3/с. 

2. Определим значения частотных характеристик при w = (Oi, 2<oi и Зб)|. Для 
этого заносим программу 25 расчета в память калькулятора и вводим, согласно 
инструкции к ней, значения х 2 = 1,0816 — в регистр 1; со = 0,0175• 40002/25 000 = 
= 11,2 — в регистр 2; d=U00/4000 = 0,275 — в регистр 3. Запуская микрокаль-
кулятор, через 60 с получаем следующие значения частотных характеристик 
иа основной частоте: Ш| = 0,518; =0,617 рад (что эквивалентно 35е). Анало-
гично, на частоте 0)2 = 2(0i имеем 6)2=0,39; ¢2==52°; на утроенной основной 
частоте Co3 = 0,317; ^ 3 = 6 4 ° . 

Выражение для периодической компоненты редукции будет, таким образом, 
иметь вид: 
W0 = 7 ,45 • 0 ,518 cos (t — 210 — 35) + 5 , 6 2 . 0 ,390 cos (21 - 4 6 - 5 2 ° ) + 

+ 1,80 • 0 ,317 cos (31 — 270 — 64) = 3 ,86 cos (/ — 245) + 

Д л я того, чтобы получить полное значение изменения поверхност-
ного стока в какой-либо момент времени, необходимо к значению 
Wp, определяемому этим выражением, прибавить величину ш 0 = 
= 4 , 1 4 м3/с. График суммарной зависимости №(/) приведен на 
рис. 3.17 (кривая 2) . 

В условиях отсутствия компенсационного питания влияние 
границ пластов-полос сказывается главным образом на ампли-
тудно-частотных характеристиках: для схемы пласта-полосы 
с двумя однородными границами питания они проходят в целом 
ниже таких же характеристик пласта с одной границей питания 
в плане и, тем более; ниже характеристик пласта-полосы с раз-
нородными границами. Различия в значениях фазо-частотных ха-
рактеристик пласта-полосы с границами питания и полуограничен-
ного пласта относительно невелики: не более 30°; что же касается 

P L = д / * 2 + *о>; 

X S= gL; м = о)L2/a; d = d/L. 
(3.47) 

+ 1,80 cos ( 3 / — 270), MS/C. 

+ 2 ,19 cos (2/ - 9 8 ° ) + 0 , 5 7 cos (3/ - 3 3 4 ° ) , м3 /с . 
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Pнс. 3.17. Графики временных зави-
симостей отбора подземных вод ( / ) 
н изменения расхода поверхностного 
водотока (2) в условиях примера 

Wdut 

Рис. 3.18. Частотные характеристики 
редукции в условиях пласта-полу-
плоскости (1), пласта-полосы с двумя 
однородными границами питания (2) 
и с разнородными границами (3) при 
отборе подземных вод площадным 
водозабором в форме полосы шири-
ной d (сплошные линии — амплитуд-
ные характеристики, пунктирные — 
фазовые) 

фазо-частотных характеристик редукции для пласта-полосы с раз-
нородными границами, то их различия со схемой полуограничен-
ного пласта не превосходят 10°. 

В случае отбора подземных вод пласта-полосы равномерно 
распределенным площадным водозабором по всему пространству 
между границами выражение для передаточной функции редукции 
представляется в виде разложения вида (2.127), где значения 
предельных относительных редукций у составят соответственно 0,5 
для условий пласта-полосы с двумя однородными границами пи-
тания и 1,0 для пласта-полосы с разнородными границами. Ко-
эффициенты разложения Ck будут соответственно, иметь вид 
(2.141) и (2.142). Результаты расчетов частотных характеристик 
редукции при отсутствии компенсационного питания и отборе 
подземных вод площадным водозабором оформлены в виде гра-
фиков и приведены на рис. 3.18. Анализ этого рисунка приводит 
к следующим выводам: во-первых, амплитудно-частотные характе-
ристики имеют выраженное плато, находящееся в условиях пла-
ста-полосы с двумя однородными границами питания в области 
значений L(co/2a)v», не превосходящих единицы; для пласта-по-
лосы с разнородными границами плато амплитудной характери-
стики обрывается, начиная со значения L(«/2а), ' /», равного при-
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цами питания и полуограниченного пласта - при L(о>/2а)^ = 0,3. 

Г И Д Р О Г Е О Л О Г И Ч Е С К И Е РАСЧЕТЫ СИСТЕМ 
СОВМЕСТНОГО И С П О Л Ь З О В А Н И Я П О Д З Е М Н Ы Х 
И ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОД 



ского, экономического, социального, экологического характера. Та-
ким образом, процесс решения основной задачи зависим от со-
вместного решения целого комплекса более или менее связанных 
между собой частных проблем. При этом изучаемая система рас-
падается на^несколько взаимосвязанных подсистем. Структура 

выделено шесть подсистем, представляющих собою (в функцио-
нальном отношении) более или менее автономные блоки, соответ-
ствующие процессам и явлениям, протекающим в природной, хо-
зяйственной и социальной сферах. Центральное место в иерархии 
отведено подсистеме «Управление», где, на основе оценок тех или 
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ностного стока: учет их сезонной и многолетней 

геофильтрации [13, 22, 23, 32]. 
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Рис. 4.2. Диаграмма направления взаимодействий в биогеоценозе при эксплуата-
ции подземных вод 

мены затрагивают подземную гидросферу: изменяется режим 
уровней грунтовых вод, их химического состава, температуры. За -
тем изменения достигают вод зоны аэрации (почвенной влаги) , 
а также поверхностных водотоков и водоемов. Изменения водного 
режима почвы влечет за собой изменения условий почвообразо-
вания, перестройку условий окружающей среды для почвенных 
организмов, а также для наземных растений. Изменения количе-
ственного и видового состава фитоцелюзов отразятся на условиях 
обитания животных популяций, входящих в те же экосистемы. Из-
менения гидрогеологического и гидрохимического режимов по-
верхностных вод выразятся в изменениях количественного и видо-
вого состава водных организмов. 

Несмотря на довольно бурное развитие экологического модели-
рования в последние годы, авторам известно немного работ, в ко-
торых в какой-то мере давалась бы методика количественного 
прогноза изменения экологического состояния при эксплуатации 
водохозяйственных систем, тем более при совместном использова-
нии поверхностных и подземных вод. Вместе с тем, на основании 
анализа ряда работ по экологическому моделированию [ 1, 12, 21, 
24 и др.] , представляется возможным сформулировать определен-
ные требования к будущим моделям такого рода: 
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(расход водоотбора) , а 
от 

i угря на 







F2(U) = ^ F 3 ( U ) - F l ( U ) , 

F3(«) = (I +и3)Ф*(и) + 

F1(U), F2(W) 

(4.5) 

J C A 0 ) - o i ( l — I f ) , (4.6) 

(4.7) 



Т а б л и ц а 4 . 1 

Значения функций Fi (2), F2 (г) 

Z Fi (*) F7 (г) Z Fi (г) Ft (г) 

- 2 , 0 0,009 0,076 0 , 0 0,399 0,584 
- 1 , 9 0,011 0,087 0,1 0,451 0,612 
- 1 , 8 0,014 0,100 0 ,2 0,507 0,651 
—1,7 0,018 0,115 0 , 3 0,567 0,683 
—1,6 0,023 0,131 0 ,4 0 ,630 0,714 
—1,5 0,029 0,148 0 ,5 0,698 0,744 
—1,4 0,037 0,168 0 , 6 0,789 0,772 
— 1,3 0,046 0,189 0 ,7 0,843 0,799 
— 1,2 0,056 0,211 0 , 8 0,920 0,823 
— 1,1 0,069 0,236 0 ,9 1 ,000 0,846 
— 1,0 0,083 0,262 1,0 1,083 0,867 

- 0 , 9 0,100 0,289 M 1,169 0,886 
—0,8 0,120 0,318 1,2 1,256 0,903 
—0,7 0,143 0,349 1,3 1,346 0,912 
—0,6 0,169 0,380 1,4 1,437 0,931 
—0,5 0,198 0,413 1,5 1,529 0,943 
—0,4 0,230 0,446 1,6 1,632 0,953 
—0,3 0,267 0,481 1,7 1,718 0,961 
—0,2 0,307 0,515 1,8 1,814 0,969 
- 0 , 1 0,351 0,550 1,9 1,911 0,979 

0 ,0 0,399 0,584 2 ,0 2,009 0,980 

чественной стороны такие системы характеризуются более или ме-
нее значительной инерционностью, т. е. существенным влиянием 
значений входного возмущения, соответствующих предыстории 
момента. Степень проявления нормализации в различных кон-
кретных условиях может определяться различными факторами, 
определяемыми как характером случайного процесса водоотбора, 
так и характеристиками геофильтрационной системы. Полное ис-
следование этого явления достаточно сложно; однако можно ука-
зать на одно условие, без которого нормализация заведомо не мо-
жет иметь места — это существование и конечная величина интег-
рала (1.97) при т = 0, определяющая дисперсию процесса на 
выходе системы. 

В случае, когда дебит принимается ступенчатой функцией вре-
мени, при спектральной функции вида (4.7), можно показать, что 
для этого необходимо существование интеграла в бесконечных 
пределах от квадрата амплитудно-частотной характеристики си-
стемы. Более детальный анализ показывает, что для этого требу-
ется практически стабилизированность системы, т. е. ограничен-
ность величины выходной реакции при постоянстве входного воз-
мущения во времени. Необходимо оговориться, что теоретически 
возможны случаи, когда при постоянстве возмущения во времени, 
реакция неограниченно возрастает, но, несмотря на это, интеграл 
в бесконечных пределах от квадрата амплитудно-частотной 
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h ^ h - t i л л / ч л Л СОООИ 
M A ) , 

случайную 
ие KA(I) 

K^(I) = Ol\fA(tA)(\ <НД; 

если при этом Fa(4) -
случайной величины /д, то 

(I) = (I) ~ l ] f A (tA) J . 

(4.8) 

(4.9) 

KA(I) = 

o i f l - ^ Ц - I n - 4 - 1 при 
'Л ~~ Л 'Л J 

(4.10) 

LA (со) = ] f д ( 4 ) ( - n ^ - ) 2 4 Ati 

тствую-

(4.11) 

Д л я 

где Ci (г) — 

Jewen /Д, ИХ . 
функций LAM, 



HUi? 

«WW.,, «д -160 суr. t"& -200 сут); 3-
то же» ври -80 сут» <* -200 сут 

"аГ 

М » ) 
ф о р м о й ,4.7). 

авенства (4.2), дают, как было сказано, 
отбора подземных вод в усло-

когда редукцией поверхностного стока в пределах системы 

уальность решения этой задачи и с учетом изме-
ресурсов поверхностного стока при отборе подземных вод. 

и подземных вод. Положи-

отбора 
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— д / о 2 + d + 2por V c f 2 + a " + 0 * - . (4.14) 

(4.13), (4.14) 

где Ly (ш) — амплитудно-частотная 
Уравнения (4.3), (4.4) с у« 

ста вл я ют собой систему двух 
ных QA, аА- Решив эту систему 
бом, можно 

в 

Дания и 
(4.15), (4.16) не 
факта, что к инт 
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времени математического ожидания водоотбора, что, в свою оче-
редь, является следствием наличия в системе положительной об-
ратной связи (см. рис. 4.6). Точный анализ процессов в таких 
системах достаточно сложен и рассматривается, в частности в ра-
боте [31]. Более детальное рассмотрение стохастической дина-
мики систем совместного использования поверхностных и подзем-
ных вод с учетом их нелинейности и нестационарности рассмот-
рены в следующем разделе. 

4.3. УЧЕТ НЕЛИНЕЙНОСТИ СИСТЕМЫ 
СОВМЕСТНОГО ИСПОЛЬЗОВАНИЯ 

Обратимся снова к структурной схеме, приведенной на рис. 4.6. 
Величина отбора подземных вод QA В каждый момент времени 
является функцией суммы мгновенной величины дефицита водо-
потребления D и изменения поверхностного стока вследствие от-
бора подземных вод (редукции) W. Если (как предполагалось 
выше) отбор подземных вод производится только в промежутки 
времени, когда X = D + W>0, а в остальное время водозаборы под-
земных вод не работают, зависимость величины отбора подзем-
ных вод Q a ОТ X аналогична зависимости (4.1), а именно: 

Qa = Z W . (4.18) 
( X , X > о, 

где / W - I 0 i 

В структурной схеме возникает соответственное нелинейное 
звено. Из-за наличия обратной связи характеристики отбора под-
земных вод будут эволюционировать во времени. В силу нелиней-
ности системы теоретический анализ этой эволюции затруднен, 
поэтому используются либо приближенные методы исследования, 
либо статистическое моделирование. Д л я исследования систем, 
подобных изображенной на рис. 4.6, часто применяется так назы-
ваемый метод статистической линеаризации [31]. П р и этом при-
нимается, что случайный процесс X (t) на входе нелинейного эле-
мента представим в виде 

X (О =~ Х (/) + X0 (<), (4.19) 

где —детерминированная функция — математическое ожида-
ние процесса; .X0(Z) — его центрированная компонента. Тогда 
для случайного процесса на выходе нелинейного звена, Qa(t), 
будем иметь 

Q a < 0 ~ Q A ( 0 + * * ° ( 0 . (4.20) 
где ( ?л (0 — математическое ожидание величины отбора подзем-
ных вод. В каждый момент времени величина Q определяется по 
формуле математического ожидания нелинейной функции QA(X): 

Qa = FOF, о Д (4.21) 
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где о х — среднеквадратичное отклонение величины X. Д л я опре-
деления коэффициента статистической линеаризации k исполь-
зуются различные соотношения, в том числе принцип равенства 
дисперсий на выходе линеаризованной и нелинейной систем: 
k = Ojax, (4.22) 

где стд — среднеквадратичное отклонение величины отбора под-
земных вод, определенное по зависимости для функционально 
связанных случайных величин. Д л я конкретного случая нелиней-
ного элемента, описываемого равенством (4.18) и в предположе-
нии, что распределение величины X(t) близко к нормальному, 
выражения для математического ожидания величины отбора под-
земных вод и коэффициента статистической линеаризации имеют 
вид: 

Q a = OxF lQCfOx), (4.23) 

k = Fi(Xfox), (4.24) 

где функции Fi и Fz определены выше формулами (4.5). 
Временная зависимость математического ожидания X(t) фор-

мируется как сумма 

X(t) = D(t) + W(t); (4.25) 

в свою очередь, зависимость W(t) представляет собой выходную 
величину звена редукции, и в изображениях по Лапласу 

&(p) = Uw(p)^(p), (4.26) 
/ Ч Xn-

где Wp, Qa.(p) — изображения временных зависимостей W(t)> 
ф д ( 0 соответственно. Центрированные компоненты случайных 
процессов связаны аналогичным соотношением: 
X0 (t) = D0 (t) + W0 (0, (4.27) 

причем временная зависимость W 0 ( t ) является выходной вели-
чиной звена редукции, и в изображениях по Лапласу 

W0 (P) = Uw(P)Ql(P)- (4.28) 
Поскольку, в силу уравнения (4.20), центрированная компонента 
величины отбора подземных вод равна Q0 ( t ) ~ k X ° ( t ) , на основа-
нии равенства (4.28) получим 

W°(p) = kUw(p)X°(p)• (4.29) 
Подставив это соотношение в преобразованное по Лапласу ра-
венство (4.27), для изображения центрированной составляющей 
случайного процесса X0(Z) имеем 
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Таким образом, центрированная компонента процесса X (t) форми-
руется как бы в результате прохождения сигнала D0 (t) через 
звено с передаточной функцией 

* W ~ T = H 7 7 T P , " <4-3 |> 

В соответствии с результатами, изложенными в гл. 1, в этом слу-
чае дисперсия случайного процесса X(I ) составит 

OO 

АХ = 2 jj LD (W) I Z (Ш) I2 do, (4.32) 

где L jd (w)—спектральная плотность процесса D(t). В качестве 
автокорреляционной функции процесса изменения величины дефи-
цита водопотребления D(t), согласно результатам предыдущего 
параграфа , примем зависимость (4.6) с соответствующей ей спект-
ральной плотностью (4.7). Интеграл (4.32) приобретает при этом 
вид: 

2 2 Ox — Od 
OO 

т J ( ^ ) f K ' ( 4 - 3 3 ) 
i T Z \ 1 2 

г \ Т л является функцией коэффициента к, 
а он, в свою очередь, зависит, в силу соотношений (4.25), (4.28), 
от величины Х/ох\ поэтому равенство (4.33) можно представить 
в виде уравнения 

C 2
x =O 2

d J ( ^ ( - 7 7 ) } (4.34) 

При этом неявно принимается допущение о «замороженности» ве-
личины k в равенстве (4.31), которое оправдывается соображе-
ниями о резкой разнице характерных значений периодов колеба-
ний дебита и процесса изменения поверхностного стока [3]. В ре-
зультате (4.34) становится уравнением относительно величины 
ох. Разделим обе части (4.34) на oD: 

( - T d ) 2 = J W > (4.35) 

где k ^ k { X [ o x ) . __ 
Поскольку Х/ох = (XJol)/(оо/ох), для определения зависимости 
величины OXIOD ОТ X/OD воспользуемся следующим приемом. 
Фиксируя значение k в правой части (4.37), будем определять со-
ответствующее ему значение интеграла J (K), при этом 
ох/оD = У / , (4.36) 

и задача сводится к нахождению величины X/oD, отвечающей 
найденному значению ox/oD. Устанавливая по кривой k = F2(u) 
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значение и, отвечающее коэффициенту k, запишем: и= (Xfo0)X 
X ( о и / о х ) , т. е. 

1 ~ = и - ^ ~ = ил/Т. (4.37) 
0D 0D 

Выразим полученную зависимость ох от X в следующем виде: 

~ ^ Ф о ( 1 ) ; (4.38) 
aD 

l = l(t) = X(t)/oD. (4.39) 

Рассмотрим в качестве примера простейший случай взаимо-
связи поверхностных и подземных вод — условия, когда подзем-
ные воды отбираются одиночным или параллельным реке линей-
ным рядом скважин, причем гидрогеологические условия схема-
тизируются в виде однородного пласта у неограниченной 
прямолинейной реки. Передаточная функция редукции для этих 
условий может быть записана в виде (2.78). Функцию 
\z(iz/rD)\2, в результате комплексных преобразований, получим 
в следующем виде: 

z (i — ^ l 2 = 1 (4.40) 
V t D Л , - V a z ,— , l2 - 2 Vaz v ' \ 1 — 2ke cos Vaz + * е 

где a = d2/2axn- На рис. 4.7 изображены графики зависимости ве-
личины ox /o D от £ при различных значениях параметра а. Анализ 
этих графиков показывает, что при значительном удалении водо-
забора от реки величина Ox будет практически постоянной и не-
значительно отличаться от о 0 ; при более близком расстоянии 
между водозабором и рекой зависимость Ox от X выражена бо-
лее резко. 

Вернемся_к уравнению (4.25). Согласно (4.26), временная 
зависимость W(t) будет выражаться интегралом вида 

t 

F ( 0 = j M / - T ) Q A ( T ) d T , (4.41) 

где kw(t)—весовая функция редукции, связанная преобразова-
нием Лапласа с передато_чной функцией Uw(p): kw (t)==Uw (р). 
Временная зависимость (т) в (4.41) связана с функцией вре-
мени X ( 0 соотношением (4.23). Представив аргумент в скобках 
(4.23) с учетом (4.38) в виде Xjox = X/oD • (oD/ox) = |/Фо (£) и 
преобразовав, получим: 

Qa = O0O(E), (4.42) 

где 

Ф ( 1 ) = Ф Л 1 ) Р Л 1 / Ф о ( 1 ) ) . (4.43) 
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-z -1 О 1 £,=x/6v 
Рис. 4.7. Графики зависимости вели-
чины Oxlao от I при различных зна-
чениях параметра а 

at/с(г 

Рис. 4.9. График функции kw(t) для 
условий схемы однородного пласта-
полуплоскости с границей питания 

Подставив (4.42) в (4.41) 
t 

W (t) = ^ (t — т) 0£»Ф (с, (т)) (1т; 

-Z -1 о 1 % 

Рис. 4.8. Графики функции Ф ( | ) при 
различных значениях параметра а 
для условий схемы однородного пла-
ста-полуплоскости с границами пита-
ния 

Vuf(P)A-

Рис. 4.Ю. Модифицированная струк-
турная схема системы совместного 
использования, служащая для опре-
деления математического ожидания 
водоотбора 

(4.44) 

в сочетании с соотношением (4.25), все члены которого предва-
рительно поделены на oD, найдем: 

t 
I (t) = P (t) + \ k v ( t - т) Ф ( | (т)) dT, (4.45) 

где P(Z) =D(t)/ou. Графики функций Ф(£) для условий рассмат-
риваемой схемы при различных значениях параметра а приведены 
на рис. 4.8. Их анализ позволяет сделать некоторые выводы о ка-
чественной стороне поведения зависимости Ф(£) . При значениях 
а, начиная приблизительно с а = 0,5 и выше, кривые Ф(£) слабо 
варьируют при изменении а и практически совпадают с кривой 
Fi (£). Характерное значение расстояния имеет порядок d = 
= 1000 м; величина то составляет 180—360 сут; характерное зна-
чение коэффициента уровнепроводности a = IO4 м2 /сут. Наиболее 
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(2.78) 
I d 

д у р н о й формулы [35]. П р и этом на первый план 
(т) . Так , 

Ф ( 0 - Ф < 6 < 0 > 
кусочно-линейной 

мени t j = /А/, где M — выбранный временной шаг. Тогда, на осно-
вании результатов, приведенных в главах 1 и 2 и 
к расчету редукции при кусочно-липейж 
водоотбора, можно представить значенж 

U = пМ в 

VUn) ^ 

где Xnl 
а 

Ko = Wn-rtvn + (n~~ 1)0я_,; 

Ki = (п — ] 1 ) У Я - / + 1 — 2 ( Л — / ) О Я _ / - f (П — у — 1) у „ _ / _ 

Kr l = Vu (4 .48) 
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(Ii) при j<n уже 
4.10) сл, 

» Wj = erfc d(2 (atiY'i и 

П З Н З Ч е Н И Я ^ " ( с м . 

(4.49) 

распределение. Рассмотрим наи-
более простой случай» когда 

ет. 

-0,9*.-

i—__л 

4.11. Г 

ф ( д ) . Рассмотрим 
При малы 

Ф(1) noj 
будет 

176 



l ( t ) на выходе нелинейного звена будет расти (обратная связь 
положительна), и знак | ( / ) все время останется положительным. 

Если заменить зависимость Ф(£) на линейную вида Ф ( | ) = | (это 
соответствует удалению нелинейного звена из системы), то как 
это следует из рис. 4.10, при возрастании | обе характеристики 
станут все больше приближаться друг к другу, причем всегда 
Ф ( £ ) > Ф ( | ) . В каждый момент времени t величина £(/) в системе 
с удалением нелинейным звеном будет меньше, чем та же вели-
чина в исходной нелинейной системе. В то же время, изменение 
величины | ( f ) в системе без нелинейного звена описывается изоб-
ражением по Лапласу вида 

t o » - * - , - J w t p r <4-51> 

При передаточной функции редукции вида (2.78) временная за-
висимость £(*) будет при этом иметь вид 

OO 

" ' ' - S - J L e r i c ( e T k ) ( 4 ' 5 2 > 

Эта временная зависимость при t-*oo неограниченно возрастает, 
а вместе с ней — и величина математического ожидания отбора 
подземных вод. 

При ео<0 эволюция величины | ( / ) протекает качественно 
иначе. Для бценки значений £(/) характеристика Ф(£) заменяется 
на линейную Ф(Н) вида 

Ф ® _ Ф ( 0 ) - J L L « 1 - ® O l . s . 

Подставив ее в (4.45), получим: 
t 

С помощью преобразования Лапласа определяется изображение 
для а именно: 

С/ \ 1 S 0 + Ф (O) ^ t t , (р) 
х ( р ) e (4.53) 

При t -*- оо существует предельное значение оригинала этого 
изображения, равное пределу Iim р\(р): 

р~* о 
Ф ( Ы 

So ( \ ) (4.54) 
V U 0 1 - Ф (O) + Ф<£о) Г 1 ' 

Подробный анализ выражения (4.54) позволяет прийти к следую-
щим выводам относительно временной зависимости отбора под-
земных вод. Поведение функции £(/) — определяется ее началь-
ным значением при / = 0, т. е. величиной |о- Если g o ^ S k p < О . 
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шда (2.78) и ' 

Полагая У J Q , CV = OQ/Q И 
(4.55), возведем (4.57) в 

(4,57) 

/ ( 1 - 0,16Соп) - 2 ^ + ( 1 - 0,16Соп) = 0. (4.58) 
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П р и q ^ ^ "о ̂ з * "ач elfm^ "'i/̂ ^1 же т Чб ы т ь* в ы ч и с л e^i о^ 1Tio формуле: 

^ 1 - 0,4 д / с | 4- C2
va  

У п р ~ i - o , i 6 C f „ 

следует 
'Qb(t) И ад_(0. в соответствии с формулой (4.42) 

ь ( ? д ( 0 будет иметь вид 

0 л ( 0 - Ф ( Ш К ; (4.60) 

согласно (4.22) 

о д - O D F 2 ( | (0/ФО (КО))- (4.61) 

В 
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расчетного срока t, Надежность, в таком ее понимании, есть ве-
роятность выполнения одного из двух событий (или обоих одно-
временно), первое из которых состоит в том, что на протяжении 
всего расчетного срока понижение уровня подземных вод не пре-
высит допустимого значения; второе — в том, что потребность оро-
шаемых культур в воде обеспечивается за счет ресурсов поверхно-
стного стока. Система функционирует без дефицита, если реали-
зуется хотя бы одно из этих событий. По формуле суммы 
вероятностей [23] величина надежности равна сумме вероятностей 
указанных событий за вычетом вероятности их совместного осу-
ществления. 

В рамках принятого в настоящей работе нормального распре-
деления вероятность первого из событий равна Ф* (5Д Оп—S)/o s ) ; 
вероятность второго представляет собой гидрологическую обеспе-
ченность расхода поверхностного стока в размере расхода водо-
потребления Qn , т. е. V n = I — Ф * ( и ) . Вероятность возможности 
одновременного покрытия потребности в воде за счет обоих 
источников определяется как произведение гидрологической обес-
печенности на условную вероятность бесперебойной работы водо-
забора подземных вод при условии, что водоотбор становится рав-
ным нулю, а именно, V N P R { 5 - F - S ° < . S A O N | Q A = O ) . Последняя вели-
чина оценивается на основании совместной функции 
распределения дебита и отклонения понижения. В рамках приня-
тых упрощений это распределение нормально и характеризуется, 
помимо моментов дебита и отклонения понижения, коэффициентом 
корреляции р между ними. В этом случае, резюмируя приведенные 
Bbiuie рассуждения, находим формулу для надежности системы P 
[ 1 0 ] : 

(4.62) 
( 5 доп — 5 + P 

1 - ф * . ._ 
\ AS V 1 

Поскольку при выводе формулы (4.62) были использованы лишь 
самые общие предположения, она справедлива в случае любой 
гидрогеологической схемы, когда применение нормального закона 
оправдано; в прочих случаях, очевидно, необходимо искать дру-
гие зависимости. 

Входящие в формулу (4.62) вероятностные параметры пониже-
ния, а именно, его математическое ожидание и среднеквадратич-
ное отклонение, а также коэффициент корреляции между пониже-
нием и величиной отбора подземных вод, определяются в соот-
ветствии с методами, изложенными в гл. 1. При этом формула, 
дающая выражение для среднеквадратичного отклонения пониже-
ния, имеет вид (1.110), где Q s — коэффициент точности пониже-
ния. При спектральной плотности вида (4.7) выражение для этого 
коэффициента примет виД: 

Qs 
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Выражение для коэффициента корреляции p^s между понижением 
и величиной водоотбора выражается в виде (1.113). 

Интегралы в формулах (4.63), (1.113) имеют сложный вид. 
Д л я вычисления этих интегралов предлагается приближенная 
квадратурная формула, основанная на формуле интегрирования 
Гаусса—Jlareppa [25] и выражении (4.7) для спектральной плот-
ности случайного процесса водоотбора подземных вод. Эта фор-
мула для коэффициента точности понижения имеет вид 

N 

Q s ^ E (4.64) 

4 sin2 г,-/2 2J ,* Ci=- 2 е Wi, (4.65 Я 

где Zi — узлы, Wi — веса квадратурной формулы Гаусса—JIareppa 
[25]. В табл. 1.4 приводятся значения параметров Z1 и Ci фор-
мулы (4.64) при некоторых значениях N. 

Аналогично коэффициенту точности понижения вычисляются 
также коэффициенты точности редукции и корреляции 

N 
Qw & Т, с1™2 (^/т), (4.66) 1=1 

P A S 

РДУ 

(4.67) 

N 

Y CiW(Zih)CosW(ZiZt). (4.68) 
V 2 W i=l 

Д л я оценки применимости нормального распределения к описа-
нию распределения понижении уровня подземных вод при случай-
ных вариациях водоотбора было предпринято статистическое мо-
делирование этого процесса. При этом использовались следующие 
типичные гидрогеологические условия: схема однородного пласта, 
ограниченного прямолинейной бесконечной границей совершен-
ного питания и эксплуатируемого линейным водозабором на рас-
стоянии d=i км от границы. Протяженность линейного ряда 
В = 20 Км; T= 1000 м2/еут; а = 1 0 000 м2/сут. Сток реки описы-
вался нормальным распределением с параметрами: Q = Ib м3/с 
и а = 3 м3/с; длина генерированного ряда составила 120 Лет. Ма-
тематическое ожидание величины водопотребления принято рав-
ным 15,0 м3/с; среднеквадратическое отклонение On = O. На 
рис. 4.12 изображена эмпирическая функция распределения вели-
чины S*^ (TBf<f&d)S°. Оценка параметров этой величины привела 
к значению выборочного среднего в размере — 0,184 (при теоре-
тическом значении, равном нулю) и к значению выборочного 
среднеквадратического отклонения в размере 0,624 (при теорети-

181 



ческом значении 0,636). Анализ кривых на рис. 4.12 показывает, 
что эмпирическое распределение удовлетворительно описывается 
нормальным законом с параметрами (0, as) в области значений 
отклонения понижения, приблизительно соответствующих условию 
S°>as, т. е. при вероятности бесперебойной работы не ниже 0,84, 
именно эти условия и представляют наибольший интерес при 
оценке надежности. 

В рассмотренном примере были использованы условия, до-
вольно неблагоприятные в смысле нормализации распределения 
понижений. При большей удельной нагрузке на подземные воды, 
когда и > 0» а также при большем удалении водозабора от реки 
нормализация проявляется более рельефно. Благоприятствуют ей 
(в сравнении с рассмотренной схемой) и условия площадного от-
бора. Вопросы о свойствах распределения понижения в условиях 
компенсационного питания и в случаях более сложных гидро-
геологических схем требуют подробных самостоятельных раз-
работок. 

На рис. 4.13 изображены графики временных зависимостей на-
дежности работы системы совместного использования поверхност-
ных и подземных вод в условиях рассмотренного примера. В слу-
чае малого расстояния между рекой и водозабором, как это сле-
дует из графиков, построенных для случая км, надежность 
системы уменьшается во времени в очень медленном темпе, тогда 
как при удалении водозабора на 6 км от реки соответствующие 
кривые претерпевают быстрое изменение, за исключением слу-
чаев малой нагрузки на подземные воды (кривая для и = —0,4). 
Зависимости P(t), аналогичные представленным на рис. 4.13, дают 
возможность оценить такую важную характеристику системы, как 
время ее работы, соответствующее заданной надежности Р. Кон-
кретный выбор величины расчетной надежности в различных 
условиях будет определяться различными предъявляемыми к сн-
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Рис. 4.13. Графики зависимостей надежности от времени эксплуатации системы 
сонмссгного использования поверхностных и подземных вод в условиях полу-
ограничемпого однородного пласта: 
/ — при U^O, d = l к м ; 2 — п р и u = - 0 , 4 , D~6 к м ; 3 — при u = l,0, d—1 к м ; 4 — при U-Or  
U = O км; 5 — график зависимости (4.71) 

с т е м е требованиями. В качестве одного из вариантов можно пред-
ложить выбор величины расчетной надежности, соответствующей 
вероятности появления дефицита не более одного раза за расчет-
н ы й срок, т. е. 
P = I - I / / , (4.69) 

г д е / — выраженный в годах срок эксплуатации. С помощью нане-
с е н и я на график зависимости P(t) кривой, определяемой урав-
н е н и е м (4.27) и нахождения абсциссы точки их пересечения уста-
навливается время надежной работы системы, в течение которого 
возникновение дефицита вероятно не более одного раза. Так, 
в условиях рассмотренных примеров время надежной работы 
с и с т е м ы , характеризующейся параметрами W= 1, d = 6 км, состав-
л я е т всего 2,2 года. При снижении нормированного водопотребле-
пия до значения W = O та же система надежно функционирует в те-
ч е н и е 8 , 6 лет. Если же величина и составляет — 0,4, то, согласно 
г р а ф и к а м , время надежной работы этой системы оценивается 
в 37 лет. Система с расстоянием от реки до водозабора, равным 
1 к м , характеризуется временем надежной работы, оцениваемым 
в 2 0 лет при w = l, и увеличивающимся до чрезвычайно больших, 
и з м е р я е м ы х столетиями, величин, при « = 0. 

Рассмотренные примеры демонстрируют перспективность при-
м е н е н и я систем совместного использования описанного вида. Так, 
в случае d= 1 км и w = 0, когда, согласно графикам на рис. 4.13, 
в р е м я надежной работы системы чрезвычайно велико, ни один из 
источников воды, будучи использован отдельно от другого, не 
обеспечит бесперебойного орошения: применение одних поверхно-
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115 Bf км 

на его 
СГд» Us и 

рядом 
его 

делит искомую величину В. 
лет работу 

с величиной надежное 
с нормой 10 ООО м3/га, 

, на 6 км. Положим^ S = I l O км; 
составит при этом ^ n = 20,9 м3/с; « = 1,97; , п д ^ ш . ^ ^ ^ с 

по формуле (2.92) и составляет 
в этом случае R0 = 0,0378. Определив с помощью табл. 2.5 

1 А = 5 1 0 600 м3 /сут и стд = 254 000 <?л = 510 600 м3 /сут и 0л = 254 000 м3/сут, по формуле (4.63) 
найдем значение 0 S = 2,56 м. Поскольку величина Vn при и = 1,97 
мала, ограничиваемся первым слагаемым в (4.18): Р = Ф * ( ( 2 5 — 
- 19,3)/2,56) - 0,987. Поступая 
В, 
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при значении B = 112 км; площадь, которая может орошаться си-
стемой, при этом составит 67 200 га. Аналогично могут быть ре-
шены задачи по определению расстояния водозабора от реки, вы-
бора относительной нормы, т. е. в конечном итоге, установления 
возможности выращивания той или иной культуры в условиях 
системы совместного использования. 

Как показывает график на рис. 4.14, построенный для условий 
примера, величина надежности резко зависит от протяженности 
участка. Так же обстоит дело с зависимостями надежности от дру-
гих параметров: величины водоотбора, геометрических характе-
ристик водозабора и др. Это обстоятельство, с одной стороны, 
позволяет повысить надежность работы системы путем незначи-
тельного изменения таких параметров, как водопотребление, оро-
шаемая площадь и т. д., с другой — высокая чувствительность 
надежности по отношению к величине водопотребления эквива-
лента низкой чувствительности расчетных величин водопотребле-
ния, полученных в результате решения обратной задачи (при 
заданной величине надежности). Это открывает путь к практиче-
скому применению результатов решения обратных задач, по-
скольку они слабо зависят от погрешностей исходных данных. 

4.5. ОПТИМАЛЬНОЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЕ НАГРУЗКИ МЕЖДУ 
МЕСТОРОЖДЕНИЯМИ ПОДЗЕМНЫХ ВОД С ЦЕЛЬЮ МАКСИМИЗАЦИИ 
НАДЕЖНОСТИ СИСТЕМЫ 

В рассмотренных выше теоретических построениях принима-
лось, что в системе совместного использования присутствует одно 
месторождение подземных вод, в то время как представляющие 
наибольший интерес с точки зрения водохозяйственных балансов 
системы крупных и средних размеров обычно характеризуются 
наличием в них нескольких гидравлически независимых друг от 
друга месторождений. Они связаны между собой только работой, 
в одной водохозяйственной системе и при этом всякий раз при 
составлении и анализе водохозяйственного баланса будет возни-
кать вопрос об оптимальном в том или ином смысле распределе-
нии нагрузки между такими месторождениями подземных вод. 
В настоящем разделе рассматривается вариант такого распреде-
ления, при котором в качестве критерия оптимальности выступает 
надежность работы системы в целом. 

Для простоты предположим, что, как это часто бывает, вели-
чина второго члена в первой части формулы (4.62) пренебрежимо 
мала при значениях вероятности, близких к единице, которые 
в основном и представляют большой практический интерес. Тогда 
надежность работы /-го месторождения подземных вод будет оп-
ределяться формулой 

(4.70) 
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где Pi — надежность работы /-го водозабора; Ф * ( г ) — ф у н к ц и я 
нормального распределения; Smn / — допустимое понижение 
уровня, в районе /-го месторождения; — математическое ожида-
ние понижения в районе водозаборов /-го месторождения (макси-
мальное за год значение) к концу расчетного срока эксплуата-
ции; Osi — среднеквадратичное отклонение понижения / го место-
рождения. Величина S j определяется согласно выражению (1.70): 

S i = ^ f - R h (4.71) 

где Ti — характерное значение водопроводимости по /-му место-
рождению; Rj — гидравлическое сопротивление, отражающее мак-
симальное значение реакции водоносного пласта на периодиче-
ский водоотбор; величина osj определяется выражением (4.63) 

O s / = V ^ . (4.72) 1 / 
где сгд,- — среднеквадратичное отклонение водоотбора /-го место-
рождения; Qs/ — коэффициент точности понижения, определяемый 
в соответствии с формулой (4.63). 

Оптимальное в смысле надежности распределение нагрузок по 
месторождениям будет, очевидно, достигнуто при выполнении 
условия 

min P1 —>шах, (4.73) 

поскольку Ф * ( г ) — м о н о т о н н а я функция; поставленная задача 
эквивалентна следующей: 

m i n
 5доп/ ~ (9A/ / t *D Rf (4 74) 

« < / < л 0 M a J q S 1 I 7 I 

Выразим величину QA / в виде доли от общего водоотбора, 
а именно, положим 
Qm = QJO., (4.75) 

и определим коэффициенты а, таким образом, чтобы выполнялось 
условие (4.74), а также равенство 

N 

E- L = = I . (4.76) 
aI 

Поскольку при такой постановке задачи, очевидно, = 
и ад/ = (Тд/а/, полагая 

= — — t (4.77) 
Од у ws/ 

вместо условия (4.74) получим 
min (Л/О/ — B j ) = > шах. (4.78) 

I < / < л 
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Решение задачи (4.78) при ограничении (4.76) достигается 
в случае, когда все значения Л/а,- — B1 равны между собой; этот 
результат известен под названием «принципа уравнивания» [8], 
смысл которого состоит в том, что все месторождения должны 
функционировать с равной надежностью. Обозначив, в соответ-
ствии со сказанным 
А , а , - В { = К / = 1 п, (4.79) 

где 
X +B1 

А (4.80) 

использовав условие (4.79), получим уравнение для определения 
величины X: 

1. (4.81) 
/ - I 
Решив его с помощью какого-либо численного метода, на основа-
нии равенства (4.81) находим все искомые величины а/. 

При составлении и увязке водохозяйственного баланса задача 
часто ставится следующим образом: задаются рядом характерных 
значений водопотребления, определяются соответствующие харак-
теристики дефицита и на основе анализа сложившейся ситуации 
определяются мероприятия по покрытию дефицита. В связи с этим 
алгоритм определения величины надежности и нагрузок отдель-
ных месторождений приобретает следующий вид: 

1) зададимся каким-либо начальным набором коэффициентов 
распределения ct;; 

2) на основании данного набора коэффициентов а,- определим 
значения W0 и Qu-, а также коэффициента корреляции между 
водоотбором и редукцией поверхностного стока рд*у в целом по 
системе по следующим формулам: 

W 0 = Y ^ ; (4.82) 

Z i 
iWf (4.83) 

/=1 «/ 

1 V РдТ/ V s W / 
P ^ - - T F - Z 9 ^ f w ' • <4-84> /«= 1 aJ 

где PAVT/ — частные значения коэффициентов корреляции по от-
дельным месторождениям; 

3) решив уравнения (4.3), (4.4) с учетом формул (4.13) — 
(4.16), найдем вероятностные характеристики величины отбора 
подземных вод; 
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W0J = ' /г er fc ( d j f c V o t ) , 

QW — 9 , 2 1 / 1 , 3 5 5 = 6 , 8 0 м 3 / с ; QA2 = 9 , 2 1 / 3 , 8 1 8 = 2,41 м 3 / е . 
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Рис. 4.16. График надежности функ- 5 
ционнрования системы (в условиях 
примера) в зависимости от вели- $ . 
чины Qn 3 \ 

32 Ii I i i i i I I nil и 1-1—» ' I ' 

Рис. 4.17. Графики зависимостей ха- ^ ^ ^ 6 
рактеристик элементов водо.хозяйст- — — 
венного баланса (в условиях при-
мёра) от величины Qn: Ч 

: 3-\V; 4 - а ; 5 — Uti: О F- ' ' • >_ 
30 32 34 36 Qn7M3A VVr' 

6 - I ,'CXj 

не носит характера погрешности, объясняется тем, что величина отбора подзем-
ных вод представляет собой нелинейную функцию остальных статей баланса 
(дефицита водопотребления и редукции), что приводит к смещению средних 
величии. 

Рассмотрим для сравнения условия,_когда характеристики водопотребления 
со&падают с характеристиками стока: Qn = 30 м3/с; сгп = 6 м3/с. Вычисленные 
аналогично характеристики отбора подземных вод после второй итерации <2Д — 
= 5,45 м8/с; с г д =5 ,45 м3/с. Значение математического ожидания редукции 

поверхностного стока к концу эксплуатации составило 1,92 м'/с, а поскольку 
средиемноголетняя величина дефицита водопотребления равна нулю, математи-
ческое ожидание водоотбора превышает сумму математических ожиданий дефи-
цита и редукции на 3,53 м*/с. 

На рис. 4.16 изображен график надежности функционирования 
системы совместного использования поверхностных и подземных 
вод в зависимости от величины Q a Пользуясь этим графиком, 
можно определить необходимый уровень освоения орошаемых пло-
щадей, соответствующий заданному значению надежности. Так, 
например, для того, чтобы появление дефицитной ситуации в си-
стеме было возможно не более одного раза за расчетный 50-летний 
срок, следует задаваться величиной надежности, равной 9 8 % . 
Этому значению на графике соответствует водопотребление в раз-
мере 34,7 м3/с. 

На рис. 4.17 изображены графики зависимости величин (5д, 
Од, W, аю, а также I f a i и 1/а2 от Qa. С помощью этих графиков 
можно определить, как будут изменяться величины элементов во-
дохозяйственного баланса при изменении математического ожи-
дания водопотребления. Так, отмеченному значению ^ n = 34,7 м3/с 
соответствуют величины QA= 12 м3/с и <хд = 4,2 м3/с. 
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, только 
одно МПВ. Совместить 

в 
не удается. Эта задача 

в 
с 

Такой способ 
15, 20]. 

В предлагаемом здесь варианте BXC 

ные створы, к которым 
собой дугами ( 

( графа) . Узлами схемы служат характер-
и МПВ. Узлы 

связаны между собой дугами (ветвями). О 
М П В через G, множество узлов — через У, 
через В. Д л я каждой дуги / из множества В _ 

в ней, обозначаемая ¢/. Д л я каждого узла i из 

дящие из него. 

к одному из узлов; в то же время к одному узлу i может быть 
подключено несколько МПВ; этот факт отражается заданием для 
каждого г е У соответствующего множества Gu состоящего из 
М П В , подключенных к узлу L При работе М П В изменяется рас-
ход поверхностного стока. Это обстоятельство можно от] 
в расчетной схеме двумя путями. Первый из них ближе 

в том, что 
Pj МПВ, ; 

Другой способ заключается в том, что 
узла вь еляется множество Vi МПВ, эксплуатация к 

гок к узлу. Эти способы эквивалентны, но по ряду сооб-
второй бол более удобен. 

Составим уравнение баланса для каждого узла i е Y 

Z Я1- Z я I + Z Qm- Z W w + п / - - I i r = о, 
J^Bt / s f l j " m e ^ 

где Qm — расход т-го МПВ; 
сгока, Bi 

i; Uf -

(4.85) 



отток от узла i (1 
ние в этом узле) . 

узле: сколько воды входит в узел, столько же и 
(в различных формах, в том числе, в 
ного стока) . Однако в ряде случаев 

I q , - I q,+ Z Qm- Z У и + П,+ - П Г > 0 . (4.86) 
„+ „ - т е О,- m е V1-I e S i I e B i

 1 « 

которое означает, что попуск ниже такого узла 

и подземных вод 
отбирать только в случае, когда 

ресурсов не удается у; 
потребность потребителей в воде. Таким образом, в урав-

нении (4.85) разность П + — П~ будет представлять собой взятую 
с обратным знаком величину дефицита в этом узле (i 
ного и отрицательного). 

водоотбора по МПВ, т. е. значений Qm , m е <7. 
ДЛЯ ДОСТ1 

стного использования следует стремиться к тому, чтобы ни на од-

т = М МП°вГудерж* 3 S m Т 6 К у Ш е е з н а ч е й и я понижения на 

Иначе говоря, при рас е делен и и нагрузок между М П В 

min ( S f l 0 n m - S m ) ^ r n a x . (4.87) 
т G а 

дукций, отражающих ход водоотбора на 
Принимая, что время в модели 
At, на основании формулы (1.70) и 

поверхностного стока, 



ния понижения Sm на m=Af М П В и редукции Wm, вызываемой 
его работой, к концу k-то расчетного интервала в виде: 

sm = sm +-S-Q"' (4-88) 
l m 

W = Wm + WgiQm; (4.89) 

S m = J - + * Й " ( 4 - 9 0 ) 
Z=I 

«= Qm М Г г + !) - wS-% (4.91) 

где Tm — значение коэффициента водопроводимости по т - м у 
М П В ; Ri

m и — соответственно гидравлическое сопротивление 
и функция редукции по м-му М П В на конец v-ro расчетного ин-
тервала. В формулах (4.88), (4.89) составляющие Sm и Wm пред-
ставляют собой величины, не зависимые от подлежащих опреде-
лению значений Qm . 

Будем считать, что графа лииейно-узловой схемы не содержит 
ветвей, начинающихся и оканчивающихся в одном и том ж е 
узле, т. е. множества Bt и ВТ не пересекаются. Тогда, с уче-
том соотношения (4.89) условия (4.85), (4.86) могут быть пред-
ставлены соответственно в виде: 

E CtmQm+ E Clnq1+ Fi = 0, (4.92) m s О / е= В 

для незамыкающих узлов и 

E CimQm+ £ dliqi + Fi>0 (4.93) 
mef l / s В 

для замыкающих. 
При этом коэффициенты C j m , йц определяются следующим обра-
зом: 

0, если т е ( ? г U V1, 

1 — если me= Gi П Vif 

1, если m e G t W t f 

- Ш и ' , если т е V j \ G j . 

0, если / е = В | + U ВТ, 

1, если j € = B f , (4.95) 

Ctm — (4.94) 

d;, 

— 1, если / е Bi 
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F i в (4.92), 
от QM либо 

(4.96) 

(4.87) 

(4.97) 

а 

AS m i n : 

(4.92), (4.93) 
Qm (И COOT-

образом эта з адача сводится 
( Л П ) . Д л я этого, допол-

(4.98) 

(4.99) 

~ 4 — - A-SMLN 4" G W - Sm) > 0; I т 

а ) для незамыкающих узлов 

JL g ClmQm + / Z DIIQ, + Fi = 0; 

б) д л я з а м ы к а ю щ и х узлов 

JC о CimQm + Ih dtlq, + Fi > 0; 

Q m > 0, ( 7 / > 0 , AS f f l l a > 0 . 

ЭВМ, с 
Если допустимая область 

ствами ( 4 . 1 0 0 ) - ( 4 . 1 0 3 ) , 

(4.Ю0) 

(4.101) 

(4.Ю2) 

(4.ЮЗ) 

область окажется пустой, 
юзможностей М П В дефи-

B этом случае М П В за-



(4.107) 

Qm + (5доп« - S j > 0, 

Qm > о, qs> О, Omtn < 0 . 

N 

Л П (4.100—4.103); если OI 

к задаче Л П (4.107—4.109). После того, 

Pn = nD/N, 

^ = T T 2 ( 4 . 1 П ) 

где Nr — число реализаций случайного 

Р г = 1 ~ % . (4.112) 

Алгоритм подобного вида был реализован на примере двух 
регионов — Ферганской долины в пределах У з С С Р и 
Казахской равнины А з С С Р . 



около 300 м3/с что сравнимо со 
не только местного стока (211 м 3 / с ) , но и транзитного стока 
Нарына и Карадарьи (506 м 3 / с ) . 

Хотя не менее половины указанной величины эксплуатацион-
ных ресурсов подземных вод формируется за счет привлечения 
поверхностных вод, д а ж е остающаяся часть эксплуатационных ре-
сурсов достаточно велика для того чтобы заметно изменить водо-

более существенным, если учесть, что подземные воды отбира-
как в течение года, так и в многолетнем раз-

на стыке Тянь-Шаньской (в ее 
части) и Алайско-Туркестанской горных систем, 

и востока границами Ферганской долины служат хребты, 
к Тянь-Шаню: Кураминский, Чаткальский, Атойнак-

Баубашата . К югу от Ферганской долины рас-
станский и Алайский хребты, 

Памиро-Алая. В западной части долин! 
узкий проход между возвышением Моголтау и 

Туркестанского хребта, через который Сырдарья выходит 



на равнину. Наибольшая протяженность долины между Ленина-
бадом и Кампырраватским гидроузлом на Карадарье — около 
300 км; наибольшая ширина в створе Касан — Наманган—Фер-
гана—Вуадиль достигает 130 км; наименьшая не превышает 5— 
10 км. 

Хребты вытянуты преимущественно в широтном направлении. 
Параллельно основным хребтам, отделяясь от них межгорными 
впадинами, расположены гряды передовых хребтов, сменяющихся 
пологими возвышенностями — адырами. Адыры отделены от пере-
довых хребтов заадырными, друг от друга — межадырными впа-
динами. 

Поверхность центральной части долины представляет собой 
древние террасы Сырдарьи и периферийные части конусов выноса 
многочисленных горных рек и речек (саев) , стекающих с окру-
жающих гор. 

Климатические характеристики испытывают лишь небольшие 
изменения по территории долины, связанные в основном с высо-
той над уровнем моря. Климат сухой, резко континентальный и 
отличается большой продолжительностью безморозного периода 
(более 200 дней в году). Среднее количество осадков в равнинной 
части варьирует от 109 до 226 мм/год (Андижан); в предгорьях 
оно выше (360 мм/год — Ош, 502 мм/год — Д ж а л а л а б а д ) . Сред-
няя температура по всем метеостанциям долины составляет при-
близительно, 0C: января —3, июля + 2 7 ; годовая + 1 3 ; испаряе-
мость 1200 мм/год. 

Наиболее крупные реки Ферганской долины — Нарын и Kapa-
дарья — сливаясь, образуют Сырдарью, большинство притоков ко-
торой впадает в нее именно в пределах Ферганской долины. 
С Туркестано-Алайского, Ферганского и Чаткало-Кураминского 
хребтов стекают в Ферганскую долину более 30 крупных и мелких 
притоков Сырдарьи: Падшаата , Гавасай, Касансай (Чаткало-Ку-
раминская система); Караунгур, Кугарт, Майлисай (Ферганский 
хребет); Сох, Исфара , Шахимардан, Исфайрамсай, Аравансай, 
Акбура (Туркестано-Алайская система). По классификации 
В. Л . Шульца, реки Ферганской долины относятся в основном 
к типам рек с ледниково-снеговым и снегово-ледниковым пита-
нием. К первым относятся реки, стекающие с Туркестано-Алай-
ского хребта (Акбура, Аравансай, Исфайрамский, Шахимардан, 
Сох, И с ф а р а ) , ко вторым — реки стекающие с Ферганского и 
Чаткало-Кураминского хребтов (Караунгур, Майлису, Падшаата , 
Касансай, Гавасай, Чадаксай) , а также Нарын и Карадарья . На 
рис. 4.19 изображен график среднегодовых расходов Q рек Фер-
ганской долины; ниже приведены их статистические характери-
стики: 

Река (группа р е к ) . . . Нарын Карадарья "Север. "Восток. "Юг. 

Q, м3 /с 119 20 ,7 60 ,9 135 

C 0  . 0 ,28 0 ,35 0 ,37 0 ,34 0,11 
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SiS 0,90 

Г 



Рис. 4.20. К а л е н д а р н ы й г р а ф и к расходов водопотребления по линейно-узловой 
схеме Ферганской долины: 
I — «Север»; 2 — «Восток»: 3 — «Юг» 

суммарных кпд в Ферганской долине находятся в пределах 0,6— 
0,7; площади орошения составляют тыс. га: по группе «Север» — 
195, «Восток» — 295, «Юг» •— 530. Изменения в величинах орошае-
мых площадей Ферганской долины за последние десять лет — не-
значительные. К величинам водопотребления на орошение были, 
кроме того, прибавлены количества воды, расходуемые на про-
мывки земель. Результирующие временные зависимости расходов 
водопотребления приведены на рис. 4.20. 

Исходными данными для моделирования гидрогеологических 
условий района послужили результаты региональной разведки 
эксплуатационных ресурсов подземных вод, проведенной 
Г И Д Р О И Н Г Е О в 70-х гг. Гидрогеологические условия Ферган-
ской долины типичны для межгорных впадин; ее особенности — 
размеры и дрепированность крупными водными артериями таких 
как Сырдарья, Нарын и Карадарья . Подземные воды в Ферган-
ской долине имеются в отложениях всех геологических возрастов 
и распространены повсеместно. 

Подземные воды в дочетвертичных отложениях изучены фраг-
ментарно, в основном в связи с разведкой нефтяных залежей. 
Близ восточного борта Ферганской котловины обнаружены прес-
ные и минерализованные воды в трещиноватых отложениях де-
вона и карбона. Высоконапорные пластовые минерализованные 
воды обнаружены в мелководных и палеоген-неогеновых отложе-
ниях. 
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стей Н и ж е 

1. Ч у с т - П а п с к о е М П В (рис. 4.22, а) 
в виде пласта-полосы с 

служат адыры, а 
В пределах довольно узкой 

площади з 
>сти (5500 MVcyT) 

Ю м. При 

Us = ~ r c h l ( L ~ d ) sh Xd/ch XL1 

где X=* (Pfa)1K Б = 24 ООО м, £ = 6700 м, d = 3500 м. Д л я 

(4.113) 

Uw = chX(L~d)fchXL; (4.114) 

W0 ( 0 по 
метод Гохберга; эт< 

на рис. 4.24. 
о е М П В (см. рис. 4 .22 ,6) 

1700 
— 1 1 

го расхода 
м'/сут, ур 

80 м. 
выражениями (4.113) и (4.114) при 
1 - 1 0 500 м, rf = 5700 м, Б = 55 000 м. 

и 

функции 4.23, а и 4.24. 
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t,K m 
Рис. 4.23. Временные зависимости 
гидравлических сопротивлений по ме-
сторождениям подземных вод Фер-
ганской долины. Номера кривых — 
МПВ (см. рис. 4.21): 
л — д л я МПВ Б н 6; б — для МПВ 1 - 4 
и 7 - 1 1 

рис. 4.22, в. Если в качестве оси абсцисс принята р. Карадарья , 
а в качестве оси ординат — р. Нарын, причем начало координат 
находится в точке их слияния, уравнение, описывающее прямую 
линию, вдоль которой идет линейный ряд, имеет вид: у = ах+ р. 
где а = —0,575; P = 21,5 км. 

Передаточная функция понижения описывается разложением 
общего вида для ограниченных в плане областей [10]: 

OO 

Usixt у, P)= У enkQc, й . (4.115) 
п,п = I P+ Ink 

где 

- L\ 

P — — P, х = XfL2, у = y!yLa\ 

^n k = я2 (П - V2)2 ( - £ - ) 2 + л2 (k - V2)2; 

enk = 2 д / s i n я (п — V2) - ц - х sin я (k — '/2) У', 

2 / Т ~ ( " О " а - 7 * ) cos Y f t + ( « - V 2 ) - ^ sin 6А Vtг ^wfcy-Jik-W ; 

У к = л ( а + р) (k - •/,); 6ft = ря (к - V2); 
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Рис. 4.24. 

mm I и ? ™ = о с м ' ри°" 

I 1 = 20 ООО м, I 2 = 26 500 Если в формуле (4.115) 
р , значение передаточной функции будет ^ / = оо. Сум-

(4.116) 

где i=at/Ll Эта 
рис. 4.23, а. 

со-

rf" (0-2 V^ ( ¾ ¾ ¾ " - ^ (4Л,7) 

OO £ L 

на рис. 4.24. 
4. М а й л и с а й с к о е МПВ 

с 

w0(t}=wP +ю{оЩ 



вого расхода — склон Ферганского хребта. Фильтрационные пара-
метры осреднены по площади: 7 = 3800 м2 /сут, а = 25 ООО м2/сут, 
Sдои = 100 м. Передаточные функции понижения и редукции соот-
ветственно выражаются формулами (4.113), (4.114) со следую-
щими параметрами: L = 15 400 м, d = 8900 м, Б = 30 000 м. Вели-
чины гидравлических сопротивлений и функции редукции опреде-
лены по методу Гохберга; их графики приведены на рис. 4.23, а 
и 4.24. 

5. К а р а у й г у р с к о е МПВ (см. рис. 4.22, д) схематизиро-
вано в виде пласта-прямоугольника с четырьмя границами нуле-
вого расхода (МПВ располагается в депрессии, со всех сторон 
ограниченной склонами отрогов Ферганского хребта и адырами; 
р. Караунгур выходит из нее через узкий пропил, шириной кото-
рого можно пренебречь). Передаточная функция понижения имеет 
вид: 

Us (р) = chX (L1 — х0) ch Xx0Jsh XLu (4.119) 

где X = ( P M ) 1 / 2 ; L i = 19 500 м, L 2 = 14 500 м, X0 = 9500 м. Фильтра-
ционные параметры допускают усреднение по площади МПВ: Г = 
= 6000 м2/сут, а = 4 0 000 м2 /сут, 5Д Ои= 100 м. Расчет временной" 
зависимости гидравлического сопротивления на основании выра-
жения (4.119) проведен методом Гохберга, результат в виде гра-
фика приведен на рис. 4.23, б. В силу своего расположения Kapa-
унгурское МПВ не оказывает влияния на поверхностный сток. 

6. И с ф а р и н с к о е МПВ (см. рис. 4.22, е) схематизировано 
в виде пласта-прямоугольника с тремя границами нулевого рас-
хода (склон Туркестанского хребта, адыр и межконусное пони-
жение) и границей постоянного уровня (урез Кайраккумского 
водохранилища). Учтена фильтрационная неоднородность отложе-
ний конуса выноса: в его вершинной части величина водопроводи-
мости принята равной T i = SOOO м2/сут, в периферийной — T2 = 
= 1100 м2 /сут. Соответственно = 33 000 м2/сут, а2 = 7300 м2 /сут; 
S w j n = I O O м, Li = 30000 м; L 2 = 18 300 м; i/o = 9500 м. Характер-
ным значением водопроводимости, используемым для вычисления 
эксплуатационных ресурсов, считается Ti = 5000 м2/сут. Д л я точки 
водозабора, наиболее удаленной от границы постоянного уровня, 
выражение передаточной функции понижения таково: 

U s = 

где 

2 
JTL1 

( - D я - И 

я = 1 
УО+V t h 4 2 > ( L 2 - ! / 0 ) j 

(4.120) 

V = T2ZT1. 
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Передаточная функция редукции имеет вид: 

Величины гидравлического сопротивления и функции редукции, 
полученные по методу Гохберга, в виде графиков приведены на 
рис. 4.23, б и 4.24. 

7. С о х с к о е МПВ (см. рис. 4.22, ж) схематизировано в виде 
пласта-полосы с разнородными границами. Границей нулевого 
расхода принята вершина конуса выноса, и склон Алайского 
хребта, границей постоянного уровня — урез р. Сырдарьи. Учтена 
фильтрационная неоднородность области: в ее вершинной части 
Ti =7600 м2 /сут, в периферийной — T2 = 3300 м2/сут; соответст-
венно, ai = 51 ООО м2 /сут, а2 = 22 000 м2 /сут, 5 Д О П =100 м. Переда-
точная функция на линии водозабора определяется выражением 

== — (th X1JC1 - f TicthJLaX2)-', (4.122) 

где X i=(Pla i)1K * = 1,2: ц= (T2ZT1) У а , / а 2 ; 1 = 51 500 м, B = 
= 40 000 м, Xi = 23 900 м, X2 = 27 600 м. Передаточная функция ре-
дукции этого МПВ имеет вид 

Uw = r\ ^ X I x 2 I ^ 4 - 1 2 3 * 

Значения гидравлического сопротивления и функции редукции 
в виде графиков приведены на рис. 4.23, а и 4.24. 

8. А л т ы а р ы к - Б е ш а л ы ш с к о е МПВ (рис. 4.22, и) схе-
матизировано в виде пласта-полуполосы с границей нулевого рас-
хода по линии адыров. Учтена фильтрационная неоднородность: 
для вершинной части области принято Ti = 2400 м2/сут, A1 = 
= 1600 м2/сут; для периферийной — T2 = 500 м2 /сут, а2 = 3300 м2/сут, 
5Доп = 100 м. Передаточная функция понижения на линии водоза-
бора имеет вид 

Us= T i U , (4.124) ВXi ц 4-th AiXt ' v 7 

где X i - (p/aiYK TJ= (Гз/Г,) л/а{/а2, B = 60 000 м, л:, = 17 900 м. Ве-
личины гидравлических сопротивлений, полученные по методу 
Гохберга, приведены на рис. 4.23, а в виде графиков. В силу своей 
значительной удаленности от Сырдарьи Алтыарык-Бешалышское 
МГ1В практически не оказывает влияния на поверхностный сток; 
значения W0 для этого МПВ приняты равными нулю. 

9. А н д и ж а н - Ш а р и х а н с к о е МПВ (см. рис. 4.22,к) схе-
матизировано в виде пласта-полуплоскости с границей питания 
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(урез С ы р д а р ь и ) . Учтена фильтрационная неоднородность, в до-
лине Сырдарьи принято 71 = 7200 м 2 / сут , ai = 4 8 ООО м 2 / сут ; в об-
ласти, соответствующей периферийной части пролювиального 
шлейфа ^ 2 = 2000 м2/сут, a 2 = 13 000 м 2 / сут , 5 Д 0 П = 100 м. Переда -
точная функция понижения на линии водозабора имеет вид: 

Us (Л + Cth М Г ( 4 . 1 2 5 ) 

где X = (p/a±)V.; ц= (T2ITl)^aifa2; В = 36 000 м» d = 5800 м. Пере -
даточная функция редукции имеет вид 

Uw = ( c h M + Tjsh М Г ' . (4.125а) 

Расчет временных зависимостей понижения и редукции произво-
дится методом Гохберга; графики гидравлического сопротивления 
и функции редукции приведены на рис. 4.23, а и 4.24. 

10. С ы р д а р ь и н с к о е М П В (см. рис. 4.22, л) схематизиро-
вано в виде пласта-полуполосы с границей питания, причем 
в качестве границы принят урез Сырдарьи. Временная зависи-
мость гидравлического сопротивления для этого случая имеет вид 
(2.72) (при г = 0, P = 2d); временная зависимость функции редук-

ц и и — в и д (2.82) при B = I O O 000 м, 10 000 м, 7 = 3000 м 2 / сут , 
a = 20 000 м 2 / сут , Здоп = 100 м. Графики зависимостей R0(t) и 
W0(t) приведены на рис. 4.23, а и 4.24. 

11. О ш - А р а в а н с к о е М П В (см. рис. 4.22, м) схематизиро-
вано в виде пласта-прямоугольника с тремя границами нулевого 
расхода (склон Туркестанского хребта, адыр и межконусное пони-
жение) и одной границей постоянного уровня (урез К а р а д а р ь и ) . 
Учтена фильтрационная неоднородность: в верхней части пролю-
виального шлейфа принято Ti = 1 0 500 м 2 / сут , ai = 70 000 м 2 / сут ; 
в периферийной части — T2 = 3900 м 2 / сут , а2 = 26 000 м2 /сут, 5 д 0 п = 
= 100 м. Передаточная функция понижения на линии водозабора 
для точки, в которой понижение максимальное (т. е. находящейся 
в наибольшем удалении от реки) имеет вид: 

Tj _ _ ± _ У ( - I ) " + ' c o s я ( n - ' / 2 ) x / / z , . . 1 9 f i v 

S ~ пкх <» - • / * ) [ 4 1 } th + v 4 2 ) th *<2) (L2 - „0)] ' ( - f 

где = д / p l a t + я 2 (п - iI2)2/hi / = 1 , 2 ; 

H1 = B = 35 000 м, /г2 = 29 000 м, у0= 21 000 м. 
Передаточная функция такова : 

01 Я : 

X f s h + (L2- у0) Ch^y0 

А W s h + th 4 2 > (L2 - у0) c h у0 • 1 ' ' 
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по методу Гохберга; на рис. 4.23, а и 4.24 их резуль-

Узел 1: 6, = qt — dx — X1 — X3 — X5 = 0; 
Узел 2: b2 = q2-d2 + xt - X2-хв = 0; 
Узел 3: b3 = X1 + X2 - X7 + Q 3 - W 3 - W i - W i l = 0 ; 
Узел 4: ^ = X 7 - J i - W l - W 2 - W l - W 7 - W 9 - W 1 0 ^ O - , 
Узел 5: = X3 + Q1 + Q, + - = 0; 
Узел 6: = x4 + ( 7 6 - r f e 4 - Q 4 + Qs==0; 

Узел 7; Ь7 = X8 + J C 6 Q m - M 7 - ^ 7 = O. 

(4.128) 



Рис, 4.25. Блок-схема моделирования процесса совместного функционирования 
поверхностных и подземных вод 



остальные параметры: расходы водозаборов, величины редукции и 
узловые величины. Если проделать эти преобразования и пере-
нести в правые части равенств (4.128) значение дг3, условия неот-
рицательности остальных потоков в дугах выражаются следующим 
образом: 

( ж , > 0 ) : - Q 1 -Q2+ X3 + (dt + ds — q t - qs) < О, 
п 

( j c 2 > 0 ) : — Z Qm-X3 + (d2 + ds + d7 — q2 — qB — <7 ?)<0, 
m = 4 

(х< > 0): - Q 4 — Qs — *з + (d6 — q6) < 0, 
< * 5 > 0 ) : Ql + Q2 + (qs-ds)^0, 

(х6 >0): £ Qm + (qr-d7)^0. 
т «=6 

(4.129) 

Условие X 7 ^ O заменяется на более сильное неравенство, вытека-
ющее из четвертого равенства (4.130): 

ii 
I т = 1 

И 
Z (1 -~Wm)Qm+ Z Wm+dt + d2+dt+ds+ds + tn =1 

+ d7 — qx — q3 — qs — q6 — q7 < 0. (4.130) 

При выводе последнего уравнения использовано соотношение 
(4.89): Wm= Wm+W^ Qm . Условие ASmi„ = min (5Д0П m—Sm) запи-

т 

шется, с учетом (4.88), в виде 

тг Vm + ASmln + (S f f l SA O n m ) < 0 , (4.131) 
m = l , . . . , 11. Система неравенств (4.129)—(4.131) представляет 
собой систему ограничений задачи Л П в стандартизованном виде: 
т 
Z aijZi + bi^ 0, i = l , п, (4.132) 

где 2/ — переменные задачи Л П , в данном случае вектор 
(zi, . . . , Zm) формируется следующим образом: zi —Qi, Z2 = 
*=Q2, . . . . Zu = Qii, 212=^3, Z13=ASjmin. Таким образом, общее число 
переменных задачи Л П равно т = 13. Число ограничений п = 17. 
В соответствии с выражениями (4.129) — (4.131) формируются и 
значения коэффициентов матрицы ац, а т а к ж е столбца 6,. Т а к 
oi,I = —1, Oil2 = - I , <21,12= 1, bx = di + ds — qx— q*\ o?,i = —(l — W\% 

и 
Wm +di + d2 + di + d5 + d6 + d7 —qx — q2 —q5 —qe —qr, 

m = 1 
O e l I = ^ l 1 V A , 08,13=1» b& = SI—SJlon 1 и т. д. 
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Решение задачи Л П осуществляется по стандартной методике 
симплекс-метода [41]. 

При решении задачи Л П (4.129) — (4.131) могут реализоваться 
два исхода: либо задача совместна, и тогда искомые значения 
расходов М П В определяются как Qm=Zm, т — 1, . . 1 1 ; Xs=Ziz, 
ASmIn=2is, либо задача Л П оказывается несовместной, а именно, 
ее область допустимых значений пуста (по физическому смыслу 
задачи неограниченной она оказаться не может) . 

Пустота допустимой области задачи Л П означает, что всех на-
личных ресурсов подземных вод не хватает для покрытия дефи-
цита. При этом, во-первых, фиксируется, что год оказался в ре-
зультате дефицитным (на единицу увеличивается содержание счет-
чика дефицитов); во-вторых, необходимо все же каким-то образом 
распределить нагрузки по М П В так, чтобы водохозяйственная 
ситуация в этих условиях была по возможности более легкой. 
В реализованной версии программы при возникновении такой си-
туации М П В нагружаются согласно принципу наименьшего оста-
точного дефицита в узлах, соответствующему выражениям 
(4.104) — (4.109); на основе равенств (4.107) и (4.108) определя-
ются элементы матрицы задачи Л П для этого случая. Очевидно, 
эта задача всегда совместна; решается она также с помощью 
стандартной процедуры симплекс-метода. 

В течение 50-ти расчетных лет каждой реализации определя-
ется число дефицитных периодов. Частота отказов в данной реа-
лизации определяется выражением (4.110). Осредняя частоты от-
казов по реализациям, в соответствии с выражением (4.111) по-
лучаем оценку вероятности отказов, а по формуле (4.112) — 
оценку надежности. 

Предварительные результаты, полученные с помощью модели 
Ферганской долины, свидетельствуют о том, что за счет ресурсов 
подземных вод здесь можно обеспечить добавку к водохозяйствен-
ному балансу бассейна Сырдарьи в размере 3—5 км3/год при су-
ществующих орошаемых площадях, современных значениях кпд 
оросительных систем и поливных норм. Ожидается также, что 
учет внутригодового изменения поверхностного стока и водопо-
требления, а т акже комплексирование режима отбора подземных 
вод во внутригодовом разрезе уточнит приведенные выше значе-
ния. Рост оценок добавки к водохозяйственному балансу предви-
дится также в случае учета возможности искусственного пополне-
н и я ресурсов подземных вод. 

Кировабад-Казахская равнина. Другим объектом, для которого 
проводилось моделирование функционирования системы совмест-
ного использования подземных и поверхностных вод и были про-
деланы соответствующие расчеты, стала Кировабад-Казахская 
равнина Азербайджана. Особенностью условий равнины, в отли-
чие от Ферганской долины, является то, что водохозяйственные 
системы на притоках р. Куры расположены в изолированных друг 
от друга долинах, поэтому линейно-узловая схема системы, изоб-
раженная на рис. 4.26, в известной степени условна: для оценки 

211 



Рис. 4.26. Линейно-узловая схема 
Кировабад-Казахской равнины. 
Цифры в кружках — номера узлов, 
в квадратах — МПВ: 1 — Акстафа, 2 — 
Дзегам, 3 — Шамхор, 4 —Гянджачай, 
5 — Кюракчай, 6 —Инчачай 

надежности функционирования системы следует рассматривать 
каждую из водохозяйственных систем по отдельности. 

На рис. 4.27 изображены расчетные схемы шести М П В Киро-
вабад-Казахской равнины: Акстафинского, Дзегамчайского, Шам-
хорского, Гянджинского, Кюракчайского и Инчачайского. Числовые 
параметры, соответствующие обозначениям рис. 4.27 следующие: 

1. А к с т а ф и н с к о е МПВ: 1 = 1 8 0 0 0 м, rf = 10500 м, B = 
= 40 000 м, T = 190 м2 /сут, а = 2700 м2 /сут, S a o n = 30 м; 

2. Д з е г а м ч а й с к о е МПВ: 1 = 1 3 000 м, 4 = 5 1 0 0 м, B = 
= 40 000 м, T = 730 м2 /сут, а = 10 500 м2 /сут, S a o n = 70 м; 

3. Ш а м х о р с к о е МПВ, 1 = 23 000 м, J i = 6000 м ,^ 2 = 20 000м, 
Bi=IOOOO м, 7 = 610 м2/сут, а = 8700 м2/сут, 5Д 0 П = 30 м; 

4. Г я н д ж и н с к о е МПВ: 1 = 38 000 м, с ? = 19 000 м, B = 
= 18 000 м, T=370 м2 /сут, а = 5300 м2 /сут, S a o n = 25 м; 

5. К ю р а к ч а й с к о е МПВ: L = 36000 м, с?= 14000 м, B = 
= 27 000 м, Г = 490 м2/сут, а = 7000 м2/сут, S a o n = 25 м; 

6. И н ч а ч а й с к о е МПВ: 1 = 42 000 м, J i = 22 000 м, J 2 = 
= 39 000 м, 7 = 360 м2 /сут, а = 5100 м/сут, S a o n = 25 м. 

а 

/ / / / / / / / / / / у / ; / / / ; / ; ; ; ; / ; / / / / / / / / / / / s / / / / / / / / / / / / > 
/ / / / у / У / / / / / / / / / / / / / / 7 7 / 

/ ; / ; / ; ; ; / / / / / / / / ; / / / / / ; / / > /77777777777777777777777т 

Рис. 4.27. Расчетные схемы месторождений подземных вод Кировабад-Казахской 
равнины (1—4 — номера схем) 

212 



Д л я расчета гидравлических сопротивлений и функций редук-
ции были использованы следующие выражения, соответствующие 
схемам на рис. 4.27: 
Схема 1 

е - л > ( * - ' / , ) ' ( 4 1 3 3 ) 

_ j 2_ у sin Jt (n—l/2)d/L е - л » (п — Чг)2 atIL1 J 3 4 ^ 
° я п = \ " — '/г ' \ • } 
хема 2 

L J at , / d2 d 1 \ 2 V COS2 nnd/L -nWatlLA 
0 ~~ ~B j U " "T" VT5 " T + T / " S r I J i n2 e J 1 

(4.135) 
W0 = O. 
Схема 3 

Us = d
 l_d £ . (4.136) 
2 1 n = 1 + 

где 
c o s n (n — ' / 2 ) d j / L — c o s Jt (n — ' / г ) M , n 7 v 

расчет гидравлических сопротивлений осуществляется по методу 
Гохберга; 

OO 

1 2£ Г cos л (п — ' / г ) di/L — cos я (ti — ! / г ) d2/L ^ 
я2

 ( d a _ d l ) ( „ _ . / 2 ) a А 

Х е ~ ( « - ' / > ) ' ( 4 . 1 3 8 ) 

Схема 4 значения /?о и гс̂ о оцениваются как взвешенные средние 
значений определенных соответственно для параллельного грани-
цам участка водозабора и участка, перпендикулярного им, причем 
веса определяются как Bj(Bi + d2— ^i ) ; d2— d\/(В\ + d2 — d\). 

Временные зависимости RQ(I) для шести М П В изображены на 
рис. 4.28, временные зависимости wo(t) — на рис. 4.29. 

Данные наблюдений за стоком правых притоков Куры на тер-
ритории Кировабад-Казахской равнины имеются начиная 
с 1937 г.; статистические характеристики среднегодовых расходов 
рек таковы: 
Р е к а . . . Акстафа Дзегамчай Шачкорчай Гянджачай Кюракчай Инчачай 
Q1 м 3 /с 10,6 4 ,65 8 ,58 4 ,18 2 ,90 1,07 
C 0 . . . . 0 ,36 0 ,36 0 ,27 0 ,23 0 ,22 0 ,24 
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/ ,годы 
Рис. 4.28. Временные зависимости 
гидравлических сопротивлений место-
рождений подземных вод Кировабад-
Казахской равнины. Номера крн-

Рнс. 4.29. Временные зависимости ре-
дукции месторождений подземных 
вод Кировабад-Казахской равнины. 
Номера кривых — МПВ (см. рис. 4.26) 

вых —МПВ (см. рис. 4.26) 

Водопотребление на орошение для водохозяйственных систем при-
токов р. Куры определялось на основе данных [4]; для получе-
ния кривых зависимостей надежности от математического ожида-
ния водопотребления была необходима только оценка величины 
коэффициента вариации водопотребления; по рекомендациям, при-
веденным в работе [4], она была принята равной 0,4. 

Моделирование случайного процесса функционирования си-
стемы совместного использования поверхностных и подземных вод 
лроводилось в целом в соответствии с блок-схемой на рис. 4.25, 
с той лишь разницей, что в случае одного М П В в системе отпа-
дают блоки, связанные с формированием матрицы задачи Л П и 
ее решением. 

Результат расчетов по Кировабад-Казахской равнине — кривые 
надежности в зависимости от математических ожиданий водопо-
требления (рис. 4.30). Эти графики показывают, что в режиме сов-
местного использования поверхностных и подземных вод добавки 
к водохозяйственным балансам оказываются подчас значи-
тельно большими, чем соответствующие величины эксплуатацион-
ных ресурсов, рассчитанные на срок в 50 лет. В табл. 4.2 приво-
дятся соответствующие данные с учетом сокращения поверхност-
ного стока, вызываемого отбором подземных вод. 

Следует отметить, что приведенные выводы относятся к усло-
виям изолированности водохозяйственных систем притоков 
р. Куры; в настоящее время, после ввода в действие Шамхорского 
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Рис. 4.30. Зависимости надежности 
функционирования систем совмест-
ного использования для Акстафин-
ского ( / ) , Дзегамского (2), Шамхор-
ского (3), Гянджачанского (4), Кю-
ракчайского (5) и Инчачайского (б) 
месторождений 

_1 1 I t 1—i—t t I —-—3 
JO SO 70 80 SOSS37 S9 99,9 Р,% 

1 I I 1— 

машинного к а н а л а , по крайней мере, те из систем, что о к а ж у т с я 
на подкомандных ему территориях, будут объединены. Поэтому 
д л я получения уточненных выводов относительно характеристик 
функционирования системы необходимо будет провести соответст-
вующие расчеты с учетом изменений в конфигурации линейно-уз-
ловой схемы. 

Т а б л и ц а 4.2 
Добавки к водохозяйственным балансам систем на правых притоках Куры 
в пределах Кировабад-Казахской равнины, в результате совместного 
использования подземных и поверхностных вод 

Добавка к балансу (в м ' / с ) прн величине 
надежности Р , % 

Система Q3, м'/с 

50 75 90 

Акстафа 0,65 
0,22 
0,21 
0,29 
0,58 
0,50 

1,8 
3,0 
0,4 
1,6 
2,7 
2 ,2 

2 , 6 
3,8 
1,0 
1 ,8 
2 , 8 
2,3 

4,2 
4 ,2 
1,8 
2,2 
3,1 
2,4 

Дзегаччай 
Шамхорчай 
Гянджачай 
Кгоракчай 
Инчачай 



ПРИЛОЖЕНИЕ 

00. 
01. 
02. 
03. 
04. 

П С 
F 
П 
5 
П 
0 

if 07. ПП* 
08. 24 
09. К И П f 
10. X 
11. ИП Д 

12. + 
13. П Д 
14. И П В 

2 
X 

15. 
16. 

18. FLO 
19. 07 
20. И П Д 
21. 

17. П В 23. 00 

П р и м е ч а н и е : 
С/(р) = е - V T . 
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Программа 34 

Вычисление значений функции 
, \ - Q - a i I ^ m l c z - D (z t а) 

F ( z $ а ) - - - 2 * L 

0 0 . п о 2 0 . F X2 40. + 60. 2 80. X 
01. С/П 21. F 41. 2 61. 4- 81. ИП 3 
02. П А 22. П П 42. — 62. И П А 82. -f-
03. F е х 23. 71 43. П 7 63. F X 2 83. X 
04. П В 24. П 8 44. И П 0 64. л. 84. ИП 2 
05. И П А 25 . И П 9 45. П П 65. П 7 85. 4 -
06. 2 26. F Х < 0 46. 71 66. С/П 86. X 
07. ч- 27 . 32 47. 1 67. Б П 87. И П 1 
08. И П 0 2 8 . 2 48. — 68. 00 88. + 
0 9 . + 29 . И П 8 4 9 . П В 69. 89. X 
10. П С 30. — 50. И П С 7 0 . 9 0 . 1 
11. И П 0 31. П 8 51. F X2 71. 91. + 
12. + 32. И П 8 52. / - / 72. 9 2 . F X 2 

13. П П 33. И П В 53. F е* 73. т 6 93. F X2 

14. 71 34. — 54. И П В 74. X 94. F X2 

15. П Д 35. П 8 55. X 75. И П 5 95. F X2 

16. И П 0 36. И П В 56. 1 76. + 96. F 1/Х 
17. И П С 37. И П Д 57. + 77. X 97. В /О 
18. — 38. X 58. И П 7 78. И П 4 
19. П 9 3 9 . И П 8 5 9 . — 79. + 
Р е г и с т р ы : 

1. 3 ,=7,0523078-10- 2 ; 
2. 32 = 4,2282012 • IO"2; 
3. а 3 =9,2705272 IO-3; 
4. а 4=1,520143-IO" 4 ; 
5. а 5=2,765672-IO" 4 ; 
6. а б =4,30638- IO-5; 
0. z, 
7. F(z,a) (результат) ; 
А. а . 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести программу. 
2. Ввести константы at—а б . 
3. Выполнить В/О; занести на регистр значение г; С/П. 
4. После останова занести на регистр значение а ; С/П, 
5. Считать с операционного регистра результат—значение 

F ( г , а ) . 
6. Д л я продолжения расчетов вернуться к п. 3 инструкции. 
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Программа 34 

Вычисление значения функции 

A (z, a) = D (г, а) - D* (г, а) 

00. п о 
01. С/П 
02. П А 
03. F е х 

04. П В 
05. И П А 
06. 2 
07. 4-
08. И П О 
09. -т-
10. П С 
11. И П О 
12. + 
13. П П 
14. 71 
15. П Д 
16. И П О 
17. И П С 
18. — 
19. П 9 

20. F х 2 _ 
21. F V 
22. П П 
23. 71 
24. П 8 
25. И П 9 
26. F Х < 0 
27. 32 
28. 2 
29. И П 8 
30. — 
31. П 8 
32. И П 8 
33. И П В 
34. 
35. П 8 
36. И П В 
37. И П Д 
38. X 
39. П Д 

40. ИП 8 
41. -J-
42. 2 
43. -н 
44. П 7 
45. И П 8 
46. И П Д 
47. — 
48. 2 
49. -г-
50. П 8 
51. И П О 
52. F X 2 

53. X 
54. 2 
55. X 
56. И П А 
57. -f-
58. И П 7 
59. — 

60. / - / 
61. П Д 
62. С/П 
63. Б П 
64. 00 
65. 
66. 
67. 
68. 
69. 
70. 
71. f 
72. t 
73. И П I 
74. X 
75. и п ; 
76. + 
77. X 
78. ИП 
79. + 

80. X 
81. И П 3 
82. + 
83. X 
84. И П 2 
85. 
86. X 
87. И П 1 
88. + 
89. X 
90. 1 
91. + 
92. F X 2 

93. F X 2 

94. F X 2 

95. F X 2 

96. F 1/Х 
97. В/О 

Р е г и с т р ы : 
1. а 1=7,0523078- IO -2; 
2. а 2=4,2282012- IO 2; 
3. аз = 9,2705272. 10~3; 
4. а 4 = 1,520143-IO-4; 
5. а 5 =2,765672 -IO" 4; 
6. э 6 =4,30638 10-s; 
0. г; 
7. D ( г , а ) ; 
8. D*(z, а ) ; 
А. а; 
Д . Л (г, а ) . 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести программу. 
2. Ввести константы ai—аб . 
3. Выполнить В/О; занести на регистр значение г; С/П. 
4. После останова занести на регистр значение а ; С/П. 
5. Считать с операционного регистра значение А (г, а ) — р е -

зультат . В регистрах 7 и 8 находятся соответственно значения 
D(г, а) и D*(z, а ) . 

6. Д л я продолжения расчетов вернуться к п. 3 инструкции. 
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Программа 4 

Вычисление значений 'функции 

2г2 
Л* (г, a ) = ( l - -^-)D* (z, а) D (z, а) 4 2z 

а V я 
- е 

00. F е х 

01. П В 
02. И П А 
03. 2 
04. 
05. 
06. н-
07. П С 

И П 0 
+ 

20. 71 
21. П 8 

И П 9 
F Х < 0 

22 
23 

F X2 

F 1/Х 
П 9 
2 

И П О 
24. 29 
25. 2 
26. И П 8 
27. — 
28. П 8 
29. И П 8 
30. И П В 
31. 4 -
32. П 8 
33. И П В 
34. И П Д 
35. X 
36. П Д 
37. И П 8 

40. 
41. 
42. 
43. 
44. — 
45. X 
46. И П 8 

И П Д 
+ 
И П 9 
X 
И П А 

47. 
48. 
49. 
50. 
51. 
52. X 
53. — 

38. 
39. И П С 

54. 
55. 
56. 
57. 
58. 
59. 

П 7 
И П С 
F X 2  

И П О 
F X2 

+ 

60. /—/ 
61. F е х 

62. И П С 
63. 4 -
64. 4 
65. X 
66. Fn 
67. F V 
68. -f-
69. + 
70. С /П 
71. -
72. -
73. И П 6 
74. X 
75. И П 5 
76. + 
77. X 
78. И П 4 
79. -f" 

- C + - S - ) 

80. X 
81. И П 3 
82. + 
83. X 
84. И П 2 
85. + 
86. X 
87. И П 1 
88. + 
89. X 
90. 1 
91. + 
92. F X2 

93. F X2 

94. F X 2 

95. F X 2 

96. F 1/Х 
97. В /О 

08 
09. 
10. П П 
11. 71 
12. П Д 
13. И П О 
14. И П С 
15. — 
16. П 9 
17. F X 2  

18. F V 
19. П П 
Р е г и с т р ы : 

1. 3 ,=7 ,0523078-IO" 2 ; 
2. а 2 =4,2282012- IO" 2 ; 
3. а 3 =9,2705272-10" 3 ; 
4. 34=1,520143-10"4 ; 
5. 35=2,765672-10" 4 ; 
6. з 6 =4,30638- IO" 5 ; 
0. z; 
А. а . 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести программу. 
2. Ввести константы S t —з 6 . 
3. Занести значение z в регистр 0; знзчение а — в регистр А 

(на операционном регистре д о л ж н о нзходиться знзчение а ) . 
4. Выполнить: В/О, С/П. 
5. Считать с операционного регистра учетверенное значение 

искомой функции — 4 Л * ( z , a ) . 
6. Д л я продолжения расчетов вернуться к п. 3 инструкции. 

219 



Программа 34 

Расчет значений гидравлического сопротивления на линии 
водозабора в условиях пласта-полосы с двумя границами питания 

00. П 1 16. И П 1 32. П В 48. И П 5 64. И П 7 
01. П П 17. — 33. Fn 49. И П 2 65. X 
02. 75 18. / - / 34. X 50. X 66. / - / 
03. И П 1 19. П П 35. П 5 51. F sin 67. И П А 
04. X 20. 75 36. F X2 52. F X2 68. + 
05. П А 21. И П А 37. И П 1 53. И П 6 69. И П 3 
06. И П 1 22. X 38. F X2 54. X 70. X 
07. И П 2 23. П А 39. + 55. И П 7 71. П 5 
08. X 24. С/П 40. П 6 56. + 72. С/П 
09. f 25. П 4 41. И П 4 57. П 7 73. Б П 
10. П П 26. 0 42. X 58. И П 6 74. 25 
11. 75 27. П В 43. I-I 59. И П 0 75. F е* 
12. И П А 28. П Ч 44. F е* 60. — 76. t 
13. ч- 29. И П В 45. ИП 6 61. F Х < 0 77. F 1 /X 
14. П А 30. 1 46. -г- 62. 29 78. — 

15. XV 31. + 47. П 6 63. 2 79. 2 
80. 
81. В/О 

Р е г и с т р ы : 
0. е (точность расчета) ; 
1. х; 
2. х0; 
3. L/B; 
4. t-
5. RO{XQ, t); 

A. R0 (xQ, оо) ВIL. 
И н с т р у к ц и я : 

1. Ввести программу. Занести на операционный регистр значе-
ние х; выполнить В / О ^ С / П . После останова на операционном ре-
гистре— значение RO(XO, оо) B/L. 

2. Занести на операционный регистр значение t; С/П. После 
останова на операционном регистре — значение RQ(X0, T). Д л я рас-
чета с новым значением t набрать его на операционном регистре; 
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Программа 34 

Расчет значений гидравлического сопротивления 
на линии водозабора в условиях пласта-полосы 
с разнородными границами 

00. П 1 18. И П 1 36. П 5 54. F е* 72. 37 
01. П П 19. — 37. И П 5 55. И П 8 73. 2 
02. 85 20. I-I 38. 2 56. -i- 74 И П 7 
03. И П 1 21. F е* 39. _{_ 57. П 8 75. X 
04. X 22. t 40. П 1 1 О 58. И П 6 76. И П А 
05. П А 23. F 1/Х 41. Fxc 59. И П 2 77. .— 
0 6 . 1 24. 

F 1/Х 
42. X 60. X 78. I-I 

07. И П 2 25. 2 43. 2 61. F s i n 79. И П 3 
08. — 26. — 44. - i . 62. F X 2 80. X 
09. И П 1 27. Й П А 45. П 6 63. И П 8 81. П 5 
ю. х 28. X 46. F X 2 64. X 82. С / П 
11. f 29. П А 47. И П 1 65. И П 7 83. Б П 
12. П П 30. С / П 48. F X 2 66. + 84. 31 
13. 85 31. П 4 49. + 67. П 7 85. F е* 
14. И П А 32. 0 50. П 8 68. И П 8 86. t 
15. -f- 33. П 7 51. И П 4 69. И П 0 87. F 1/Х 
16. П А 34. 1 52. X 70. — 88. + 
17. XV 35. / - / 53. 14 71. F Х < 0 89. В / О 

Р е г и с т р ы : 
0. е (точность р а с ч е т а ) ; 
1 - х ; 
2. Хо; 
3. L/B; 

4 . 1 ; _ 
5. Ra{xo t / ) ; 
A. Ro(xo, оо) В\L. 

И н с т р у к ц и я : 

1. Ввести программу и параметры е, хо, LIB в соответствую-
щие регистры. Занести % на операционный регистр; выполнить В/О, 
С/П. После останова на операционном регистре — Ro(*о, оо) BJL. 

2. Занести на операционный регистр з н а ч е н и е ^ ; С /П. После 
останова на операционном регистре — значение Ro(*о, t). Д л я рас-
чета с новым значением t набрать его на операционном регистре; 
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Программа 34 

Расчет значений функции редукции в схеме пласта-полосы 
с двумя границами питания 

00. П4 17. X 34. + 51. 60 
01. 0 18. / - / 35. П А 52. И П 6 
02. П А 19. F е х 36. И П 6 53. -г-
03. П В 20. И П 6 37. И П 0 54. Й П А 
04. И П В 21. 38. — 55. — 

05. 1 22. 2 39. F Х < 0 56. П А 
06. + 23. X 40. 04 57. С/П 
07. П В 24. ИП 5 41. И П 1 58. Б П 
08. F n 25. X 42. П П 59. 00 
09. X 26. П 6 43. 60 60. F е* 
10. П 5 27. И П 5 44. П 6 61. t 
11. F X 2 28. ИП 3 45. 1 62. F 1/Х 
12. И П 1 29. X 46. И П 3 63. — 

13. F X 2 30. F s i n 47. — 64. 2 
14. + 31. И П 6 48. И П 1 65. 
15. П 6 32. X 49. X 66. В/О 
16. И П 4 33. И П А 50. П П 

Р е г и с т р ы : 
0. е (точность расчета) ; 
1-х; 
3. d; 
4. /; 
A . W 0 . 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести текст программы и параметры в регистры 0—4. 
2 Занести значение t на операционный регистр, выполнить 

В / О , С/П. 
3. После останова считать результат — значение_а?0-
4. Д л я выполнения расчета при другом значении / — вернуться 

к п. 2 инструкции. 
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Программа 34 

Вычисление значений функции редукции для условий 
отбора подземных вод пласта-полосы с разнородными 
границами линейным водозабором 

00. П 4 14. 4 28. П 2 42. — 56. И П 2 
01. 0 15. — - 29. F Bx 43. F X < 0 57. 
02. П А 16. И П 1 30. И П 3 44. 06 58. И П А 
0 3 . 1 17. F X 2 31. X 45. И П 1 59. — 

04. / - / 18. + 32. 2 46. П П 60. П А 
05. П В 19. П 5 33. -f- 47. 64 61. С /П 
0 6 . И П В 20. И П 4 34. F s i n 48. П 2 62. Б П 
07. 2 21. X 35. И П 2 49. 1 63. 00 
08. + 22. / - / 36. X 50. И П 3 64. F е т 

09. П В 23. F е* 37. И П А 51. X 65. t 
10. F n 24. И П 5 38. + 52. И П 1 66. F 1/Х 
11. X 25. 39. П А 53. X 67. 
12. П 2 26. И П 2 40. И П 2 54. П П 6В. В/О 
13. F X 2 27. X 41. И П 0 55. 64 

Р е г и с т р ы : 
0. е (точность расчета) ; 

XL 
3. d; 
4. t; 
A. Wq (результат) . 

И н с т р у к ц и я: 
1. Ввести текст программы и параметры в регистры 0—3. 
2. Занести на операционный регистр значение t; выполнить 

В/О, С/П. 
3. После останова на операционном регистре — значение ш0. 
4. Д л я продолжения расчетов при новом значении t набрать 

его на операционном регистре; С/П. 
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Программа 34 

Вычисление значений функции интегральной редукции 
в условиях пласта-полосы с двумя границами питания 

00. П 1 20. И П А 40. С/П 60. F е х 80. F Х < 0 
01. П П 21. X 41. П 4 61. XV 81. 44 
02. 90 22. И П 2 42. 0 62. . i . 82. И П А 
03. П А 23. X 43. П В 63. И П 6 83. И П 4 
04. 1 24. П 6 44. И П В 64. X 84. -S-
05. И П 2 25. И П 1 45. 1 65. 2 85. И П 5 
06. — 26. И П 2 46. + 66. X 86. _{_ 
07. И П 1 27. X 47. П В 67. П 7 87. С/П 
08. X 28. П П 48. Fxc 68. И П 6 88. Б П 
09. П П 29. 90 49. X 69. И П 2 89. 41 
10. 90 30. И П 6 50. П 6 70. X 90. F е* 
11. И П А 31. — 51. F X2 71. F s i n 91. 
12. -f- 32. 2 52. И П 1 72. И П 7 92. I 
13. П 5 33. 53. F X 2 73. X 93. F 1/Х 
14. XV 34. И П 1 54. + 74. И П А 94. — 

15. f 35. 55. П 7 75. + 95. 2 
16. F 1/Х 36. И П А 56. + 76. П А 96. -S-
17. + 37. F X 2 57. И П 4 77. И П 7 97. В /О 
18. 2 38. 58. X 78. И П 0 

В/О 

19. -т- 39. П А 59. 14 79. — 

Р е г и с т р ы : 
0. е (точность расчета) ; 
1- х; 
2. ~d\ 
4. Т. 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести программу и параметры в регистры 0 и 2. 
2. Исполнить В/О; занести на операционный регистр значе-

ние х; после останова на операционном р е г и с т р е — щ . 
3. Занести на операционный регистр значение ^ С/П; после 

останова на операционном регистре —значение O0 ( 0 -
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Программа 34 

Вычисление значений функции интегральной редукции 
в условиях пласта-полосы с разнородными границами 

00. И П 1 20. X 40. 
01. П П 21. ИП А 41. 
02. 89 22. X 42. 
03. ПА 23. П 6 43. 
04. 1 24. И П 1 44. 
05. ИП 3 25. ИП 2 45. 
06. — 26. . — . 46. 
07. ИП 1 27. П П 47. 
08. X 28. 89 48. 
09. П 2 29. F Bx 49. 
10. П П 30. И П 6 50. 
11. 89 31. + 51. 
12. F Bx 32. И П 1 52. 
13. Г1 6 33. 53. 
14. XY 34. 2 54. 

35. -T- 55. 
15. И П А 36. И П А 56. 
16. -4- 37. F X 2 57. 
17. П 5 38. • 58. 
18. ИП 6 39. / L / 59. 
19. И П 3 

/ L / 59. 

П А 60. X 80. — 
П 7 61. / - / 81. F X < 0 
1 62. F е* 82. 45 
/ - / 63. И П 6 83. И П 7 
п В 64. F X 2 84. И П 4 
И П В 65. — 85. -т-
2 66. Й П 2 86. И П 5 

67. X 87. + 
П в 68. П 6 88. С/П 
F n 69. И П 2 89. F е* 
X 70. И П Д 90. f 
П 2 71. X 91. t 
F X 2 72. F s i n 92. F 1/Х 
4 73. И П 6 93. — 
-T- 74. X 94. 2 
И П 75. И П 7 95. ч-
F X 2 76. _{_ 96. — 
+ 77. П 7 97. В/О 
П 6 78. И П 6 

97. В/О 

И П 4 79. И П 0 

Р е г и с т р ы : 
0. е (точность расчета) ; 

х; 
3. d; 
4. 7"; 
5. v; 
7. —о0; 
Д . d!2. 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести программу. 
2. Занести значения параметров в регистры 04-4 и Д . 
3. Выполнить В/О, С/П. 
4. После останова считать с операционного регистра значение 

v(t). 
5. Д л я расчета при новом значении t выполнить следующие 

действия: набрать на операционном регистре новое значение Т, П4; 
ИПА; П7; Б П ; 42; С/П. 

П р и м е ч а н и е . Переключатель Р /Г должен находиться в по-
ложении «Р». 
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Программа Il 

00. П 9 
01. 0 
02. П А 
03. 1 

05 1 U 1  

Об! ИП Д 8 

6 к 
10. ИП в 
11. ИП 8 
12. X 

н3: U 

15. ИП Д 30. 
16. 2 31. 
17. 32. 
18. 
19. 

П 33. 
34. 

2L Sn9 36. 

23*. 
37. 
38. 

24. 47 39. 
25. И П В 
26. X 4L 
27. П о 42. 
28. ИП А 43! 
29. + 44. 

Ф2*(г; в; р) 

П А 
И П О 
F X2 

Б П 

И П А к 
I L , 
5?' И П 5 

1 I 4 
55. + 

57. ИП 3 
58. + 
59. X 

60 ИП 2 
61. + 
62. 
63. 
64. + 
65. X 
66. 1 
67. + 
68. F X2 

69. F X2 

70. F X 2 

71. F X 2 

72. F 1/Х 
73. В/О 



Программа 12 

Вычисление значений функции Ф 2 * * ( г ; е; р) 

60. И П 2 
61. + 
62. X 
63. И П 1 
64. -{-
65. X 
66. 1 
67. -{-
68. F X2 

69. F Х2 
70. F X 2 

71. F X2 

72. F 1/Х 
73. П О 
74. XY 
75. F х2 
76. 2 
77. X 
78. 1 
79. + 

Р е г и с т р ы : 
1. 31 = 7,0523078- IO"2; 
2. а 2 =4,2282012 10~2; 
3. а 3 =9,2705272 IO-"3; 
4. а 4 = 1,520343 - 3 О"4; 
5. а5—2,765672- IO"4; 
6. а 6 =4 ,30638 IO-5; 
7. р; 
8. е; 
9. г; 
А. Ф2** — результат; 
С. точность расчета (практически достаточно принимать Ю - 3 ) . 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести программу. 
2. Ввести константы в регистры 1—6, 7, 8, С. 
3. В/О; набрать значение z на операционном регистре; С/П. 
4. Считать с операционного регистра значение Ф2**. 
5. Д л я расчета с новым значением z набрать его на операци-

онном регистре; С/П. 

00. П 9 20. + 40. + 
01. 0 21. И П 9 43. И П А 
02. П А 22. X 42. X 
03. 1 23. П П 43. П А 
04. / - / 24. 47 44. С/П 
05. П Д 25. ,ИП В 45. Б П 
06. И П 8 26. X 46. 00 
07. F 1/Х 27. П 0 47. t 
08. I - / 28. И П А 48. t 
09. П В 29. + 49. И П 6 
10. И П В 30. П А 50. X 
11. И П 8 31. И П 0 51. И П 5 
12. X 32. F X 2 52. + 
13. / - / 33. F V 53. X 
14. П В 34. И П с 54. И П 4 
15. И П Д 35. 55. + 
16. 2 36. F Х < 0 56. X 
17. + 37. 10 57. И П 3 
18. П Д 38. И П 8 58. + 
19. И П 7 39. 1 59. X 

80. И П 0 
81. X 
82. П 0 
83. Ff 
84. F, 
85. F X 2 

86. 14 
87. F е* 
88. F я 
89. F 
90. 
91. X 
92. 2 
93. X 
94. I-I 
95. И П 0 
96. + 
97. В/О 

227 



Программа 229 

00. П 9 
01. О 

17. 
18. И П 9 

02. П А 19. 
03. П Д 20. 
04. 1 21. 58 

SI: ' Л 
22. 
23. 

П О 
F 

07. И П В 24. И П 7 
08. И П 8 25. И П 9 
09. X 26. X 

it. П В 
27. 2 

X 
12. И П Д 29. — . 

13. 2 30. П П 

16. ИП Д 7 

31. 

33. 

58 
И П О 

ФгЧг; е; а) 

34. И П В 

£ $ о 
37. И П А 

39. П А 
40. И П О 
41. F X 2 _ 

42. F V 
43. И П С 
44. — 
45. Г X О 
46. 07 

il: SSi э 
s o i r a i 

51. 58 68. И П 3 
52 И П А 69. + 
53. 
54. П А 

70. 
71. И П 2 

56. S? 72. 
73. 

+ 
57. 00 74. 

+ 

58. t 75. + 
59. t 76. X 
60. И П 6 77. 1 
61. 

Й П 5 
78. 
79. 

63." + 80. F X 2 

64. 
И П 4 

81. F X2 

65. И П 4 82. F X2 

66. + 83. F 1/Х 
67. X 84. В/О 



Программа 14 

Вычисление значений функции (T>i**(z; е; а) 

00. ИП в 20. 2 40. — 60. х 
01. ИП 8 21. X 41. F X < 0 61. ИП 4 
02. X 22. — 42. 00 62. + 
03. / - / 23. П П 43. ИП 7 63. X 
04. П B 24. 54 44. ИП 9 64. ИП 3 
05. ИП Д 25. ИП 0 45. X 65. 
06. 2 26. + 46. ПП 66. X 
07. 4- 27. ИП B 47. 54 67. ИП 2 
08. П Д 28. X 48. ИП А 68. 
09. ИП 7 29. П 0 49. + 69. X 
10. + 30. ИП А 50. П А 70. ИП 1 
11. ИП 9 31. + 51. С/П 71. -f 
12. X 32. П А 52. БП 72. X 
13. П П 33. ИП 0 53. 00 73. 1 
14. 54 34. F X2 54. t 74. 
15. П 0 35. F V 55. t 75. F X2 

16. F 36. 1 56. ИП 6 76. F X2 

17. ИП 7 37. ВП 57. X 77. F X 2 

18. ИП 9 38. 3 58. ИП 5 78. F х* 
19. X 39. / - / 59. + 79. F 1/Х 

80. П С 
81. X 
82. XY 
83. F X2 

84. 14 
85. F еч 

86. F я 
87. F V 
88. ч-
89. XY 
90. — 

91. X 
92. 2 
93. X 
94. I-I 
95. ИП С 
96. + 
97. В/О 

Р е г и с т р ы : 
1. a 1—7,0523078- Ю - 2 ; 
2. a2=4,2282012 IO-2; 
3. а3=9,2705272-IO-3 ; 
4. а4=1,520143-10~4 ; 
5. а5=2,765672- IO- 4; 
6. а 6 =4,30638 Ю - 5 ; 
7. а; 
8. е; 
9. г; 
А. Ф,**— результат. 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести программу, константы а г 
2. Занести нуль в регистры А и Д; -
3. Выполнить В/О; С/П. 
4. Считать результат с операционного регистра. 
5. Д л я расчета с новым значением z вернуться к п. 2. 

П р и м е ч а н и е . Точность расчета в этой программе равна 
10 \ Изменить значение точности можно заменяя число 3 в ячей-
ке 38 программы на другое. Например, выполняя последователь-
ность действий: БП 38; F ПРГ; 4; F ABT, получим точность Ю - 4 . 

-а6 и параметры а, е, z. 
-1 в регистр В. 
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Г! рограмма 15 

Вычисление значений функции С\ (г; е; а ) 

00. П 9 19. ПП 38. П А 57. t 
01. 0 20. 57 39. ИП 0 58. t 
02. П А 21. П 0 40. F X 2 59. ИП 6 
03. П Д 22. F , 

ИП 7 
41. F V 60. X 

04. 1 23. 
F , 
ИП 7 42. ИП с 61. ИП 5 

05. П В 24. ИП 9 43. _ 62. 
06. ИП В 25. X 44. F X < 0 63. X 
07. ИП 8 26. 2 45. 06 64. ИП 4 
08. X 27. X 46. ИП 7 65. + 
09. / - / 28. _ 47. И П 9 66. X 
10. П В 29. ПП 48. X 67. ИП 3 

И . ИП д 30. 57 49. ПП 68. 
12. 2 31. ИП 0 50. 57 69. X 
13. 4 - 32. 51. ИП А 70. ИП 2 
14. П Д 33. И П В 52. + 71. 
15. ИП 7 34. X 53. П А 72. X 
16. + 35. П 0 54. С/П 73. И П 1 
17. ИП 9 36. ИП А 55. Б П 74. 
18. X 37. + 56. 00 75. X 

76. 1 
77. 
78. F X 2 

79. F X 2 

80. F X 2 

81. F X 2 

82. F 1/Х 
83. X 
84. XY 
85. F X 2 

86. I-I 
87. F ех 

88. F л 

89. F V 
90. -T-

91. XY 
92. — , 

93. В/0 

Р е г и с т р ы : 
1. ai=7,0523078- IO -2; 
2. a2=4,2282012-IO"2 ; 
3. 33=9,2705272-IO" 3; 
4 . 34=1,520143-10-4; 
5. 35=2,765672-IO-4; 
6. зб=4,30638-10~5 ; 
7. а; 
8. е; 
9. г; 
A. Ci — результзт; 
С. точность рзсчетз. 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести текст программы, константы, значение точности рас-

чете и парзметры а, е. 
2. Занести на операционный регистр значение г. 
3. Выполнить В/О, С/П. 
4. Считать значение результате с операционного регистра. 
5. Д л я выполнения расчетз с другим знзчением 2 набрать его 

на операционном регистре; С/П. 
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Программа 16 

Вычисление значений функции 12Ci*(3; е; а) 

00. И П в 
01. И П 8 
02. X 
0 3 . 1 - I 
04. П В 
05. И П Д 
OG. 2 
07. + 
08. П Д 
09. И П 7 
10. + 
11. И П 9 
12. X 
13. П П 
14. 51 
15. Г1 0 
16. F 
17. И П 7 
18. И П 9 
19. X 

Р е г и с т р ы : 

20. 2 
21. X 
22. — 

23. П П 
24. 51 
25. И П 0 
26. + 
27. И П в 
28. X 
29. П 0 
30. И П А 
31. 
32. П А 
33. И П 0 
34. F X2 

35. F V 
36. 1 
37. в п 

38. 3 
39. I-I 

40. — 
41. F Х < 0 
42. OO 
43. И П 7 
44. И П 9 
45. X 
46. П П 
47. 51 
48. И П А 
49. + 
50. С/П 
51. f 
52. f 
53. И П 6 
54. X 
55. И П 5 
56. + 
57. X 
58. И П 4 
59. + 

60. X 
61. И П 3 
62. + 
63. X 
64. И П 2 
65. -j-
66. X 
67. И П 1 
68. — 
69. X 
70. 1 
71. -J-
72. F X 2 

73. F X2 

74. F X2 

75. F X 2 

76. F 1/Х 
77. Х_ 
78. XY 
79. F X2 

80. / - / 
81. F е* 
82. F л _ 
83. F V 

84. -4-
85. П_С 
86. XY 
87. —_ 
88. XY 
89. F X 2 

90. 2 
91. X 
92. 3 
93. + 
94. X 
95. И П С 
96. — 
97. В/О 

1. a , = 7 , 0 5 2 3 0 7 8 IO-2; 
2. 32=4,2282012-Ю- 2 ; 
3. 33=9,2705272 -IO-3; 
4. 34=1,520143-IO- 4 ; 
5. 35=2,765672 IO-4; 
6. з б = 4 , 3 0 6 3 8 1 0 5; 
7. а ; 
8. е; 
9. 2. 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести прогрзмму. 
2. Ввести констзнты а\—-з6, п з р з м е т р ы а , е, z. 
3. Ззнссти нуль в регистры А и Д ; единицу в регистр В. 
4. Выполнить .В/О; C/II . 
5. После остзновз считзть результзт с оперзционного регистрз. 
6. Д л я выполнения нового рзсчетз вернуться к п. 2 настоящей 

инструкции. 
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Программа 17 

Вычисление значений функции C2 (2; е; р) 

00. П 9 18. П Д 36. F X < 0 
01. 0 19. ИП 7 37. 10 
02. П А 20. + 38. ИП 8 
03. 1 21. ИП 9 39. 1 
04. / - / 22. X 40. + 
05. п д 23. ПП 41. ИП А 
06. ИП 8 24. 47 42. X 
07. F 1/Х 25. ИП В 43. П А 
08. / - / 26. X 44. С/П 
09. П В 27. П 0 45. БП 
10. ИП в 28. ИП А 46. 00 
11. ИП 8 29. + 47. П П 
12. X 30. П А 48. 61 
13. / - / 31. ИП 0 49. X 
14. П в 32. F х2 50. П 0 
15. ИП д 33. F V 51. XY 16. 2 34. ИП С 

51. 

17. + 35. — 52. F X 2 

53. I - I 71. И П 3 
54. F е* 72. 
55. F я 73. X 
56. F V 74. ИП 2 
57. -г- 75. + 
58. ИП 0 76. X 
59. — 77. ИП 1 
60. в/о 78. + 
61. f 79. X 
62. f 80. 1 
63. ИП 6 81. + 
64. X 82. F X2 

65. ИП 5 83. F X 2 

66. + 84. F X 2 

67. X 85. F X 2 

68. ИП 4 86. F 1/Х 
69. + 87. в/о 
70. X 

Р е г и с т р ы : 
1. а 1=7,0523078 IO -2; 
2. а2=4,2282012-IO-2; 
3. а3=9,2705272 IO-3; 
4. а4=1,520143-IO-4 ; 
5. 35=2,765672-IO"4; 
6. а 6 =4,30638 - IO 5; 
7. р; 
8. е; 
9. г; 
A. C2 — результат; 
С. Точность расчета (практически достаточно принимать 

0,0005). 
И н с т р у к ц и я: 

1. Ввести программу. 
2. Ввести параметры р, е в регистры 7 и 8; константы ai—аб 

в регистры 1—6. 
3. В/О; набрать значение z на операционном регистре; С/П. 
4. После останова считать результат с операционного регистра. 
5. Д л я повторения расчета с новым значением z набрать его 

на операционном регистре; С/П. 
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Программа 18 

Вычисление значений функции 12C*(z; е; р) 

00. 1 20. П П 40. П А 60. X 
01. / - / 21. 42 41. С/П 61. 1 
02. П Д 22. И П В 42. I 62. + 
03. И П 8 23. X 43. t 63. F х2 

04. F 1/Х 24. П 0 44. И П 6 64. F х2 

05. 1—1 25. И П А 45. X 65. F х2 

06. П В 26. + 46. И П 5 66. F X2 

07. И П В 27. П А 47. -f- 67. F 1/Х 
08. И П 8 28. И П 0 48. X 68. П О 
09. X 29. F X 2 49. И П 4 fiQ Y v 
Ю- / - / 30. F V " 5 0 - + 
И- П В 3 1 . И П С 51. X 70. F X2 

12. И П Д 32 - 52. И П 3 71. 2 
13. 2 3 3 ; F х < 0 53. + 72. X 
14- + 34. 07 54. X 73. 3 
15- П Д 35 и П 8 55. И П 2 74. + 
16. И П 7 3 6 J 56. + 75. f 
17. + 37 4- 57. X 76. F 
18. И П 9 3 8 . И П А 58. И П 1 77. X 
19. X 39. X 59. + 78. X 

Р е г и с т р ы : 
1. 31=7,0523078-Ю- 2 ; 
2. з 2 =4 ,2282012-Ю- 2 ; 
3. з 3 =9 ,2705272 10-3; 
4. з 4 = 1 , 5 2 0 1 4 3 - Ю - 4 ; 
5. 35=2,765672-10"4 ; 
6. а 6 = 4 , 3 0 6 3 8 Ю-5; 
7. р; 
8. е; 
9. г; 
А. 12С* — результзт; 
С. Точность рзсчетз . 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести текст прогрзммы. 
2. Ввести констзнты З]—з6 в регистры 1—6; пзраметры р, е, 

2 в регистры 7, 8, 9; точность в регистр С. 
3. Ззнести нуль в регистр А. 
4. Выполнить В/О, С/П. 
5. После остзнова нз операционном регистре — значение Сч\ 

для получения искомого С* произвести деление на 12 вручную. 
6. Д л я расчетз с новым знзчением z вернуться к п. 2 инструк-

ции. 

79. П 0 
80. XY 
81. 1 
82. — 

83. t 
84. t 
85. 2 
86. 
87. 1 
88. — 

89. / - / 
90. F е* 
91. F л 
92. F V' 
93. 
94. X 
95. XY 
96. — 

97. В/0 
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Программа 34 

Вычисление значений функции М* ( а , р ) с помощью 
квадратурной формулы Гаусса 

00. И П А 12. 44 24. 36. X 48. И П В 
01. F X2 13. П 8 25. П 7 37. F л 49. X 
02. 4 14. 2 26. К И П 7 38. ~ 50. / - / 
03. ч- 15. И П 7 27. И П 8 39. И П В 51. F ех 

04. П С 16. — 28. X 40. F ех 
52. XY 05. 0 17. П П 29. И П 9 41. — 
52. XY 

06. П 9 18. 44 30. 42. П 9 53. 1 
07. 3 19. И П 8 31. П 9 43. С/П 54. 
08. П 0 20. 32. F LO 44. F X2 55. -4-
09. К И П f 21. П 8 33. 09 45. И П С 56. В/0 
10. П 7 22. И П 0 34. И П 9 46. X 
11. П П 23. 3 35. И П А 47. t 

Р е г и с т р ы : 
1. 6,75305- 10-2; 
2. 3,387907- IO-1; 
3. 7,613809- IO-1; 
4. 1,713244-IO-1 ; 
5. 3,607615. IO"1; 
6. 4,679139- IO-1; 
9. М* (результат) . 
A. а; 
B . р . 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести программу и константы в регистры 1—6. 
2. Ввести параметры а и р соответственно в регистры А и В. 
3. Выполнить В/О; С/П. 
4. После останова считать с операционного регистра значение 

М*{а, (5). 
5. Д л я выполнения нового расчета с другими параметрами 

вернуться к п. 2 инструкции. 
П р и м е ч а н и е . Время расчета — около 75 с. 
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Программа 34 

Расчет частотных характеристик понижения для площадного 
водозабора в неограниченном однородном пласте 

00. ИП 0 
01. И П А 
02. И П С 
03. И П С 
04. F X 2 

05. — 

06. П 2 
07. F X2 

08. 1 
09. 
10. F V 
П . F V 
12. П 1 
13. И П 2 
14. F a rc tg 
15. П 2 
16. И П С 

17. И П Д 34. И П 3 51. F X 2 68. П 8 
18. X 35. X 52. И П 6 69. И П 7 
19. П 3 36. И П 1 53. F X 2 70. И П 6 
20. И П 2 37. X 54. 71. -'•Г 
21. 2 38. П 5 55. F У " 72. F a rc tg 
22. -f- 39. F c o s 56. И П д 73. / - / 
23. П 5 40. И П 4 57. X 74. И П 2 
24. И П 3 41. X 58. 2 75. 
25. И П 3 42. 1 59. 76. F я 
26. X 43. — 60. Й П В 77. -V-
27. И П 1 44. 14 61. 78. 1 
28. X 45. П 6 62. Й П 3 79. 8 
29. / - / 46. И П 5 63. F X 2 80. 0 
30. F ех 47. F s i n 64. 81. X 
31. П 4 48. И П 4 65. Й П 1 82. П 9 
32. И П 5 49. X 66. F X 2 83. С /П 
33. F sin 50. П 7 67. 

Р е г и с т р ы : 
A. а, м2/сут; 
B. В, м; 
C. g, м- 1 ; 
Д . d, м; 
0. о , сут-1 ; 
8. /?; 
9. Ч'0. 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести текст программы. 
2. Поставить переключатель Р / Г в положение «Р». 
3. Ввести значения а, В, g, d, со в соответствующие регистры. 
4. Выполнить В/О; С/П. 
5. После останова на операционном регистре находится значе-

ние 4 е в градусах. Д л я вызова значения R исполнить И П 8. 
6. Д л я выполнения нового расчета вернуться к п. 3 инструкции. 
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Программа 237 

00. П В 05. И П 0 
01. ИП С 06. 3 
02. П А 07. + 
03. 3 08. П Д 
04. П О 09. ИП О 

10. И П В 15. X 
П . X 16. F c o s 
12. К И П Д 17. К ИП f 

П А 

13. — 
14. ИП 7 19. И П А 

21. 
22. F LO 
23. 05 
24. И П А 
25. С/П 

Р / Г в 

Уо, Уп, фп (В градусах) в 

С/П. 



Программа 22 

Н а х о ж д е н и е м а к с и м у м а функции 
з 

У (0 = Yj f"C0S — Фя)-
Л = I 

00. П В 
01. — 

02. П 9 
03. 9 
04. F IO1 

05. П С 
06. И П 9 
07. 3 
08. — 

09. I-I 
10. П 9 
11. И П В 

12. И П 9 23. И П 9 
13. — 24. F X 2 

14. П В 25. F V 
15. П П 26. И П 8 
16. 32 27 — 
17. И П С 28. F X < О 
18. XY 29. 11 

— г 30. И П В 
lJi- 1 1 С 31. С /П 

ZfJ. — w о 
21. F X ^ O «« п А 
22. 06 34 з А 

35. П 0 47. F c o s 
36. И П 0 48. К И П f 
37. 3 49. X 
38. 50. И П А 
39. п д 51. 
40. И П 0 52. П А 
41. И П В 53. F LO 
42. X 54. 36 
43. К И П д 55. И П А 
44. • — 56. I-I 
45. И П 7 57. В/О 
46. X 

Р е г и с т р ы : 

1. Уи 
2. У2, 
3. уз; 
4. ф1°; 
5. ф2°; 
6. фз°; 
7. Константа 0,017453; 
8. Точность вычисления времени максимума, сут; 
9. Время максимума, сут; 
А. Максимальное значение функции y(t). 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести программу. Перевести переключатель Р / Г в поло-

жение «Р». 
2. Ввести параметры уп, фп в соответствующие регистры; кон-

станту в регистр 7 и точность в регистр 8. 
3. Выполнить: t%\ t\\ В/О, С/П, где tu h — значения времени 

(в сут), ограничивающие максимум y ( t ) соответственно слева 
и справа. 

4. После останова на операционном регистре находится значе-
ние времени максимума функции y(i). Максимальное значение 
самой функции — в регистре А. 
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Программа 34 

Расчет частотных характеристик понижения в условиях 
плановой фильтрационной неоднородности 

00. И П 1 
01. И П 3 
02. 
03. F У ~ 
04. П 6 
05. 2 
06. F V 
07. X 
08. И П 2 
09. X 
10. П 7 
11. I-I 

P e Г И С T р 

12. F е х 24. П 0 36. П А 48. 1 
13. И П 4 25. 2 37. И П 0 49. 8 
14. X 26. X 38. 1 50. 0 
15. П 8 27. И П 9 39. + 51. X 
16. F X2 28. + 40. П 0 52. F я 
17. 1 29. F V 41. И П 7 53. ч-
18. 30. 2 42. F sin 54. 4 
19. П 9 31. ч- 43. ИП 8 55. 5 
20. И П 7 32. И П 5 44. X 56. 
21. F cos 33. -f- 45. И П 0 57. П В 
22. И П 8 34. И П 6 46. Ч- 58. С/П 
23. X 35. Ч- 47. F a rc tg 

1. со, сут - 1 ; 

2. d, м; 
3. а2, м2/сут; 
4. е; 
5. В, м; 
A. R; 
B. 4го. 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести текст программы. 
2. Занести параметры со, d, а2, В, г в регистры 1—5. 
3. Выполнить В/О, С/П. 
4. После останова на операционном регистре — значение 

(в градусах) . Значение R — в регистре А. 
5. Д л я нового расчета вернуться к п. 2 инструкции. 
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Программа 34 

Расчет частотных характеристик редукции для пласта-полосы 
с двумя границами питания 

00. 
01. 
02. 
03. 
04. 
05. 
06. 

И П 1 
F x 2  

И П 2 
F X2 

F V l 
F V 

07. П 4 
08. И П 2 
09. И П 1 
10. ч-
11. F a r c t g 
12. 2 
13. ч-
14. 
15. 
16. 
17. 
18. 
19. 

П 5 
F sin 
X 
П 7 
И П 5 
F cos 

20. И П 4 
21. X 
22. П 6 
23. П П 
24. 51 
25. П Д 
26. И П А 
27. П С 
28. 1 
29. И П 3 
30. — 

31. t 
32. t 
33. И П 7 
34. X 
35. П 7 
36. XY 
37. И П 6 
38. X 
39. П П 

40. 51 
41. И П Д 
42. И П В 
43. — 

44. П д 
45. ИП А 
46. И П С 
47. ч-
48. F У ~ 
49. П С 
50. С/П 
51. F е* 
52. t 
53. t 
54. F 1/Х 
55. 
56. 2 
57. ч-
58. П 9 
59. — 

60. И П 7 80. F Х < 0 
61. F cos 81. 88 
62. X 82. И П В 
63. П 8 83. F я 
64. И П 7 84. 
65. F sin 85. П В 
66. И П 9 86. Б П 
67. X 87. 97 
68. П 9 88. И П 9 
69. F X2 89. F X C O 
70. И П 8 90. 97 
71. F X2 91. И П В 
72. 92. F л 
73. П А 93. + 
74. И П 9 94. F л 
75. И П 8 95. 
76. ч- 96. П В 
77. F a rc tg 97. В/О 
78. П В 
79. И П 8 

Р е г и с т р ы : 

I- X2; 

2. w = ft)L2/a; 

3. d = d / L ; 
С. ш(й)); 
Д . 4>(в>). 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести текст программы. 
2. Занести значения параметров в регистры 1—3, выполнить 

В/О, С/П. 
3. После останова: на операционном р е г и с т р е — w ; в регистре 

С — w; в регистре Д — ifc. 
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Программа 34 

Расчет частотной характеристики редукции 
для пласта-полосы с разнородными границами 

00. И П 1 
01. F X2 

02. И П 2 
03. F X2 

04. + 
05. F у _ 
06. F V 
07. П 4 
08. И П 2 
09. И П 1 
10. -4-
11. 
12. 
13. -S-
14. П 5 
15. F s i n 
16. X 
17. П 7 
18. И П 5 
19. F cos 

F a rc tg 
2 

20. И П 4 
21. X 
22. П 6 
23. П П 
24. 51 
25. П Д 
26. И П А 
27. П С 
28. 1 
29. И П 3 
30. — 
31. -
32. -
33. И П 7 
34. X 
35. П 7 
36. XY 
37. И П 6 
38. X 
39. П П 

40. 51 
41. И П Д 
42. И П В 
43. — 
44. П Д 
45. И П А 
46. И П С 
47. -f-
48. F V 
49. П С 
50. С/П 
51. 
52. 
53. 
54. 
55. + 
56. 2 
57. -V-
58. П 8 
59. — 

1/Х 

60. ИП 7 80. F X < 0 
61. F s i n 81. 88 
62. X 82. ИП В 
63. П 9 83. F л 
64. ИП 7 84. + 
65. F cos 85. п В 
66. ИП 8 86. БП 
67. X 87. 97 
68. П 8 88. ИП 9 
69. F X 2 89. F X < 0 
70. ИП 9 90. 97 
71. F X 2 91. ИП В 
72. + 92. F л 
73. П А 93. + 
74. ИП 9 94. F л 
75. ИП 8 95. + 
76. -i- 96. П В 
77. F a rc tg 97. В/О 
78. П В 
79. ИГ1 8 

Р е г и с т р ы : 

1. X2; 
2. о) = ш£2/а; 

3. d = d/L; 
С. до(со); 
Д. 1|>(<0). 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести текст программы. 
2. Занести значения параметров в регистры 1—3, выполнить 

В/О, С/П. 
3. После останова: на операционном регистре — w; в регистре 

С — w\ в регистре Д — г]). 

240 



Программа 26 

Вычисление функции I(z, а) по методу Гаусса 

00. ИП А 12. К ИП t 24. -4- 36. X 
01. F X 2 13. 1 

t 
25. п п 37. П 7 

02. 4 14. + 26. 43 38. + 
03. -f- 15. 2 27. ИП 8 39. П 9 
04. П В 16. 4 - 28. + 40. F LO 
05. ИП С 17. п п 29. П 8 41. 12 
06. F 1/Х 18. 43 30. ИП 0 42. С/П 
07 П Д 19. П 8 31. 3 43. t 
08. 0 20. 1 32. + 44. ИП д 
09. П 9 21. К ИП t 33. П 7 45. X 
10. 3 22. — 

t 
34. К ИП 7 46. t 

11. П 0 23. 2 35. ИП 8 47. F 1/Х 

48. XY 
49. ИП В 
50. X 
51. + 
52. /—/ 
53. F ех 

54. XY 
55. -f-
56^ В/О 

Р е г и с т р ы : 
1. 9,324695-IO-1; 
2. 6,612093-IO-1; 
3. 2,386192-IO-1; 
4. 8,56622-Ю -2; 
5. 1,8038075-IO-1; 
6. 2,3395695-IO-1; 
А. а; 
С. г; 
9. / ( г , а) — результат. 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести программу. 
2. Ввести константы в регистры 1—6; параметры а и г в реги-

стры А и С соответственно. 
3. Выполнить: В/О, С/П. 
4. Через 1,5 мин на операционном регистре — результат — 

I(z, а). 
5. Д л я повторения расчета с новыми значениями z или а вве-

сти их в соответствующие регистры; вернуться к п. 3 инструкции. 
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Программа 34 

Вычисление значений функции / ( г , а ) разложением в р я д 
OO 

I(z, «) = E1 (z)+ Yj + , (г) , 
п — 1 

где Егг+1 (г) = ( е - 2 — гЕя (z))jn, E j (г) =̂  - E i (—z). 

00. п о 
01. / - / 
02. F е х 

03. П Д 
04. П П 
05. 51 
06. П 5 
07. П 6 
08. И П А 
09. F X2 

10. 4 
11. н-
12. И П О 
13. -f-
14. П 7 
15. 1 
16. П 8 
17. О 
18. П 3 

Р е г и с т р ы : 

19. И П 3 
20. 1 
21. + 
22. П 3 
23. И П 8 
24. И П 7 
25. X 
26. / - / 
27. П 8 
28. И П О 
29. И П 6 
30. X 
31. И П Д 
32. — 
33. И П 3 
34. - S -

35. / - / 
36. П 6 
37. И П 8 

38. X 
39 f 
40*. И П 5 
41. + 
42. П 5 
43. XY 
44. F X 2 

45. И П 4 
46. — 
47. F X < О 
48. 19 
49. И П 5 
50. С / П 
51. И П О 
52. /—/ 
53. П 9 
54. И П 1 
55. + 
56. П 2 

57. О 
58. П 3 
59. И П 3 
60. 1 
61. + 
62. П 3 
63. f 
64. И П 9 
65. X 
66. XY 
67. 1 
68. + 
69. F X 2 

70. F 1/Х 
71. X 
72. И П О 
73. X 
74. / - / 
75. П 9 

76. И П 2 
77. + 
78. П 2 
79. И П 9 
80. F X 2 

81. И П 4 
82. — 
83. F X < О 
84. 59 
85. XY 
86. И П О 
87. F l n 
88. + 
89. / - / 
90. В / О 

0. г; 
1. Константа 5,7721566-10"1; 
4. е2 — квадрат точности расчета; 
5. / ( г , а ) — р е з у л ь т а т ; 
А. а . 

И н с т р у к ц и я : 

1. Ввести программу. 
2. Ввести константу Эйлера в регистр 1, квадрат точности рас-

чета в регистр 4, значение а — в регистр А. 
3. Выполнить В/О. 
4. Занести на операционный регистр значение г, выполнить С / П 
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5. После останова на операционном регистре — результат, 
1 (г, а ) . 

6. Д л я расчета с новым значением z набрать его на операцион-
ном регистре, вернуться к п. 3 инструкции. 

П р и м е ч а н и е . В основу программы положен сходящийся 
ряд, поэтому теоретически результат может быть получен для лю-
бых значений г и а и с любой необходимой точностью. Необхо-
димо, однако, иметь в виду, что время расчета оценивается по 
следующей прикидочной зависимости: / « 3 0 г + 1 3 0 ехр(а 2 /4г) — 
— 100 (с), так что при слишком больших значениях г или а 2 / 4г 
расчет может занять недопустимо много времени. 
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Программа 31 

Вычисление значений функции Ierfcz 

00. П с 07. 1 14. F х2 21. ИП Д 28. 10 
01. F X 2 08. П А 15. F 1/Х 22. + 29. ИП Д 
02. 4 09. П Д 16. ИП А 23. п д 30. С/П 
03. 10. И П 8 17. X 24. ИП А 31. Б П 
04. П В 11. 1 18. И П В 25. ИП 9 32. 00 
05. 0 12. - F 19. X 26. — 

06. п 8 13. П 8 20. П А 27. F X < 0 

Р е г и с т р ы: 
9. е — точность расчета; 
С. z; 
Д . Io (z )—результат . 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести программу. 
2. На операционном регистре выбрать значение z. 
3. Выполнить В/О; С/П. 
4. После останова на операционном регистре — значение Io(z). 
5. Д л я выполнения расчета с новым значением z набрать его на 

операционном регистре; вернуться к п. 3 инструкции. 
П р и м е ч а н и е . Время расчета оценивается по прикидочной 

формуле / « 3 0 У~г + 10 с (при е = IO - 4) . 
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Программа 34 

Вычисление значений модифицированной функции Бесселя 10(2-) 
и функции Макдональда К 0 (г) по их разложениям в ряды 

00. П С 11. п Д 22. X 33. t 44. F l n 
01. F X 2 12. ИП 8 23. П А 34. И П 1 45. ИП 2 
02. 4 13. 1 24. ИП Д 35. + 46. + 
03. 14. + 25. + 36. П 1 47. ИП Д 
04. П В 15. П 8 26. п д 37. XY 48. X 
05. 0 16. F 1/Х 27. XY 

37. XY 49. / - / 
06. п 8 17. t 27. XY 38. ИП 9 50. ИП 1 
07. п 4 18. F X 2 28. ИП 4 39. FX < 0 51. + 
08. п 1 19. ИП А 29. + 40. 12 52. П 1 
09. 1 20. X 30. П 4 41. ИП С 53. С/П 
10. п А 21. ИП В 31. 

32. 
ИП А 
X 

42. 2 
43. -4-

54. БП 
55. 00 

Р е г и с т р ы : 
1. Ко (г) — результат; 
2. C = O,57721566 — константа Эйлера; 
9. е — точность расчетов; 
Д . Io (г) — результат. 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести программу, точность расчетов в регистр 9 и константу 

Эйлера в регистр 2. 
2. Занести на операционный регистр значение г; выполнить 

В/О, С/П. 
3. После останова считать с операционного регистра значение 

Ко (г); значение Io (г) находится в регистре Д. 
4. Д л я расчета с новым значением z набрать его на операци-

онном регистре; С/П. 
П р и м е ч а н и е . Прикидочное значение времени расчета мо-

жно определить по формуле: / « 50 У г + 20 с (при 8 = 10 - 4) . 
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Программа 31 

Вычисление значений функции I e r f c z 

00. f 
01. t 

10. И П 3 
И . + 
12. X 

20. + 
21. F X 2 

22. F X 2 

23. F X 2 

24. F X 2 

25. F 1/Х 
26. С/П 
27. Б П 
28. OO 

02. И П 6 
03. X 
04. И П 5 14. + 

15. X 

13. И П 2 

05. + 
06. х 16. И П 1 
07. И П 4 17. + 

18. X 
19. 1 

08. + 
09. X 

Р е г и с т р ы : 
1. 31 = 7,0523078- IO"2; 

2. а 2=4,2282012-10- 2 ; 
3. а 3 =9,2705272 IO-3; 
4. а 4 =1,520143-IO- 4 ; 
5. а 5 =2,765672-10- 4 ; 
6. а 6 =4,30638- Ю - 5 . 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести программу. 
2. Ввести константы ai — а6 в соответствующие регистры. 
3. Набрать значение z на операционном регистре; В/О, С /П 
4. Считать значение e r f c z с операционного регистра. 
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Программа 31 

Вычисление значений функции Ierfcz 

00. f 
01. f 
02. И П 6 
03. х 
04. И П 5 
05. -
06. X 
07. И П 4 

11. + 
12. X 

10. И П 3 20. + 
2 1 . F X 2 

2 2 . F X 2 

23. F X2 

24. F X 2 

25. F 1/Х 
26. X 
27. П_0 
28. XY 

30. / - / 
31. F е х 

32. F я 
33. F V 
34. ~ 

1 3 . И П 2 
14. + 
15. X 35^ Й П 0 

36. — 16. ИП 1 

08. + 
09. X 

17. — 
18. X 
19 . 1 

29. F X2 

37. С/П 
38. Б П 
39. 00 

Р е г и с т р ы : 
1. а , = 7,0523078- IO"2; 

2. 32=4,2282012-10- 2; 
3. а 3 =9,2705272-IO- 3 ; 
4. а 4 =1 ,520143- IO- 4 ; 
5. а 5 =2 ,765672- IO- 4 ; 
6. а 6 =4,30638- IO- 5 . 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести программу. 
2. Ввести константы a j — а 6 в соответствующие регистры. 
3. Н а б р а т ь значение z на операционном регистре; В/О, С /П . 
4. Считать значение ierfc z с операционного регистра. 
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Программа 34 

Вычисление функций i"erfc г для n = 0, . . 4 

П 9 20. 1 
21. + 
22. F X 2  

ИП 6 23. F X 2 

X 24. F X 2 

ИП 5 25. F X 2 

+ 26. F 1/Х 
X 27. П 0 
ИП 4 28. X 
+ 29. П_А 

8 П 3 3 0 -
4 - 31. F X 2 

х 32. / - / 
ИП 2 33. F е* 

34. F л _ 
X 35. F V 
ИП 1 36. 
+ 37. ИП А 
X 38. -

39. П А 

40. ИП 9 60. 2 
41. X 61. X 
42. 2 62. ИП 9 
43. X 63. X 
44. ИП 0 64. ИП в 
45. — 65. — 

46. / - / 66. / - / 
47. 4 67. 8 
48. 68. 
49. П В 69. п д 
50. 2 70. С/П 
51. X 71. БП 
52. ИП 9 72. 00 
53. X 
54. ИП А 
55. — 

56. / - / 
57. 6 
58. -4-
59. п с 

Р е г и с т р ы : 
1. а, = 7,0523078- 10"*; 
2. а2=4,2282012 10-2; 
3. а3=9,2705272-10 3; 
4. з4=1,520143-IO^4 ; 
5. 35=2,765672-10 4; 
6. з6=4,30638- IO 5. 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести прогрзмму. 
2. Ввести константы ai—а6 в соответствующие регистры. 
3. Набрать на операционном регистре значение г; 
4. Выполнить В/О, С/П. 
5. По остановке — в регистре 0 — значение erfc г; в регистре 

А — значение ierfcz; в регистре В — i2erfc 2; в регистре С — 
i 3erfc2; в регистре Д — i4erfc2. На операционном регистре — зна-
чение i4erfc 2. 
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Программа 33 

Вычисление значений функций D(z, а) и D*(z, а) 

00. П 0 16. ИП 0 32. ИП 8 48. 2 64. + 
01. С/П 17. ИП С 33. ИП В 49. 65. X 
02. П А 18. — 34. - 50. П 8 66. ИП 2 
03. F ех 19. П 9 35. П 8 51. Б П 67. + 
04. П В 20. F X2 36. ИП В 52. 00 68. X 
05. ИП А 21. F V 37. ИП Д 53. t 69. ИП 1 
06. 2 22. ПП 38. X 54. t 70. + 
07. ч- 23. 53 39. п Д 55. ИП 6 71. X 
08. ИП 0 24. П 8 40. ИП 8 56. X 72. 1 
09. -v- 25. ИП 9 41. + 57. ИП 5 73. + 
10. П С 26. F X < 0 42. 2 58. + 74. F х2 

И . ИП 0 27. 32 43. 4- 59. X 75. F хх 

12. + 28. 2 44. П 7 60. ИП 4 76. F х2 

13. П П 29. ИП 8 45. ИП 8 61. + 77. F х2 

14. 53 30. 46. И П Д 62. X 78. F 1/Х 
15. П Д 31. П 8 47. — 63. ИП 3 79. В/О 

Р е г и с т р ы : 
1. ai=7,0523078- IO-2; 
2. 32=4,2282012-10"2; 
3. аз=9,2705272-10-3 ; 
4. з4=1,520143-IO-4 ; 
5. з 5=2,765672-10- 4 ; 
6. з 6 =4,30638 IO-5; 
0. 2; 
А. а; 
7. D(z , а ) ; 
8. D*(2, а ) . 

И н с т р у к ц и я : 
1. Ввести программу. 
2. Ввести константы a s—а6 ; занести на операционный регистр 

значение 2; С/П. 
3. После останова занести на операционный регистр значе-

ние а; С/П. 
4. После останова на операционном регистре результат — з н а -

чение D* (2, а ) ; значение D (2, а) — в регистре 7. 
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Программа 34 

Вычисление значений функций F1(U), F2(u), F3(u) 

36. F X 2 

37. — 
38. F V 
39. П В 
40. И П А 
41. С /П 
42. И П В 
43. С/П 
44. Б П 
45. 00 
46. И П 0 
47. F X 2  

48. F V 
49. \ 
50. f 
51. ИП 6 
52. X 
53. И П 5 

00. П 0 18. X 
01. F X 2 19. И П 7 
02. 2 20. + 
03. -f- 21. П А 
04. / - / 22. И П 0 
05. F е 1 23. F X 2 

06. f 24. 1 
07. F я 25. + 
08. 2 26. И П 8 
09. X 27. X 
10. F V 28. П С 
11. Ч- 29. И П 0 
12. П 7 30. И П 7 
13. И П 0 31. X 
14. П П 32. ИП с 
15. 46 33. + 
16. П 8 34. п с 
17. ИП 0 35. ИП А 

54. + 72. F X 2 

55. X 73. F X 2 

56. И П 4 74. F 1/Х 
57. + 75. 2 
58. X 76. ч-
59. И П 3 77. И П 0 
60. + 78. F Х > 0 
61. X 79. 86 
62. 
63. 

И П 
+ 

2 80. XY 

64. X 81. 1 
65. И П 1 82. — 

66. + 83. / - / 
67. X 84. Б П 
68. 1 85. 87 
69. + 86. XY 
70. F X 2 

86. 

71. F X 2 87. В/О 

Р е г и с т р ы : 
1. a ,=4 ,9867348 IO-2; 
2. а 2 =2,1141006- IO-2; 
3. а 3=3,2776264- IO -3; 
4. а 4=3,8003575-IO- 5 ; 
5. 35=4,8890637 10-5; 
6. а 6=5,382975-IO- 6 ; 
0. и; 
4. F1(W); 
B. F2(U); 
C. FZ(U). 

И н с т р у к ц и я: 
1. Ввести программу и константы в регистры 1—6. 
2. Набрать на операционном регистре значение и\ выполнить 

В/О.' 
3. После останова через 25 с на операционном регистре — зна-

чение Fi(u) \ после С/П — н а операционном регистре F2 (и). 
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