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Предисловие 

Монография посвящена одному из основных вопросов иссле-
дования в механике горных пород — устойчивости горных выра-
боток. 

Трактовка разрушения горного массива около выработки, 
как следствие достижения напряженно-деформированным со-
стоянием критических значений, соответствующих локальной 
потери устойчивости, ведет свое начало от основоположника 
этого направления исследований в горной механике Jl.В. Ер-
шова. 

Проблеме локальной неустойчивости горных выработок, 
проведенных в массивах с неупругой зоной, посвящен ряд 
статей, в том числе и авторов настоящей монографии. Эти 
исследования выполнены, в основном, в рамках трехмерной 
теории устойчивости деформируемых тел с привлечением при-
ближенного подхода. В строгой линеаризированной трехмерной 
постановке практически оставались неизученными классы 
задач о состоянии равновесия горного массива возле выработок 
для сложных моделей сред. 

В монографии излагаются основы трехмерной линеаризиро-
ванной теории устойчивости для сжимаемых и несжимаемых 
упругопластических и упруговязкопластических моделей гор-
ных пород. Разработан общий подход решения цилиндрических 
и сферических задач устойчивости горной механики. 

Изложены результаты решения линеаризированных задач 
теории пластичности сложных сред методом малого параметра. 

В монографии впервые приводятся результаты исследований 
локальной потери устойчивости горных выработок и подземных 
полостей подкрепленных многослойными крепями. 



Введение 

В механике горных пород одним из основных объектов иссле-
дования являются горные выработки. Анализ возможности раз-
рушения массива возле них с учетом его последствий, а также 
разработка конструктивно-технологических мероприятий, обес-
печивающих безаварийное функционирование выработок, опре-
деляют актуальность проблемы. 

Разрушение горного массива возле выработки может про-
изойти в результате следующих причин: 
• достижение в массиве возле выработки напряженно-дефор-

мированным состоянием пределов прочности; 
• достижение напряженно-деформированным состоянием 

критических значений, соответствующих локальной потере 
устойчивости возле выработки с последующими изменения-
ми и переходом к разрушению. 
Исследование первой ситуации является предметом внима-

ния и активно разрабатываемой проблемой для большого чи-
сла специалистов по механике горных пород [65, 119, 120, 178 
и др.]. Исследованию второй ситуации посвящены статьи, часть 
которых выполнена с привлечением приближенного подхода 
в трехмерной теории устойчивости деформируемых тел. Теорию 
устойчивости горных выработок, вообще говоря, следует рассма-
тривать как одно из приложений общей трехмерной линеаризи-
рованной теории устойчивости деформируемых тел. 

Локальная потеря устойчивости сильно напряженных частей 
массива возле выработки может быть начальным этапом процес-
са разрушения, особенно при пластических деформациях. 

Использовать методы механики твердых деформируемых 
тел для определения упругого напряженно-деформированно-
го состояния массива в окрестности выработки впервые стали 
С.Г. Михлин [190], А.И. Динник, Г.Н. Савин, А.Б. Моргаев-
ский [110]. Однако натурные наблюдения показали [133], что 
вокруг выработки формируется зона неупругих деформаций, 
имеющая размеры в 2-9 метров. Это обстоятельство дало толчок 
для широкого использования в расчетах моделей неупругих тел, 
в частности, модели упругопластического тела. 

Исследования устойчивости состояния равновесия горного 
массива возле выработок развиваются на протяжении послед-
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них 35-40 лет. Первой работой в этом направлении была опу-
бликованная в 1962 г. статья Jl.В. Ершова [125]. В последующие 
годы выполнены исследования отдельных задач, результаты ко-
торых изложены в работах Jl.В. Ершова, М.Т. Алимжанова и 
других авторов [8, 9-11, 19, 21, 23-25, 122, 126, 132]. Общим 
для указанных выше работ и ряда других является примене-
ние приближенного подхода в трехмерной теории устойчивости 
деформируемых тел. Сущность этого подхода заключается в 
том, что вместо линеаризированных уравнений устойчивости 
применяются линейные уравнения, а параметры нагружения 
вводятся в граничные условия. Это обстоятельство существенно 
упрощает решение задач и дает возможность легко получить 
конкретные результаты. 

Первоначально решение проблем устойчивости основыва-
лось преимущественно на статическом критерии Эйлера. Основ-
ные результаты исследований, выполненных в такой постановке, 
отражены во многих монографиях: Ф. Блейха, А.С. Вольмира, 
Б.Г. Галёркина, А.Н. Динника, А.А. Ильюшина, А.Р. Ржаници-
на, С.П. Тимошенко, [47, 57, 63, 109, 147, 210, 267, 268]. Одна-
ко исследования, проведенные В.В. Болотиным, Я.Г. Пановко, 
Н.Н. Губановой, Г. Циглером [48, 204, 276, 277] показали, что 
методы, основанные на бифуркации форм равновесия, имеют 
ограниченную область применения. Статические методы при-
годны только в случае консервативных систем, а для некон-
сервативных систем следует рассматривать процесс движения 
системы во времени, т. е. использовать динамические методы. 

Ф. Энгессер, Ф.С. Ясинский и Т. Карман развили теорию 
устойчивости сжатых стержней за пределом упругости. В основу 
отыскания критических сил ими был положен тот же статиче-
ский критерий Эйлера, который применялся в задачах устой-
чивости упругих систем. В настоящее время теория неупругой 
устойчивости [99, 100] является самостоятельным разделом ме-
ханики, создавшая свои методы и подходы и имеющая прило-
жения практически во всех отраслях промышленности и строи-
тельства. Однако большинство задач устойчивости ставилось и 
решалось для тонкостенных конструкций в рамках прикладных 
теорий пластин, оболочек и стержней с введением вспомогатель-
ных гипотез. К настоящему времени сформировалась теория 
устойчивости деформируемых тонкостенных конструкций, что 
нашло отражение в работах [51, 215, 274 и др.]. Проблемы же 
трехмерной теории долгое время оставались почти неизученны-
ми. Под трехмерными задачами теории устойчивости следует 
понимать исследования, в которых не привлекаются двумерные 
теории пластин и оболочек и одномерные теории стержней. 

Оценки погрешностей прикладных теорий, решение задач 
устойчивости для толстостенных конструкций, задачи тектони-
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ки и горной механики, теория поверхностных явлений, задачи 
полимерных и армированных материалов и ряд других областей 
естествознания и техники потребовали разработки трехмерной 
линеаризированной теории устойчивости деформируемых тел. 
Одной из важнейших сторон трехмерной линеаризированной 
теории устойчивости деформируемых тел является исследова-
ние отдельных классов задач с сугубо трехмерным или дву-
мерным (для плоских и осесимметричных задач) состоянием, 
к решению которых нельзя привлечь теорию устойчивости тон-
костенных деформируемых систем. При решении таких классов 
задач в рамках трехмерной линеаризированной теории устойчи-
вости деформируемых тел предполагается применение критери-
ев устойчивости, соответствующих хорошо зарекомендовавшим 
себя критериям теории устойчивости тонкостенных деформи-
руемых систем. 

Для построения трехмерной линеаризированной теории 
устойчивости деформируемых тел обычно используют следую-
щие два положения. 

Первое положение заключается в том, что в основном (до-
критическом) и возмущенном состояниях действуют одни и те 
же внешние нагрузки, а напряженно-деформированное состоя-
ние среды описывается соотношениями одной и той же нелиней-
ной теорией деформируемых тел. 

Второе положение состоит в том, что возмущения являются 
значительно меньшими величинами по сравнению с величина-
ми докритического состояния. Таким образом, по постановке 
задачи возмущения являются сколь угодно малыми величина-
ми. Следовательно, в линеаризированной механике деформи-
руемых тел (даже при малых начальных деформациях), на-
чальные деформации (деформации невозмущенного состояния) 
следует считать конечными величинами по отношению к возму-
щениям. 

Исходя из соображений физического характера, Р.В. Cayc-
велл (R.V. Southwell) [305], а позднее С.В. Бицено и Г. Генки 
(С.В. Biezeno, Н. Hencky) [291], вывели трехмерные уравнения 
упругой устойчивости при малых докритических деформациях. 
М.А. Био (М.А. Biot) [293, 295] вывел соотношения трехмерной 
теории устойчивости деформируемых тел путем линеариза-
ции уравнений нелинейной теории упругости, Е. Треффтц 
(Е. Trefftz) [308, 309] — вариационным методом при некоторых 
допущениях. Р. Каппус (R. Kappus) [302], используя идеи 
Е. Треффтца, впервые получил строго линеаризированные 
уравнения движения деформируемого тела при конечных 
докритических деформациях, а для частного случая — при 
малых деформациях. 
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Результаты многочисленных публикаций М.А. Био (М.А. Biot) 
по трехмерной линеаризированной теории устойчивости дефор-
мируемых упругих тел нашли отражение в его монографии [292], 
которая является первой монографией по трехмерной ли-
неаризированной теории устойчивости деформируемых тел. 
Позже линеаризированные соотношения трехмерной теории 
устойчивости деформируемых тел были получены в лагран-
жевых координатах В.В. Новожиловым [198, 199] и авторами 
работы [299] для изотропного упругого тела с произвольной 
формой упругого потенциала. В дальнейшем трехмерные 
линеаризированные задачи механики деформируемого тела при 
конечных докритических деформациях рассматривались также 
в работах А. Грина и Дж. Адкинса, А.И. Лурье, А.Н. Гузя, 
И.Ю. Бабича, А.Н. Спорыхина [85, 87, 88, 92, 97, 99-101, 184, 
218, 219, 224, 227, 230, 231, 247-249, 306] и других авторов. 

А.Н. Гузь показано, что результаты исследований явления 
внутренней и поверхностной неустойчивости [79, 80] для упру-
гих и упругопластических моделей деформируемых тел, вычис-
ленные в рамках приближенного подхода, могут качественно и 
количественно не согласовываться с соответствующими резуль-
татами трехмерной линеаризированной теории устойчивости де-
формируемых тел (второй вариант теории малых докритиче-
ских деформаций). Сделанный вывод в полной мере относится 
и к результатам теории устойчивости горных выработок, полу-
чаемым с позиции приближенного подхода. 

Вопросам устойчивости деформирования сложных сред 
в трехмерной постановке посвящено сравнительно небольшое 
количество исследований, так как сложность уравнений 
движения для большинства реологических моделей приводит 
в задачах устойчивости к значительным математическим 
трудностям. В работах [145, 148, 149] были выполнены первые 
исследования в этой области. А.А. Ильюшин [149] впервые 
описал в лагранжевых координатах вязкопластическое течение. 
Методом близких движений исследованы задачи устойчивости 
течений полосы и цилиндра, нагруженных осевой силой, а 
также вязкопластической трубы, находящейся под действием 
внутреннего давления. В работе А.Ю. Ишлинского [148] для 
решения задачи о течении полосы и круглого прута при сжатии 
и растяжении использован метод Эйлера. А.Н. Спорыхи-
ным [223-233] исследовалась устойчивость деформирования 
упрочняющихся упруговязкопластических тел при малых 
докритических деформациях, в частности, рассмотрено 
выпучивание толстостенной трубы под действием внутреннего 
давления [226] и толстых плит при сжатии [223]. С. Загорски 
(S. Zahorski) [311, 312], исходя из линеаризированных уравнений 
устойчивости [299] и пользуясь динамическим критерием устой-
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чивости, исследовал устойчивость медленных установившихся 
движений нелинейно-вязкоупругого и упругопластического 
материала при конечных докритических деформациях. 

При исследовании устойчивости равновесия или движения 
трехмерных тел с реологическими свойствами применяется [85, 
88, 92] критерий устойчивости, состоящий в том, что состояние 
равновесия или движения считается устойчивым, если возму-
щения во времени затухают, и неустойчивым, если возрастают. 
Ранее [148, 207, 208] был предложен аналогичный критерий 
устойчивости в теории ползучести тонкостенных элементов кон-
струкций. Для упрощения задач часто вводятся дополнитель-
ные предположения [84]. 

В монографии А.Н. Спорыхина [257], на основе построенных 
систем уравнений и общих идей теории возмущений, развита 
трехмерная линеаризированная теория устойчивости сложных 
сред (в том числе с учетом случайной структуры) при малых 
(строгая постановка) и больших (приближенная постановка) 
докритических деформациях и теория устойчивости нелинейно-
упругих сред в «большом». Разработаны подходы и методы 
решения трехмерных задач устойчивости механики деформируе-
мых тел с усложненными свойствами. Дана постановка и получе-
но решение классов задач при однородных и неоднородных докри-
тических состояниях для различных моделей сред. Установлены 
новые эффекты и явления для рассматриваемых задач. 

Применение теории устойчивости деформируемых тел в ме-
ханике горных пород осуществляется в двух направлениях: 
первое связано с исследованием задач о складкообразовании 
в толще земной коры (задачи об устойчивости слоистых сред); 
второе — с исследованием задач устойчивости горных выработок 
(устойчивость формы контура выработки, когда докритическое 
состояние определяется в результате решения задачи о концен-
трации напряжений). 

Впервые М.А. Био (М.А. Biot) [292-295] применил к иссле-
дованию плоских задач о складкообразовании линеаризирован-
ную (инкрементальную) теорию устойчивости деформируемых 
тел, построенную им с привлечением некоторых соображений 
физического характера. В последующие годы Ж.С. Ержанов и 
его сотрудники [116, 117] развили теорию земной коры в случае 
прерывистой, куполовидной и линейной складчатости с привле-
чением подхода Лейбензона-Ишлинского. 

К основным задачам теории устойчивости горных выработок 
можно отнести следующие задачи об устойчивости: 
• вертикальных горных выработок (устойчивость шахтных 

стволов); 
• горизонтальных горных выработок; 
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• подземных полостей; 
• ленточных, цилиндрических и др. целиков; 
• крепей горных выработок. 

В каждом из указанных классов задачи различаются как по 
принятой модели для описания свойств горных пород (упругое, 
упругопластическое, вязкоупругое, и т.д.), так и по форме по-
перечного сечения выработки, по виду граничных условий на 
поверхности выработки (по принятой модели крепи) и по ряду 
других специфических особенностей. 

Задачи об определении критического значения горного дав-
ления для горизонтальных и вертикальных горных выработок 
рассмотрены в работах [122, 123, 126] применительно к отдель-
ным моделям горных пород. Дальнейшее развитие эти исследо-
вания нашли в работах [12-14, 21, 233 и др.]. Решения этих задач 
были получены с привлечением приближенного подхода. 

Применение соотношений трехмерной линеаризированной 
теории устойчивости деформируемых тел к исследованию 
задач устойчивости в геомеханике было положено работой 
А.Н. Гузя [75]. Дальнейшее развитие эта теория получила 
в работах Ж.С. Акопяна [1-6, 200], Ф.М. Асамидинова [37, 38, 
169], И.Ю. Бабича [39, 40, 42, 200], Г.Н. Баклановой [39, 45 ], 
А.Н. Гузя [3, 4, 5, 38-40, 76, 80, 84, 98], Л.В. Дериглазова 
[106-108, 200], Г.Г. Кулиева [38, 94, 168, 169 ], С.Б. Лобовика 
[42, 179-181], А.В. Навояна [5-7, 44, 98, 192], В.М. Назаренко 
[194-196], А.Н. Спорыхина [218, 231, 234-238, 241, 244, 246, 251, 
252, 260-262, и др.], А.И. Шашкина [66, 189, 258, 244, 250, 253, 
236, 240, 248, 281, 283-285]. Значительное число публикаций, 
относящихся к решению задач об устойчивости горизонтальных 
и вертикальных шахтных стволов с круглыми, эллиптическими, 
квадратными поперечными сечениями и сферических полостей 
для хранения нефтепродуктов выполнены для упругой 
(с различной изотропией) модели массива горных пород, что 
отражено в [6, 84, 98]. В работах [39, 42, 45, 84] рассмотрена 
устойчивость выработок при предположении, что массив горных 
пород подчиняется теории малых упругопластических дефор-
маций при степенном упрочнении. При этом не допускалось 
существования поверхности раздела между областью упругих 
и неупругих деформаций. Для сложных моделей горных пород 
с наличием поверхности раздела зон упругого и неупругого 
деформирования устойчивость выработок рассматривалась 
в работах [66, 194-196, 232, 233, 236, 248, 250, 253, 258]. 

Вариационный метод решения задач устойчивости горных 
выработок, для различных моделей массива горных пород, из-
ложен в работе [84]. 
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Устойчивость упругого, упругопластического равновесия це-
ликов на основе различных вариантов теории малых началь-
ных деформаций линеаризированной механики рассматрива-
лась в работах [16, 248, 284 и др.]. Целики —это участки за-
лежи полезного ископаемого, оставляемые в процессе разра-
ботки месторождений камерно-столбовой системой. К основным 
недостаткам такой системы разработки относятся значитель-
ные потери полезного ископаемого в между камерных целиках. 
Именно поэтому с углублением работ возрастает актуальность 
проблемы определения оптимальных размеров целиков. Под оп-
тимальным размером понимается такой размер, который явля-
ется экономичным по расходу полезного ископаемого, с одной 
стороны, и обеспечивает устойчивое состояние равновесия це-
лика— с другой. Проведенные до настоящего времени исследо-
вания касаются только ленточных и цилиндрических целиков. 
Основное предположение, принимаемое в большинстве публика-
ций по этому вопросу, заключается в том, что докритическое 
состояние целиков считается однородным. В работе [14] в рам-
ках приближенного подхода определены оптимальные размеры 
ленточных целиков из упругого и упрочняющегося упругопла-
стического материалов. В уточненной постановке [14], когда 
в уравнениях равновесия учитываются углы поворота и в гра-
ничных условиях сохраняются члены того же порядка мало-
сти, решена задача определения оптимального размера ленточ-
ного целика из упругого несжимаемого материала. С позиций 
приближенного подхода в работе [121] определено критическое 
давление на боковые стенки ленточного целика из упрочняю-
щегося упругопластического материала и количество необхо-
димых штанг для крепления целика. Исследована зависимость 
оптимального радиуса цилиндрического целика [14] от значе-
ний упругих констант: модуля Юнга и коэффициента Пуассона. 
Показано, что осесимметричной формы потери устойчивости 
цилиндрического целика в пределах упругих деформаций не 
происходит. 

Численный анализ и практика эксплуатации горных выра-
боток, как отмечено в работах [16, 84, 110] показывает, что при-
менение упругого (как изотропного так и анизотропного) тела 
в качестве модели массива горных пород не отражает реальную 
картину процессов вблизи глубоких выработок. Это обусловлено 
тем, что напряжения, соответствующие критическому состоя-
нию породы вокруг выработки, во много раз превышают предел 
прочности горной породы. В связи с этим порода вокруг выра-
ботки перейдет в состояние неупругого деформирования рань-
ше, чем произойдет локальная потеря ее устойчивости. При этом 
наиболее достоверные результаты исследования устойчивости 
горных выработок получаются [16, 84] при привлечении более 
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сложных моделей, как наиболее полно отражающих поведение 
горных пород. 

Что касается вопросов о крепях, то здесь главной задачей яв-
ляется определение минимальной (оптимальной) толщины мо-
нолитной крепи, обеспечивающей устойчивость подземных вы-
работок. Проанализируем известные решения этой проблемы, 
основанные на использовании теории устойчивости деформиру-
емых тел. Почти во всех выполненных до настоящего времени 
исследованиях [14, 18, 282] использовался приближенный подход 
Лейбензона-Ишлинского, а сами постановки задач являлись су-
губо приближенными. В работе [14] отмечается, что «вопрос об 
исходных данных для расчета легких и экономичных подкреп-
ляющих конструкций в подземных выработках нельзя считать 
решенным, поскольку в расчетных формулах не учтены те фак-
торы, от которых в основном и зависят эти данные». Давление 
на внешнюю поверхность крепи (давление горных пород) в боль-
шинстве работ никак не определяется и считается независящим 
от физико-механических свойств горного массива и глубины. Та-
ким образом, задача определения оптимальной толщины крепи 
выработки в существующих исследованиях полностью отожде-
ствляется с задачей устойчивости толстостенной оболочки, нахо-
дящейся под действием постоянной внешней нагрузки [128, 130]. 
Однако, как показывают исследования [151 и др.], нагрузка 
на крепь в первую очередь определяется перемещениями гор-
ной породы и образованием зоны неупругого деформирования. 
Остановимся подробнее на задачах, выполненных в такой поста-
новке. 

В работе [14] определена оптимальная толщина цилиндри-
ческой крепи для случая, когда материал частично перешел 
в пластическое состояние. Докритическое напряженно-дефор-
мированное состояние считалось симметричным, а прочность 
материала, перешедшего в предельное состояние, оценивалась 
по прямолинейной огибающей кругов Мора. Решение определя-
лось в рамках плоского и трехмерного осесимметричного под-
ходов. Приведены значения толщин крепи, при которых на ее 
внутренней поверхности возникает предельное состояние. Опре-
делению оптимальных толщин сферических крепей из несжи-
маемого идеально-пластического материала посвящены работы 
[14, 18]. При этом в работе [18] в качестве условия пластично-
сти принималось условие Треска, а в работе [14] — уравнение 
состояния среды с внутренним трением и сцеплением. Показано, 
что потеря устойчивости может произойти до того, как крепь 
исчерпает свою несущую способность, т. е. полностью перейдет 
в пластическое состояние. 

В работе [282] впервые расчет крепи проводился совместно 
с расчетом проявления горного давления. Из решения задачи 



15 Введение 

о докритическом состоянии в ней определялось давление на 
крепь выработки как контактное давление на границе крепи и 
массива. При найденной таким образом нагрузке на внешнюю 
поверхность крепи, далее определялся такой внутренний радиус 
крепи, при котором она может потерять устойчивость. 

Одной из наиболее сложных задач в разделе математической 
теории пластичности является пространственная упругопласти-
ческая (упруговязкопластическая) задача. Сложность уравне-
ний для большинства реологических моделей сред приводит к 
значительным трудностям принципиального характера, кроме 
того, в таких задачах граница раздела областей упругого и 
пластического деформирования заранее неизвестна, и ее нужно 
определять в ходе решения. Одним из методов, позволяющих по-
лучить приближенное аналитическое решение подобных задач, 
является метод возмущений, основанный на введении величин, 
малых по сравнению с некоторыми данными, так или иначе 
«возмущающих» те или иные исходные решения. Применению 
этого метода в механике деформируемого твердого тела посвя-
щена монография Д.Д. Ивлева и Jl.В. Ершова [142]. В обзорных 
статьях и монографиях М.Т. Алимжанова, А.Н. Гузя, А.Н. Cno-
рыхина [14, 16, 99, 100, 257,] отражено состояние исследований 
в теории устойчивости трехмерных деформируемых тел, прове-
денных с помощью метода возмущений. 

Jl.А. Галин [64] для случая плоской деформации в 1946 г., а 
Г.П. Черепанов для случая плоского напряженного состояния 
в 1963 г. [278] дали точное решение задачи о двухосном ра-
стяжении плоскости с круговым отверстием. Взяв в качестве 
малого параметра полуразность растягивающих напряжений, 
отнесенных к пределу пластичности Д.Д. Ивлев [142] показал, 
что найденные им четыре приближения методом малого пара-
метра для задач Jl.А. Галина и Г.П. Черепанова в точности 
совпадают с соответствующими разложениями точных решений 
по тому же малому параметру. Схема Д.Д. Ивлева позволяет 
определить и последующие приближения. Однако оказалось, 
что для описания точного решения JI.А. Галина достаточно 
двух, а для описания решения Г.П. Черепанова — четырех при-
ближений [142]. Н.Н. Остросаблин [202] получил точное решение 
для перемещений в задаче Л.А.Галина. 

Д.Д. Ивлев и Л.В. Ершов [142] рассмотрели случай, когда 
пластическая зона развивается от некоторой границы и целиком 
охватывает ее. В рамках такого подхода в публикациях [17, 24, 
25, 59-61, 142, 185, 187, 214] и некоторых других было получено 
решение ряда двухмерных и трехмерных задач. 

Г.И. Быковцев и Ю.Д. Цветков [53-55] применили общий 
подход к решению задачи нахождения упругопластической гра-
ницы, когда пластическая зона носит локальный характер, т.е. 
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не охватывает весь контур. В рамках предложенной ими схемы 
в работах [55, 275] была решена задача об определении положе-
ния границы раздела упругой и пластической зон при кручении 
стержня эллиптического поперечного сечения. 

В.Д. Клюшников в работе [162] предложил метод решения 
упругопластических задач, основанный на разложении по мало-
му параметру нагружения. Метод разложения по малому пара-
метру нагружения применялся и в работах [135-138]. 

В работах [35, 36, 67, 163, 165, 206, 255] авторы, основыва-
ясь на схеме Ивлева-Ершова, получили приближенные решения 
задач о растяжении плоскости из упрочняющегося упругопла-
стического и упруговязкопластического материала с круговым, 
эллиптическим и многоугольным отверстием, подверженных 
действию внутреннего давления. Развитие этого подхода на 
упругопластические задачи с включениями дано в публикациях 
[164, 166] и др. Та же схема использована и в работах [260, 261] 
и некоторых других при решении задач упругопластического 
кручения стержней различной формы. 

Таким образом, в первой половине прошлого столетия бы-
ли получены уравнения движения в напряжениях и граничные 
условия трехмерной линеаризированной теории устойчивости 
деформируемых тел при малых и конечных докритических де-
формациях. В последующие годы второй половины прошлого 
столетия разрабатывались общие вопросы трехмерной линеари-
зированной теории устойчивости деформируемых тел и были 
решены многие задачи устойчивости (в основном для однород-
ных докритических состояний упругих тел). 

В настоящее время получено достаточно много результатов 
по общим вопросам и по решению отдельных классов задач 
при однородных и неоднородных докритических состояниях 
с использованием сложных моделей сред, актуальных для раз-
личных областей естествознания, в том числе и для механики 
горных пород. Это и вызвало необходимость написания моно-
графии. 

Монография состоит из пяти глав. 
Первая глава посвящена развитию трехмерной линеаризиро-

ванной теории устойчивости деформируемых сложных сред при 
малых докритических деформациях. Изложение трехмерной 
теории устойчивости дано в единой форме для следующих 
моделей сред: упругопластических, упруговязкопластических, 
сжимаемых упругопластических. Построены решения уравне-
ний динамической, квазистатической и статической устойчиво-
сти при однородных докритических состояниях. Исследованы 
общие вопросы трехмерной линеаризированной теории устой-
чивости. Доказана возможность исследования устойчивости 
процесса деформирования по предельной системе уравнений; 
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установлены типы краевых условий, допускающие применение 
статических методов определения потери устойчивости, развита 
теория устойчивости сложных сред на конечном интервале 
времени. Существенное внимание уделено разработке методов 
решения конкретных классов граничных задач при однородных 
и неоднородных докритических состояниях. 

Вторая глава посвящена моделированию процессов дефор-
мирования и устойчивости горных выработок в упрочняющихся 
упруговязкопластических массивах. Исследуется неустойчи-
вость полупространства со сферической, вертикальной и 
горизонтальной полостями. 

Получены разложения по малому параметру соотношений 
теории течения упрочняющегося упруговязкопластического те-
ла, граничных условий и соотношений на упругопластической 
границе. Дан анализ полученных уравнений для величин лю-
бого порядка, построены уравнения, используемые для решения 
рассматриваемых задач в случае плоской деформации. Устанав-
ливается тип дифференциальных уравнений для напряжений 
и перемещений в пластической зоне. Излагается алгоритм ре-
шения упруговязкопластической задачи методом малого пара-
метра. 

В третьей главе строится математическая модель горного 
массива с выработками, подкрепленными многослойными кре-
пями. Определяется напряженно-деформированное состояние 
в массиве и каждом слое многослойных крепей вертикальных 
и горизонтальных выработок. Найдены поля напряжений око-
ло вертикальной и горизонтальной выработок с многослойной 
крепью при совместном расчете крепи с массивом горных пород. 
Определяется поле напряжений в горном массиве, содержащем 
сферическую выработку, подкрепленную многослойной крепью. 
Исследуется напряженно-деформированное состояние пластин 
с запрессованными кольцевыми включениями при упругопла-
стическом поведении материалов. 

Четвертая глава посвящена исследованию устойчивости го-
ризонтальных, вертикальных и сферических выработок, под-
крепленных многослойными (TV-слойными) крепями в горных 
массивах для упругопластической среды с трансляционным 
упрочнением в предположении, что слои (крепей) работают сов-
местно без проскальзывания и отставания, а также с учетом 
разномодульности крепей. 

Пятая глава посвящена исследованию устойчивости задач 
горной механики при однородных докритических состояниях 
с позиции трехмерной линеаризированной теории устойчивости. 
Рассматривается неустойчивость полупространства со свобод-
ной границей из сжимаемого упруговязкопластического тела 
при сжатии. Определяются оптимальные поперечные размеры 
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ленточных и цилиндрических целиков. Исследовано явление по-
верхностной неустойчивости бесконечного пространства с кру-
говой цилиндрической полостью. Рассмотрена неустойчивость 
деформирования слоистых массивов, упрочняющихся в упруго-
вязкопластических средах. 

Получено решение задачи о неустойчивости неоднородного 
полупространства находящегося под действием гравитационно-
го поля и горизонтального сжатия. 

При написании монографии авторы придерживались обо-
значений и аппарата исследования, принятых в большинстве 
отечественных научных публикациях в данной области, отдавая 
предпочтение при изложении материала своим работам. 



Г л а в а 1 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ДЕФОРМИРОВАНИЯ 
И ПОТЕРИ УСТОЙЧИВОСТИ 

УПРУГОПЛАСТИЧЕСКИХ СРЕД 

Постоянно расширяющийся интерес исследователей к зада-
чам устойчивости механики горных пород, решаемым в рам-
ках точных трехмерных уравнений свидетельствует об их акту-
альности. Явления потери устойчивости реализуются в основ-
ном при неупругих деформациях, поэтому при изучении этого 
процесса используются модели деформирования, учитывающие 
одновременно упругие, вязкие, пластические, дилатансионные 
и другие свойства горных пород и материалов. Наибольшее 
распространение получили две теории пластичности — теория 
малых упругопластических деформаций (деформационная тео-
рия) и теория течения. Достаточно подробно эти теории из-
ложены в работах [56, 140, 141, 143, 144, 147, 150], а также 
в работе [85]. Описание трехмерной теории устойчивости для 
этих вариантов теорий пластичности дано в работах [84, 85, 88, 
92, 99, 100, 257]. 

В настоящей главе в рамках простейших и в тоже время 
хорошо зарекомендовавших себя на практике моделей слож-
ных сред для изотермических процессов изложена трехмерная 
теория устойчивости деформируемых сред при малых докри-
тических деформациях. В основу материала этой главы легли, 
в основном, результаты исследований [99, 100, 223, 226, 227, 230, 
231, 238, 241, 242, 243, 257]. 

1.1. Уравнения, определяющие процесс 
деформирования упрочняющихся 

упругопластических сред 

Будем считать горную породу сплошной средой, напряжен-
ное состояние которой характеризуется симметричным тензором 
напряжений а^. Напряженно-деформированное состояние такой 
среды будет определяться соотношениями геометрически ли-
нейной теории, что вполне оправдано для достаточно жестких 
сред. Приведем основные соотношения этой теории. 
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Уравнения равновесия имеют вид 

ViUi
j + Xj = О, (1.1.1) 

где символ Vj обозначает ковариантную производную по j-ой 
компоненте; X j — массовые силы. 

Граничные условия таковы: 
а) в усилиях на части поверхности Si тела 

Njoji = Рр, (1.1.2) 

где Nj — орты нормали к поверхности Si тела, Pp — составляю-
щие вектора поверхностных сил; 

б) в перемещениях на части поверхности тела 
up = Up. (1.1.3) 

Малые деформации среды могут быть охарактеризованы 
симметричным тензором деформации с компонентами ко-
торый связан с компонентами вектора перемещений up соотно-
шениями Коши 

2е) = VjUi + ViUj. (1.1.4) 
е 

Если в теле наряду с упругой зоной (V) существует и пласти-р 

ческая зона (V)1 то на границе раздела этих областей S должны 
выполняться условия непрерывности перемещений: 

N l 5 = O (1-1-5) 
и поверхностных сил 

= 0. (1 .1 .6 ) 

Здесь квадратные скобки обозначают разность значений вы-
ражений соответствующих упругой и пластической области на 
границе S. По повторяющимся индексам, если особо не оговоре-
но, производится суммирование от 1 до 3. 

Присоединяя к уравнениям линейной теории (1.1.1)-(1.1.6) 
уравнения состояния для зоны упругого и пластического дефор-
мирования среды, получим замкнутую математическую задачу. 

Связь между напряжениями и деформациями в упругой зоне 
будем определять законом Гука 

о? = X t t f f j + ( 1 . 1 . 7 ) 

где А и /i — параметры Ламе, —смешанные компоненты мет-
рического тензора. 

В зоне пластического деформирования будем использовать 
следующие модели упругопластической среды. 

NjO3B 
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Модель несжимаемого упруговязкопластического тела [223] 
с поверхностью нагружения 

F ее (sf - сЦ - Щ) ( 4 - 4 - гЦ) к2 = 0. (1.1.8) 

Здесь и далее индексы «е» и «р» вверху обозначают, что 
соответствующие величины относятся к упругой или пластиче-
ской области тела соответственно. sl- = — - akSlj —компоненты J J з J 
девиатора тензора напряжений. 

Полная деформация в пластической зоне слагается из упру-
е р гой Sij и пластической ец составляющей 

е р 
^ij — ^ij ^ij •) (1.1.9) 

причем, упругие деформации е^связаны с напряжениями зако-
ном Гука (1.1.7). Пластическая составляющая объемной дефор-
мации удовлетворяет условию несжимаемости 

Ln = 0. (1 .1 .10) 
P 

Скорости пластической деформации е -̂ = 0, если 

( • ? - < * ? ) H - 4 ) < 
Здесь Ev

i- значения пластических деформаций, достигнутых 
к моменту разгрузки. 

Компоненты тензора скоростей пластических деформаций 
на основании ассоциированного закона течения определяются 
следующим образом: 

Ц = (1.1.11) 

если выполняется условие пластичности (1.1.8). Здесь г/ — коэф-
фициент вязкости, с — коэффициент упрочнения, к — предел те-
кучести материала, ф — положительный скалярный множитель. 

Очевидно, полагая в соотношениях (1.1.8)-(1.1.11) г/ = 0, 
приходим к модели [56, 141, 150] несжимаемой упругопласти-
ческой среды с трансляционным упрочнением с поверхностью 
нагружения вида 

F ЕЕ ( f i - с Щ ) ( 4 - с Ц ) - к" = 0 . ( 1 . 1 . 1 2 ) 

Ассоциированный закон течения в этом случае записывается 
следующим образом: 

Ц = * ( * ? - < % ) . (1.1.13) 
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Для модели уируговязкоиластического тела, которая учиты-
вает необратимую сжимаемость, функцию нагружения выберем 
в виде [257] 

F = аа + \j(^Sj C£j r V z f ) (<4 c^p V^p) — A; = О, 
(1.1.14) 

p'p p'p 

где a — скорость дилатансии; e-^ е-—компоненты девиатора 
тензора пластических деформаций и, соответственно, девиатора 
скоростей пластических деформаций; а = - сг̂  — среднее нор-
мальное напряжение. 

Соотношения, определяющие зависимость между компонен-
тами тензора скоростей пластических деформаций и напряже-
ниями, принимаются в форме [141] 

Ц = ф ^ + < ф г { о ) 8 ^ IMa) = ^ , (1.1.15) 

где ifi (а) = Sp
l—функция объемного нагружения, которая пол-

ностью определяется из экспериментов на всестороннее равно-
мерное «растяжение-сжатие»; е\ — первый инвариант тензора 
пластических деформаций. 

При решении отдельных задач далее будем использовать 
и модель упругопластического тела с изотропным линейным 
упрочнением с поверхностью нагружения вида 

F = - C y f F h - к = 0. (1.1.16) 

Здесь = - S1J3Ŝ  — второй инвариант девиатора тензора напря-
771 Pj PP 

женин, дь Ь2 = ep e j—второй инвариант тензора пластических 
деформаций. 

При наличии необратимой сжимаемости в случае линейного 
упрочнения функция нагружения (1.1.16) примет вид 

F ЕЕ аа + V ^ - C^F2 - к = 0. (1.1.17) 
Для того чтобы путем интегрирования перейти от соотно-

шений между напряжениями и скоростями деформаций для 
пластической среды к соотношениям между напряжениями и 
деформациями будем предполагать, что имеет место процесс 
простого нагружения или мало отличающиеся от него процессы. 
Это предположение базируется на соображениях как теорети-
ческого [147, 212], так и экспериментального [288] характера. 
Отмеченные условия применимости приведенных соотношений 
сужают класс решаемых задач и дают возможность получения 
только приближенного решения. 
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Приведенная система уравнений (1.1.1)-(1.1.17), относящая-
е р 

ся и к зоне упругого V и к зоне пластического V деформирова-
ния тела, при определенной форме поверхности нагружения и 
соответствующем ассоциированном законе течения представля-
ет собой замкнутую математическую задачу, которая положена 
в основу определения напряженно-деформированного состояния 
рассматриваемых далее задач. 

1.2. Постановка задач об устойчивости 
деформирования упругопластических сред. 

Линеаризированные соотношения 
Системы, испытывающие упругопластические деформации, 

обладают свойством внутренней неконсервативности вследствие 
необратимости пластических деформаций. Исследование устой-
чивости состояния равновесия такой системы за пределом упру-
гости должно основываться на анализе движения системы вбли-
зи основного состояния равновесия (при сообщении системе 
некоторых малых возмущений), т.е. на основе динамического 
подхода. 

В теории упругой устойчивости при использовании дина-
мического метода исследования основное состояние считается 
устойчивым, если возмущения со временем затухают, и неустой-
чивым, когда возмущения возрастают при t —ь оо. 

Появление достаточно малых пластических деформаций 
приводит исследуемую систему к неустойчивому состоянию 
(в силу необратимости пластических деформаций) в смысле 
концепции устойчивости, изложенной выше. В этом состоит 
основное затруднение, которое возникает при непосредственном 
перенесении понятий устойчивости из механики упругого тела 
в механику упругопластического тела. Трудности вызваны и 
тем, что при пластических деформациях переход от одной рав-
новесной формы к другой может сопровождаться появлением 
дополнительных зон разгрузки в момент потери устойчивости. 
Нагрузки, вычисленные с учетом этого явления, называются 
приведенно-модульными по аналогии с результатами, получен-
ными Т. Карманом для задачи об устойчивости стержня. Появ-
ление дополнительных зон разгрузки при переходе в смежное 
состояние (даже в случае теории устойчивости тонкостенных 
элементов) вызывает значительные математические трудности, 
связанные с решением задачи с неизвестными границами 
раздела зон упругости и пластичности (они определяются 
в процессе решения задачи). Это обусловило упрощенную 
постановку задач теории устойчивости тонкостенных систем 
при упругопластических деформациях, заключающуюся в том, 
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что явление разгрузки в процессе потери устойчивости не 
учитывается и критические нагрузки определяются, как 
для физически нелинейного упругого тела, т.е. по местным 
касательным модулям. Критические нагрузки, полученные 
при таком подходе, в теории устойчивости тонкостенных 
систем называются касательно-модульными по аналогии 
с результатами, впервые полученными Ф. Энгессером, для 
задачи об устойчивости стержня. Обоснование концепции 
касательно-модульных нагрузок было положено Ф. Шенли и 
связано с введением концепции продолжающегося нагружения. 
Согласно этой концепции критической нагрузкой называется 
такая нагрузка, при которой наряду с невозмущенной формой 
равновесия возможна смежная форма равновесия, причем 
нагрузка для поддержания смежного состояния равновесия 
отличается на достаточно малую величину от критической 
нагрузки, и эта малая нагрузка прикладывается в процессе 
потери устойчивости так, чтобы компенсировать возникающую 
дополнительную разгрузку. Следовательно, согласно концепции 
продолжающегося нагружения, потеря устойчивости начина-
ется раньше, чем внешняя нагрузка достигает критических 
значений. В связи с этим потеря устойчивости происходит 
при незначительном увеличении нагрузки до критических 
значений и этого малого увеличения достаточно, чтобы не 
возникало дополнительной разгрузки при потере устойчивости. 
На простейших моделях было показано [162], что наименьшая 
нагрузка, начиная с которой стержень может выпучиться, 
соответствует касательно-модульной нагрузке. 

Обобщение приведенных результатов на трехмерные зада-
чи устойчивости при упругопластических деформациях дано 
А.Н. Гузем [84] и заключается в следующем. Об устойчивости 
основного состояния трехмерных упругопластических тел при 
однородных и неоднородных докритических деформациях мож-
но судить по поведению малых возмущений соответствую-
щей линеаризированной задачи одной из теорий пластичности 
при неизменяющихся зонах разгрузки, возникающих в докри-
тическом состоянии. При этом считается, что процесс потери 
устойчивости начинается несколько раньше, чем достигаются 
критические состояния. В связи с этим процесс потери устой-
чивости происходит при незначительном, но продолжающемся 
нагружении, и разгрузка в процессе потери устойчивости не 
возникает. В рамках указанной концепции приходим к задачам 
устойчивости для тел с кусочно-однородными свойствами, при 
этом положение границы раздела пластических и упругих зон 
известно и определяется из решения задачи о докритическом 
состоянии. Таким образом, применение обобщенной концепции 
продолжающегося нагружения в трехмерной линеаризирован-
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ной теории устойчивости деформированных тел для упругопла-
стических тел открывает обозримые возможности исследования 
достаточно широкого класса задач. 

Согласно исследованиям В.Д. Клюшникова [162] в зависимо-
сти от режимов нагружения (активное нагружение, разгрузка, 
нейтральное нагружение) возможны различные линеаризиро-
ванные задачи (однородные и неоднородные). Причем не исклю-
чена возможность существования режимов нагружения (неод-
нородная линеаризированная задача), допускающих нетриви-
альное решение уже в начале процесса пластического дефор-
мирования. Для трехмерной упругопластической задачи этот 
вопрос является достаточно сложным и еще не решенным. Для 
режимов нагружения, сводящихся к однородным линеаризиро-
ванным задачам, изучение потери устойчивости процесса дефор-
мирования связано с решение задачи об определении основного 
процесса [162] деформирования. Таким образом, основная труд-
ность при исследовании бифуркации состояния равновесия — 
это решение задачи устойчивости с неизвестными границами 
зон разгрузки, а в случае исследования бифуркации процесса 
деформирования она переносится на определение продолжения 
основного процесса деформирования. При наличии такого рода 
принципиальных трудностях естественны упрощения задач, ко-
торые связаны, как отмечалось выше, с осуществлением перехо-
да к задачам с известными зонами разгрузки, решение которых 
значительно проще. Переход к ним может быть осуществлен 
следующим образом [84, 85]. В случае исследования устойчиво-
сти состояния равновесия вводится обобщенная концепция про-
должающегося нагружения без выяснения вида малой дополни-
тельной нагрузки, компенсирующей появление дополнительных 
зон разгрузки. В случае исследования устойчивости процесса 
деформирования, когда зоны разгрузки в исходном невозмущен-
ном состоянии, в основном и побочном процессах деформиро-
вания совпадают (равноактивная деформация по терминологии 
работы [162]) опять приходим к той же задаче (о бифуркации 
состояния равновесия) с известными зонами разгрузки совпа-
дающей по существу с соответствующими задачами для тел 
с кусочно-однородными свойствами. 

Таким образом, при двух различных подходах (исследование 
бифуркации процесса деформации и бифуркации состояния рав-
новесия), при различных допущениях для каждого из них (для 
первого склонность к потери устойчивости при равноактивной 
бифуркации, для второго — обобщенная концепция продолжа-
ющегося нагружения без выяснения вида малой дополнитель-
ной нагрузки, компенсирующей появление дополнительных зон 
разгрузки) приходим к одной и той же однородной линеаризи-
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рованной задаче [85] с известными зонами разгрузки, которые 
определяются из докритического состояния. 

При изучении бифуркации состояния равновесия или би-
фуркации процесса деформирования трехмерных тел с реоло-
гическими свойствами будем исходить из следующего основного 
предположения: об устойчивости основного состояния дефор-
мируемых тел с реологическими свойствами будем судить по 
поведению малых возмущений во времени в рамках соответ-
ствующей линеаризированной задачи. 

В качестве критерия устойчивости принимается следующий: 
состояние равновесия или процесс деформирования считается 
устойчивым, если возмущения во времени затухают, и неустой-
чивым, если возрастают. Аналогичный критерий устойчивости 
в теории ползучести элементов конструкций рассмотрен ранее 
в работе [207, 208]. При этом для упрощения задач ввиду их 
сложности вводится основное предположение: при исследовании 
устойчивости систем, для которых наблюдается явление раз-
грузки, применяется обобщенная концепция продолжающегося 
нагружения и исследуется соответствующая линеаризированная 
задача, как и в случае упругопластических тел, т.е. исследует-
ся задача с известными зонами разгрузки, возникшими в до-
критическом состоянии. Указанный подход также следует из 
теории устойчивости процесса деформирования упругопласти-
ческих систем, изложенного выше. 

Другие предположения, связанные с упрощением задач трех-
мерной теории устойчивости для упругопластических, упруго-
вязкопластических и реологических тел, будем вводить в про-
цессе изложения материала. 

Отметим, что в монографии построена трехмерная линеа-
ризированная теория устойчивости механики горных пород для 
простейших моделей сложных сред и решены отдельные задачи 
механики горного давления с привлечением трехмерных урав-
нений устойчивости (без введения гипотез и алгоритмов, сво-
дящих задачи к двумерным и одномерным) и критериев устой-
чивости, соответствующих общепринятым критериям неупругой 
устойчивости тонкостенных тел. При этом не ставится вопрос 
о введении новых или обосновании общепринятых критериев 
устойчивости в механике тонкостенных тел с привлечением об-
щей теории устойчивости движения, считая последний вопрос 
самостоятельным в силу его специфики и актуальности. 

Рассмотрим сплошную среду произвольного объема V. Пред-
положим, что на части поверхности Si упругопластического 
тела заданы поверхностные усилия P^ а на части поверхно-
сти тела S2 заданы перемещения щ, причем, величины Р{ и 

о 
щ с ростом времени t стремятся или принимают значения Р{ 
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и не зависящие от времени. И пусть х1 = х1 (^a, £) есть 
поверхность, разделяющая области упругого и пластического 
состояния среды, a ^a (а = 1, 2)—криволинейные координаты, 
определенные на этой поверхности. 

При заданных граничных условиях решение системы урав-
нений (1.1.1)-(1.1.17) (при заданной форме поверхности нагру-
жения) есть 

G i j ( X k l I ) 1 £ i j ( x k , t ) , £ i j ( x k l t ) , U i ( x k , t ) . (1.2.1) 
Будем предполагать, что с ростом времени эти решения стре-

мятся к величинам 

(%k), h j ( x k ) , °Sij ( х к ) , щ(хк) • (I-2-2) 

В дальнейшем исследуется устойчивость этого состояния по 
отношению к малым возмущениям граничных условий, массо-
вых сил, отклонений конфигурации тела от заданных геометри-
ческих размеров. Здесь и далее под состоянием понимаем как 
состояние равновесия, так и процесс деформирования, если при 
описании последнего время входит как существенный параметр, 
который нельзя исключить из рассмотрения. 

Решение для возмущенного движения будем искать в виде 

(хк, t ) = Gij (xkl t ) + Gij (xkl t ) , 

^ij (%ki t ) = £ij (Xk, t ) + £ij (Xk, t ) , 

S i j t ) = Sij (Xk, t ) + £ i j (Xk, t ) , 

щ (xkl t ) = Ui (xkl t ) + Ui (xkl t ) , 

где верхние индексы — кружочек и плюс — приписаны, соответ-
ственно, компонентам невозмущенного состояния и возмущениям. 

Предполагая, что об устойчивости движения можно судить 
по линеаризированной системе уравнений, которую получаем, 
считая компоненты с плюсом малыми и сохраняя только линей-
ные члены разложения. 

Рассмотрим второй вариант теории малых докритических 
деформаций [85], когда удлинения и сдвиги малы по сравнению 
с единицей, а начальное деформированное состояние определя-
ется по геометрически линейной теории. В этом случае трех-
мерные линеаризированные уравнения равновесия для областей 

P е 
пластического (V) и упругого (V) деформирования тела имеют 
вид 

V s ( ¾ + G s
a V ^ j ) = 0. (1.2.4) 

(1.2.3) 
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Граничные условия на внешней поверхности Si тела (соот-
е 

ветственно Si) следующие 

Ns (Pj+ PaVaUj) =Pj, 

при этом [85] в случае «следящей» нагрузки 

Pj = PkVkUj, X j = XkVkUj 

(1.2.5) 

(1.2.6) 

а в случае «мертвой» нагрузки 

Pj = Xj = 0. (1.2.7) 

Если на части поверхности тела S2 (соответственно ,¾) за-
даны перемещения, то граничные условия принимают вид 

Uj = 0. (1.2.8) 

Для компонент тензора деформаций имеют место формулы 
Коши: 

2 Sjfj = VfjUj + VjUp, = V puj + VjUp (1.2.9) 

Соотношения (1.1.7), (1.1.9) в этом случае запишутся таким 
образом: 

+ + е I + Р + л+ е х I о + е (Л О 1П\ ejP = 6 эР + 6 зР-> CFjP = Л8 kkOjfi + s jp• (l.z.lUJ 

На упругопластической границе хг = хг+хг напряжения и пе-
ремещения непрерывны, т.е. 
линеаризуя эти соотношения, получим 

+ щ = о, Ui + U1 = 0 

Gij + VkCTijXk ( f \ t) щ = о, щ + VkUiXk ( f \ t) = 0 
(1.2.11) 

при хк (^a
1 t) = (^a, £). Здесь квадратные скобки означают 

разность соответствующих величин, принадлежащих упругой и 
пластической областям тела, Vj — нормаль к поверхности хк = 
= 0Xk (£«, t ) . 

P 
В области V несжимаемого упрочняющегося упруговяз-

копластического тела (1.1.8), (1.1.11) линеаризированное 
условие пластичности и ассоциированный закон течения 
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принимают соответственно вид 

pJ 
(¾ ~ c^j ~ ^Ц) (¾ ~ с+£% ~ ̂ ¾)= 

3 {+(3 +Р(3 +Р(3\ . "t /°/3 °Р(3 °Р(3\ 1 =^ (sJ -ceJ -Vep
3) +Ф^ -CSp

j -Tiep
j). 

(1 .2 .12) 

Условие пластической несжимаемости таково 
Pk Pk = O. (1.2.13) 

I Q ' 
Исключая из соотношений (1.2.12) вариации упругих а 

также пластических деформаций и величину ф, получим 
р 

в области тела V 

2 - ^ (ЗА + 2/i) - с ( A + 2 / ^ ¾ - Pj) -

- rj (\t№ + 2^ag>nal3 - "P*3)] (¾ - cll3 - T1Izj) = 0, 

(1.2.14) 

( l + 2 # ) ( A + 2 H f T ^ t a P - + 2сф + 

+ 2 n f T f j P t a p - Zij) = k~2 (\>nil + 2 ^ V e l i - t0akl) x 
(o op op \ (a-- op•• op-A 

x [skl-c£kl-Tjekl) J s 4 — ce 3 - Tie13J + 

+ 2ф [2црз - - ц (ЗА + 2ц) ia
ai31 . (1.2.15) 

3 
e 

В упругой области тела V вариации деформаций связаны 
с вариациями напряжений законом Гука (1.2.10). 

В выражениях (1.2.14), (1.2.15) деформации связаны с пе-
ремещениями по формулам (1.2.9). Для других моделей сред, 
приведенных в § 1, процедура получения линеаризированных 
уравнений аналогична. Таким образом, линеаризированные 

р 
уравнения состояния (1.2.14), (1.2.15) для области тела V 

е 
и, соответственно, (1.2.10) для области тела V совместно 
с соотношениями (1.2.9) и линеаризированными уравнениями 
второго варианта трехмерной теории устойчивости при малых 
докритических деформациях (1.2.4) с краевыми условиями 
(1.2.5), (1.2.8) и условиями (1.2.11) представляют собой 
замкнутую краевую задачу. Согласно принятому критерию 
устойчивости невозмущенный равновесный процесс будет 
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устойчивым или неустойчивым в зависимости от поведения 
возмущений при неограниченном увеличении времени t. Если 
все решения системы уравнений (1.2.4), (1.2.14), (1.2.15),(1.2.9), 
(1.2.10) с краевыми условиями (1.2.5), (1.2.8) и условиями 
(1.2.11) затухают во времени, то основной процесс будет 
устойчивым. Если среди решений найдется хотя бы одно, 
неограниченно возрастающие во времени, то процесс деформи-
рования является неустойчивым. 

Уравнения (1.2.4)-(1.2.15), описывающие возмущенное со-
стояние упрочняющегося упруговязкопластического тела, пред-
ставляют собой сложную систему дифференциальных уравне-
ний в частных производных с нестационарными коэффициентами. 
Точных аналитических решений для подобных систем пока не 
имеется. Поэтому большое практическое значение в решении 
проблем устойчивости неупругих сред получил приближенный 
подход [257], позволяющий исследование устойчивости основ-
ного (докритического) состояния производить по предельной 
системе уравнений. 

Устремляя время t к бесконечности, и учитывая, что при 
OV ° этом ег. Q̂  ф Q , получим предельную систему уравне-

P е 
ний. В области пластического (V) и упругого (V) деформирова-
ния тела уравнения равновесия таковы 

V s (¾ + Vs
a^

aUj) + Xj - ри3 = 0. (1.2.16) 

р 

Уравнения состояния в области тела V принимают вид 

2 / > ' - I м (ЗА + 2/л) t ^ - с + 2 ^ ^ t a f i - Pi) -

- rj + 2 H g a ^ t a p - >')] (Iij - c°izj) = 0, (1.2.17) 

A P j i + 2 ̂ a ^ t a p - Рз = k~2 (A ^ g w + 
+ 2 ^ % -P1) (hi ~ c°ikl) ( ^ - c f * ) , (1.2.18) 

а в области тела V имеют вид 

Pi = x t k j i + 2 f i ^ t a p . (1.2.19) 
P е 

Краевые условия на загруженной поверхности тела (Sхп Si) 
таковы 

N8 (а] + Zs
aVaUj) = Pj. (1.2.20) 
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Условия (1.2.11) на упругопластической границе S принима-
ют вид 

G- = 0, W = 0. (1 .2 .21) 

В уравнениях состояния для области пластического дефор-
мирования тела (1.2.17), (1.2.18) и в уравнениях состояния для 
области упругого деформирования тела (1.2.19) вариации ком-
понент тензора деформации связаны с вариациями компонент 
вектора перемещений формулами Коши (1.2.9). 

Очевидно, полагая в предельной краевой задаче (1.2.16)-
(1.2.21) коэффициент вязкости г/ = 0, получим краевую зада-
чу с поверхностью нагружения вида (1.1.12) для пластической 
области. 

Для упруговязкопластического тела, учитывающего необра-
тимую сжимаемость, когда условие предельного состояния ма-
териала имеет вид (1.1.14), а соотношения определяющие зави-
симость между компонентами тензора скоростей пластических 
деформаций и напряжений приняты в форме (1.1.15), предель-
ная система также состоит из уравнений (1.2.9), (1.2.16), (1.2.19) 
и соотношений 

Sij — 
1 +is 3 is 

E E 
+ , / сор' ш \ " 1 
Ggij + [а - — £ m

mJ X 

+ k , V+l 17° °р' \ -1 , а 1 , + 
Sk r^lJcj [$ij - CS ^ja1 +-gij +IMS;, 

aaiG = - CSlj^j + + + с(1 + is) + 3 CIS + aij - aSij - ceij - E
 a i j - -^aSij 

+ _ ry (1+1/) •+ 
Veij "+" V i7 

31ST] 
«7 cjSiJ (1 .2 .22) 

(1\ = -OiG + K1 K = —, 
л/2 

которые следуют из соотношений (1.1.7), (1.1.9), (1.1.14), 
(1.1.15). Краевые условия и условия на упругопластической 
границе прежние — (1.2.20), (1.2.21). В соотношениях (1.2.22) и 
далее v — коэффициент Пуассона, E — модуль Юнга. 

1.3. О самосопряженности задач и условиях 
применимости метода Эйлера 

Задачи об устойчивости можно классифицировать по мето-
дам исследования: динамическому методу изучения поведения 
малых возмущений около основного состояния и статическому 
методу (методу Эйлера). При динамическом методе основное 
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состояние называется устойчивым, если возмущения со време-
нем затухают, а неустойчивым, когда возмущения возрастают 
неограниченно при t оо. При статическом подходе (метод 
Эйлера) основное состояние считается неустойчивым, если на-
ряду с исходным состоянием имеют место смежные близкие 
к нему другие состояния равновесия. При статическом методе 
исследования задача сводится к отысканию точек бифуркации 
состояний равновесия. Для статических задач можно применять 
динамический метод и метод Эйлера. Поскольку метод Эйлера 
значительно проще динамического, важно указать достаточные 
условия использования метода Эйлера к исследованию статиче-
ских задач устойчивости упруговязкопластических тел при ма-
лых докритических деформациях. При этом под достаточными 
условиями будем понимать те условия, при которых результаты 
статического метода совпадают с результатами динамического 
метода. 

Достаточные условия применимости метода Эйлера для 
упругопластических тел при малых докритических деформаци-
ях получены в работах [84, 85], а для упруговязкопластических 
тел в работе [257]. Следуя результатам работы [257], приведем 
условия применимости метода Эйлера для случая, когда все тело 
находится в упруговязкопластическом состоянии. Выкладки 
проведем в декартовых координатах. 

Рассмотрим краевую задачу (1.2.9), (1.2.16)-(1.2.18) и 
( 1 . 2 . 2 0 ) . 

Решение этих уравнений будем искать в виде 

Uj (хк, t) = Uj (хк) est; Gij (хк, t) = Gij (хк) est , (1.3.1) 
т.е. в компонентах векторов и тензоров, характеризующих воз-
мущения, выделим временной множитель est (s = гио — ком-
плексная величина), и для амплитудных величин оставим преж-
ние обозначения, опустив значок плюс. 

Подставляя решения (1.3.1) в уравнения (1.2.16), получим 

(<Jij+ ajkUi,k) .+ X i + ри?щ = 0. (1.3.2) 

Соотношения (1.2.17) и (1.2.18) в результате этой подстанов-
ки примут вид 

| ( 2 / i + с + Sf]) Gij - 2 + сА + sXr] SkkSij -

-2fjL (с + sri) Eij^ ^sij - C S i j ) = 0 ; (1.3.3) 

^snnSij + cIpeij Gij = к~2 [AEnnSki + 2рек\ Gki] х 

(° oV \ (° oP \ / Л\ х I^Ski - CSkiJ (^¾ - CEijJ • (1.3.4) 
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Из соотношений (1.3.3), (1.3.4) получим 

4/12 (0Sij - CEij J 

Gij (Xi) = XennSij + cIpeij - 4 —•—f х 
к2 (2fi + с + ST]) 

X ('еы ^ Znnhl) (hi c°£kl) 5 S = IUJ. (1.3.5) 

Соотношения (1.3.5) можно трактовать как зависимость 
между напряженным и деформированным состоянием в упру-
гом теле с комплексными модулями упругости. 

Связь между амплитудными величинами деформаций и пе-
ремещений, а также граничные условия (1.2.20) на поверхности 

р 
тела Si, согласно уравнениям (1.2.9) и (1.3.1), имеют вид 

2 Sij = + Uj i^ (1.3.6) 

(сJij + a JkUiik) N j = Pi. (1.3.7) 
Таким образом, статические задачи устойчивости при ис-

пользовании динамического метода в случае геометрически ли-
нейной теории сводятся к однородной линейной задаче (1.3.2), 
(1.3.5)-(1.3.7). Следовательно, при использовании динамическо-
го подхода статические задачи сводятся к задачам на собствен-
ные значения относительно параметра ио. Обозначим собствен-
ные значения за (а = 1, 2, оо). Для принятого нами кри-
терия устойчивости основное состояние тела будет устойчивым, 
если для собственных значений ооа выполняются следующие 
условия: 

Imoua ^ 0, (а = 1, 2, оо). (1.3.8) 
Условия (1.3.8) определяют область устойчивости в про-

странстве параметров нагружения, характеризующих рассма-
триваемую конкретную задачу (собственные значения иоа зави-
сят не только от геометрии тела и вида соотношений (1.3.5), 
но также и от параметров нагружения — величин характеризу-
ющих внешние нагрузки). 

Граница области устойчивости и соответствующие критиче-
ские комбинации параметров нагружения для рассматриваемой 
задачи определяются из условия 

Hiin(Imcj a) = 0, а = 1, 2, оо. (1.3.9) 
Приведем, следуя работе [257], условия самосопряженности 

статической задачи для упруговязкопластических тел при дина-
мическом подходе исследования. Пусть щ и Wi—дважды диф-
ференцируемые комплекснозначные функции действительного 
переменного, удовлетворяющие граничным условиям (1.3.7). Крае-
вая задача (1.3.2), (1.3.5)-(1.3.7) является самосопряженной, 

2 А.Н. Спорыхин и А.И. Шашкин 
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если выполняется равенство [197] 

JbuwdV = JuLwdV (1.3.10) 
У У 

при любом выборе векторов щ и Wil удовлетворяющих этим 
условиям. L—левые части уравнений (1.3.2), черта сверху обо-
значает комплексную сопряженность. Оператор L1 как следует 
из уравнений (1.3.5), (1.3.6) и (1.3.2), имеет вид 

2 

= dxv 
IT- + Sjm ) -
dxj дхк 

2 /Г 
к2 (iwri + Ko) fjk 

х /ni [{snm A + Slm £-) - 1 Snl £-] }Sik + 

+ (vjkSim ) + -¾ (Um) + PU2Sim; (1.3.11) d x j \ дхко/ 0 op 

K0 = (2/i + c) ; fkl = SKI - CSkI-
Нетрудно убедиться, что сопряженный оператор L имеет вид 

(1.3.11), лишь UJ следует заменить на сопряженное число cJ, и 
перед г в подчеркнутом снизу выражении следует поставить 
знак минус. 

Подставляя выражение (1.3.11) в (1.3.10) и применяя фор-
мулу Гаусса-Остроградского, приходим к записи условия само-
сопряженности краевой задачи (1.3.2), (1.3.5)-(1.3.7): 

J f AUm^mSij+p (UiJ + U j ^ + B f i : j f n l ( u U j i + U^n - 2 u ^ r n S n l ) + 
р 
Si 

-I-VjkUijk W i U j dS - J J A W m , VflSij + H (WiJ + W j t i ) + 

P 

— ° ° ( _ _ S l 2 _ \ О _ 1 

+ B f i j f n l ywn,l + Щ,п - -Wm,mSnlJ + V j k W i ^ U i U j d S + 

+ J UiJ A W m , mSij + р (WiJ + W j i i ) + 

+ B f i j f n l ( w n , l + щ , - -Wrl dV -

+ 

- J W i J A U m ^ m S i j + р (UiJ + U j j ) + 

V 

B f i j f n l ( u U j + Щ , п Л т Sm)} dV + J WiXi ( и к ) dV -
v 

- J UiXi (Wk) dV + (UJ2 -й2) p j ukwk dV = 0, (1.3.12) 
у у 
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В = - ; В = - . (1.3.13) к2 (iur] + Ко) к2 (—iur] + Ко) 
Выражения, стоящие под знаком первого и второго интегра-р _ 

л а по Si, в силу граничных условий (1.3.2) есть WiPi и U iP i l  

соответственно. Подчеркнутые слагаемые, как легко видеть, вза-
имно уничтожаются. Выражения приВ л В в силу того, что S i j — 

ор о ор о О р 
- CSij = Sji - C S j i H S k k - C S k k = O1 приводится к виду 

/
о о 

(B-B) Um, sfmsfijwi,j dV. V 
Таким образом, условие самосопряженности (1.3.12) оконча-

тельно запишется в виде 

+ J f W1P1 dS- J f U1P1 dS + J W1X1 dV - J U1X1 dV 
P P V V 
Si S1 O O р 

( В - В ) U m j S f m J i j W i J dV + (си2 - й 2 ) р I UiWi dV = 0. 
у у 

(1.3.14) 
Запишем достаточные условия самосопряженности краевой 

задачи (1.3.2), (1.3.5)-(1.3.7) для случаев «мертвой» и «следя-
щей» нагрузок. Пусть на тело действует «следящая» нагрузка, 
для которой Xi и Pil определяемые соотношениями (1.2.6), от-
личны от нуля. Тогда, для того чтобы краевая задача (1.3.2), 
(1.3.5)-(1.3.7) была самосопряженной, необходимо и достаточно, 
чтобы выражение, определяемое (1.3.14), обращалось в нуль. 

В случае «мертвых» сил (Pm = Xm = 0) условие (1.3.14) 
принимает вид 

P О О р 
2 (B-B) / Um^sfmJijWijdV + (и2 - U 2 ) р UiWi dV = 0. 

у у 

(1.3.15) 
Откуда следует, что краевая задача (1.3.2), (1.3.5)-(1.3.7) в слу-
чае «мертвых» сил будет самосопряженной, когда Rea; = 0. 

Известно [48], что внешние силы, для которых выполняется 
условие 

J j WiPi dS— J j UiPidS + J WiXidV - j UiXi dV = 0, (1.3.16) 
p P V V 
S S 

называются консервативными, в противном случае — неконсер-
вативными. Для «мертвых» сил (1.2.7) условие (1.3.16) выпол-
няется. 
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В силу того, что соотношения (1.3.5) трактуются как за-
висимость между напряженным и деформируемым состоянием 
в упругом теле, то условие (1.3.16) для консервативных внеш-
них нагрузок будет выполняться. Следовательно, если внешние 
силы подчиняются условию (1.3.16), то краевая задача (1.3.2), 
(1.3.5)-(1.3.7) будет самосопряженной тогда, когда Rea; = 0. 
Если же выполняется равенство Rea; = 0, то из условия (1.3.9) 
следует, что и ио = 0. 

С учетом проведенных выше рассуждений, при нахожде-
нии критических значений параметра нагрузки следует ио по-
ложить равным нулю не только в слагаемом, учитывающем 
силы инерции, но и в слагаемом уравнения состояния (1.3.5), 
учитывающем вязкие свойства среды. Формально принятие ио = 
= Ob соотношениях (1.3.5) приводит к тому, что реологиче-
ское уравнение для упрочняющегося упруговязкопластического 
тела вырождается в реологическое уравнение упрочняющегося 
упругопластического тела, так как в этом случае (при ио = 0) 
слагаемое, учитывающее вязкость, обращается в нуль. Следо-
вательно, условие самосопряженности (1.3.14), записанное для 
упруговязкопластического тела, при таком формальном подходе 
вырождается в условие самосопряженности для упругопласти-
ческого тела. 

Таким образом, мы выяснили, что статический подход (ме-
тод Эйлера) не применим для консервативных задач устойчи-
вости упрочняющегося упруговязкопластического тела, так как 
достаточное условие самосопряженности (1.3.14) в этом случае 
не выполняется. 

Повторив вышеизложенный ход рассуждений также можно 
установить невыполнимость достаточных условий (1.3.10) для 
упруговязкопластических тел, учитывающих необратимую сжи-
маемость. 

Как было отмечено ранее, предельная краевая задача 
(1.2.16)-(1.2.21) для упрочняющегося упруговязкопласти-
ческого тела при г/ = 0 соответствует краевой задаче для 
упрочняющегося упругопластического тела, когда поверхность 
нагружения имеет вид (1.1.12). Получим достаточные условия 
применимости метода Эйлера. Очевидно, что при г/ = 0 
величины В и B1 определяемые соотношениями (1.3.13), 
совпадают. Следовательно, условие самосопряженности этой 
краевой задачи, согласно (1.3.14), принимает вид 

J f W1P1 dS- J f U1P1 dS + J W1X1 dV - J игХг dV + 
р р 

+ (и>2 - и 2 ) / UiWi dV = 0. (1.3.17) 
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Пусть внешние силы являются консервативными, тогда, как 
было отмечено выше, выполняется условие (1.3.16). Покажем 
вначале, что в этом случае собственные значения задачи (1.3.2), 
(1.3.5)-(1.3.7) при г/ = О действительные (Imu; = 0). Так как 
при выводе условия самосопряженности (1.3.12) предполагалось, 
что существует комплексное собственное число, то из (1.3.16) и 
(1.3.17) получаем равенство 

(о;2 - UJ2) р J UiWi dV = 0. (1.3.18) 
у 

Из равенства (1.3.18) следует Ima;2 = 0, что противоречит 
предположению. 

Таким образом, если имеет место соотношение (1.3.16), то 
рассматриваемая задача (1.3.2), (1.3.5)-(1.3.7) при г/ = 0 имеет 
действительные собственные числа. Следовательно, собствен-
ные частоты uj могут быть или мнимыми, или действительными. 
Потеря устойчивости происходит, когда Ima; из положительной 
становится отрицательной, т. е. когда Ima; переходит через нуль. 
Поскольку в этом случае и Reo; = 0, то для определения гра-
ницы области устойчивости нужно положить UJ = 0. Итак, при 
нахождении критической нагрузки в уравнениях (1.3.2), (1.3.5)-
(1.3.7) нужно положить UJ = 0, в результате получим, стати-
ческую задачу, которую можно решать с применением метода 
Эйлера. Этот результат согласуется с выводами работы [84]. 

Таким образом, достаточными условиями использования ме-
тода Эйлера при исследовании статических задач устойчивости 
упрочняющихся упругопластических тел (совпадение результа-
тов при применении метода Эйлера с результатами при приме-
нении динамического метода) являются условия (1.3.16). 

В случае неконсервативных сил для выявления типа потери 
устойчивости для каждой задачи требуется специальное иссле-
дование. Здесь возможны оба типа неустойчивости. 

1.4. Представление общих решений 
трехмерных уравнений устойчивости 
для однородных основных состояний 

В настоящем параграфе, следуя результатам работ [88, 257], 
в явной форме записаны решения статических линеаризирован-
ных задач для однородных основных напряженных состояний 
в круговой цилиндрической и прямоугольной системах коор-
динат для упругопластических тел при малых деформациях. 
Решение представлено в единой форме для всех приведенных 
в § 1 моделей упругопластических сред в случае плоской и 
пространственных задач. 
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При выводе общих решений считалось, что возмущения мас-
совых сил отсутствуют и начальное состояние является однород-
ным. Под однородным состоянием понимается такой вид дефор-
мирования, при котором перемещения в начальном состоянии 
определяются выражениями 

urn = (Am 1) Am = Am (t) , 
где Am — коэффициенты удлинения, обычно Am = const. Для 
второго варианта теории малых начальных деформаций будем 
иметь 

£пш = C ( A m - I ) . (1-4.1) 
Рассмотрим устойчивость деформирования трехмерного те-

ла при сжатии его вдоль оси Oxз усилиями интенсивности P1 а 
вдоль осей Ох\ и Ox2 усилиями интенсивности q. Напряженно-
деформированное состояние упругопластического тела до поте-
ри устойчивости определяется соотношениями (при t —Ь оо) 

= <^22 = -q, £33 = —Р, (Jij = 0, j; 
0P °Р п г°Р ° -1 °Р п • / • (л л о\ 

^II = £22 = - 0 , 5 £ 3 3 = ,SC \ Sij = O, гфу, (1-4-2) 

°s = l ( p ~ q ~ 
для упрочняющихся упруговязкопластических тел, и соотноше-
ниями ^i i = £22 = ~(h ^зз = crij = 0, гф j-

-1 (1.4.3) о р ор ор 
£ 11 = - £ 22 = -0 ,5 £ 33 = С 

для упруговязкопластических тел, учитывающих необратимую 
сжимаемость. 

Линеаризированные уравнения движения (1.3.2) в этом слу-
чае представимы в виде 

[(Jij — q (SjiUii 1 + Sj2Uij2) -pSj3Ui,3]j ~ PS2Ui = 0. (1.4.4) 

Граничные условия (1.3.7) принимают вид 

[(Jij — q (SjiUii 1 + Sj2Uij2) -pSj3Ui,3]Nj = Pi- (1.4.5) 
Линеаризированная связь (1.3.5) между амплитудными ве-

личинами напряжений и деформаций для сжимаемых упроч-
няющихся упруговязкопластических сред для основного состоя-
ния, определяемого соотношениями (1.4.2), может быть пред-
ставлена в форме 

Gij = SijajkUkjk + (1 - Sij)Gij(ui^j + Ujji) (Ek), (1.4.6) 
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где Ttk означает, что по индексу к суммирование производится 
от 1 до 3, 

о о 
a>jk = A + cIpbjk - a I k k f j j i ^ij = p = G, (147) 

a = Ap2 [к2 (2/i + c + sr/)]"1 . 
При а = 0 получаем коэффициенты aia и G1

a для сжимаемой 
упругой среды 

a>jk = А + 2p8jk, Gij = р. (1.4.8) 
Для упругопластического тела с трансляционным упрочне-

нием (1.1.12) коэффициенты ajk и Gij вычисляются из (1.4.7) 
при г] = 0, и они имеют вид 
ajk = A + 2p6 j k - alkk

0ljj Gij = p = G, a = Ap2 [к2 (2р + с ) ] . 
(1.4.9) 

о 
При а = 0 эти соотношения переходят в соотношения для 

сжимаемой упругой среды. 
Для упруговязкопластического тела, учитывающего необра-

тимую сжимаемость (соотношения (1.2.9), (1.2.22)) также можно 
получить зависимость вида (1.4.6), для которой коэффициенты 
CLjk и Gij имеют вид 

E 0 E 
ajk = Y^l Sik + fkkBjj + Ajji Gij = 2(1 +J/) = G ^ l k ' ^ 

(1.4.10) 
Здесь ^ к, j означает отсутствие суммирования по индексам к и j , 

о 
A E CL2CLb \ I QQi 8ij + Z f j j 
ij — -. , ij ov ' 1 + v aaia3a6 3(aai -C£kk) 

Я - E 
ij ~ 1 + is 

CL2CL4 —c — 775 aaias ' 
1 , 1 + ^ / ч > 0 

a2 = 1 + —7- (c r/s), Jij = Sij -ce 

1 I c 
a3 = 1 +  

aai 

<24 = 1 

1 + I ( C - ^ s ) Tfcfe, (1.4.11) 
о о 

(c-rjs) Xufkl 
aaiCL3 

о O (aaiSki + 3 / ы ) / ы 1 + ^ Д2 _ / op ' ~~ TP 

3(aoi-c/nn E a a i a s 

'21/-I \ aaidij + ^ f j j 31/ aai -CEnn 
Xij = ( —— - — - - + ^Mi,-. 

/ rvnr,i — C.F. „„ Fj 
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Линеаризированная связь между амплитудными величина-
ми напряжений и деформаций для несжимаемых упругопласти-
ческих сред в этом случае представима в форме 

Gij = Sij (ajkukjk + g) + (1 - Sij) Gij ( + Uj9i) (НА;), 
(1.4.12) 

где величины CLjk и Gjk в пластической области деформирования 
имеют вид 

о о 
ajk = Wj/c - a f k k f j j , Gij = p = G (1.4.13) 

для несжимаемого упруговязкопластического тела, и 
о° ° 

ajk = 2/iJjfc - a f k k f j j , Gij = P = G (1.4.14) 
для несжимаемого упругопластического тела. 

В упругой области деформирования тела величины CLjk и Gjk  
определяются следующим образом 

Cijk = cIpSjk, G^j = p = G. (1.4.15) 

Очевидно, что для величин a j k в соотношениях (1.4.7), 
(1.4.9), (1.4.13)-(1.4.15) выполняются равенства 

«11 = « 2 2 , «13 = «23 = «31? «12 = «21 • 

Такая единая форма представления линеаризированных 
уравнений состояния для представленных здесь моделей 
((1.4.6) и (1.4.12)) позволяет построить решение уравнений 
трехмерной теории устойчивости (1.4.4) в общей форме. 
Ограничимся сжимаемыми средами. Подстановка выражений 
(1.4.6) в уравнение (1.4.4) приводит к системе уравнений 
в амплитудах перемещений 

L13U3= 0 (i, j = l , 2 , 3 ) . (1.4.16) 
Дифференциальные операторы Lij, имеют вид 

L13 = S13 (мш J^- - ps2) + (1 - Sij) F13 (Sn), 

м - i aii 
IVlin — \ ^ У ^ir 

Fi3 =CLi3+ Gi3, (1.4.17) 

- q (Sin + S2n) ~ pS$n (i = n), 
- q (Sin + S 2 n ) ~ pS%n (i ^ n). 

Решение системы дифференциальных уравнений (1.4.16) 
можно представить в одной из трех форм [183]: 

U(J) = a d e t (Lmn) ^ . = ^ ^ 3_ ( 1 4 Л 8 ) 

OLij 
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Функции Ф ^ являются решениями уравнения 

det (Lmn) фМ = 0. (1.4.19) 
Проделав выкладки, аналогичные преобразованиям, выпол-

ненным в работе [88], получаем общее решение системы (1.4.16), 
(1.4.17) в следующей форме: 

д , д2 , д , д2 , 
OX 2 OXiOXs OX1 ОХ2ОХ3 

/ 2 4 (1-4-2 0) 
«11 - q ( Л , G - р d /95 \ , 

^ 3 = TTT— V T T - J ^ G + а31 V а ц — q ох\ а ц — д / 
Для цилиндрического тела с криволинейным контуром по-

перечного сечения общее решение представимо в виде 
д д2 д д2 

^ = U r ~ _ Т ~ ~~ TT— ат опохг on OTOXs /-, , ^-,ч 

«и — q { л , G-p д2 ps2 \ , (1.4.zlj 
G + а31 V а ц — q ох\ а ц — д / 

где п и т — нормаль и касательная в плоскости поперечного 
сечения; иП1 иТ — перемещения в направлении нормали и каса-
тельной. Функции ф и входящие в соотношения (1.4.20) и 
(1.4.21), являются решениями следующих уравнений: 

V G — q дх\ G —q J дх\ дх\ 

[ ( a + ( а + 7 ^ ) - (1-4-2 2) 
L V а ц — q Oxit а ц — q/ \ G — q Oxit G — qJ 

\ Л2 1 
ф = 0. (G + ai3)(G + a 3 i ) A а2 

( а ц - д ) ( С - д ) ^ 2 J 

Выражения (1.4.20) и (1.4.21) являются исходными при ди-
намическом методе исследования устойчивости упругопластиче-
ских тел. Если в момент потери устойчивости деформирование 
происходит в плоскости х\0Ж3, то решение системы уравнений 
(1.4.16), согласно (1.4.18), можем представить в одной из форм 

U^ = £33 Ф, U^ = -Ь31ф, U^ = -Ь13ф, U^ = Ьиф 
(1.4.23) 

или в виде их линейной комбинации. Для определения функции 
ф получаем уравнение 

(— \дх? 
2

 | G-P D2 PS2 \ / д2
 | ass-р O2 _ PS2 

дх\ an — q дх% aii—qJ\dx\ G — q дх% G — q 
(G + 013) (G + 031) д4 

( an — q) (G — q) дх\дх\. 
ф = 0. (1.4.24) 
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Решение уравнения (1.4.24), периодическое по оси Oxз, за-
пишем в следующей форме: 

ф = + + Cle^ + Cfc-ZзЖ1) 8т( 7 о ж 3 ) , 

M = N2 -

N= /Ч2 + ps^ (G + a n ~ 2q^  J 10 2 (G — q) («и — q)' 
(G - p) (взз - p) 7o - PS2 (G + азз - 2p) 7o

2 + p V 

/ = i J 2 
азз ~ P 
G - Q 

+ 

(G - q) (an - g) 
G-p (G + a13)(G-

(1.4.25) 

• «31 J 
an (an - q) (G - q) 

£ls = N±VM, 7Г П / л 0 ч 
To = у (rc = 1, 2, . . . , оо). 

Здесь / — характерный размер вдоль оси Ожз. 
В зависимости от характера деформирования в момент по-

тери устойчивости приходим к краевой задаче (1.4.21), (1.4.22), 
(1.4.5), (1.4.6) или (1.4.23), (1.4.24), (1.4.5), (1.4.6). Из условия 
существования нетривиальных решений этих задач требуется 
определить значение «s как функцию параметров нагрузки р и q. 
Условие устойчивости в этом случае, согласно (1.3.8), записыва-
ется в виде 

max {Re sk} < 0. (1.4.26) 
Критические значения величин р и q определяются из усло-

вия 
max {Re sk} = 0. (1.4.27) 

Безусловно, использование динамического метода приводит 
к большим трудностям вычислительного характера. 

При квазистатическом подходе исследования устойчивости 
деформирования тел пренебрегают инерционными членами 
в уравнениях движения (1.4.4), что позволяет в замкнутой 
форме провести решение многих задач. Общее решение 
уравнений устойчивости как в прямоугольной, так и в круговой 
цилиндрической системах координат при этом подходе следует 
из (1.4.20) и (1.4.21) при ps2 = 0, а для плоских задач —из 
(1.4.23), (1.4.24), (1.4.17). 

Так, для тела с криволинейным контуром поперечного сече-
ния находим 

д , д2 , 
ОТ OTlOX 3 

Ur O 1 O 2
1 

on OTOXs 

из _ а 11 ~ g  
G+ а31 

А + G-p д2 

ап — q дх\ 
Ф. 

(1.4.28) 
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В этом случае из (1.4.22) выводим уравнения 

+ = ( 2 0 , ф = фз- (1.4.29) 

Здесь величины определяются таким образом 

•2 ( a s s - р ) ( G - P ) ] 1 / 2 
(1.4.30) 

Для напряженного состояния, периодического по оси Oxз, 
решения для упругопластического тела имеют вид 

а) плоская деформация: 

ф! = [Cmn1Tn ( T o f i r ) + Cx2
nKm ( T o f i r ) ] sin ( 7 0 Ж 3 ) sin (тв), 

фг = [С^/ш (Tofir) + Cl2
nKm ( T o f z r ) ] COS ( 7 0 Ж 3 ) cos (тв), 

где C ^ n и C ^ n (г = 1, 2, 3) — произвольные постоянные, 
Im (Tofir) и Km (Tofir) — функции Бесселя и Макдональда, 
т — число полных волн по окружности. 

Граничные условия при Ж3 = 0, /, в случае представления 
решения в форме (1.4.25) будут автоматически выполняться 
в интегральном смысле. 

После подстановки решения (1.4.28)-(1.4.32) уравнений 
устойчивости в граничные условия (1.4.5) получаются 
характеристические уравнения (как и при использовании 
динамического метода) относительно s. Критические значения 
величин р и q находятся затем из условия (1.4.27). 

Наибольших упрощений при решении задач устойчивости 
дает статический метод исследования (метод Эйлера), который, 
как отмечено в § 3, применим лишь для упругопластических тел, 
если существует потенциал внешних сил. 

Очевидно, в этом случае общие решения уравнений ква-
зистатической устойчивости являются решениями уравнений и 
статической устойчивости. Характеристические уравнения при 
этом необходимо рассматривать как уравнения для определения 
критических значений нагрузок в зависимости от параметров 
среды и конструкции. 

В ряде прикладных задач механики деформируемых слож-
ных сред с ярко выраженными вязкими свойствами целесооб-

(г = 2,3), (1.4.32) 
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разно изучение основного процесса деформирования (1.2.1) на 
конечном интервале времени. В качестве критерия устойчивости 
в этом случае принимаем критерий, аналогичный предложен-
ному в работе [208]. Будем исследовать поведение возмуще-
ний на небольшом интервале времени в окрестности точки 
линеаризации to. Коэффициенты линеаризированных уравнений 
состояния будем считать не зависящими от времени и опре-
деленными в момент t = to, время t для возмущений будем 
отсчитывать от момента to- Процесс деформирования будем 
считать устойчивым; если возмущения затухают во времени. 

Определяющие вариационные отношения (1.2.14), (1.2.15) 
для сжимаемых упруго-вязко-пластических тел могут быть за-
писаны в виде следующих зависимостей (временной множитель 
выделен) 

о, = Bekk^ij + cIpAei3 — ^t (Зб тп TnnJ J тп / тп J ij 5 (1.4.33) 
где 

А = ^ о ^ 
1 + Afjibtip 

B = A X - - рЬгф (ЗА + 2/i) 

f i j — si 

at = 

о p 

j — CS 
4 fi2bts 

«7 
op 

V e iji ф = к 2 e f j f i (1.4.34) 

bt = 
3 k*(2» + c + 8T,) 2сф + (1 + 2rjifj)s 

Таким образом, исследование устойчивости процесса дефор-
мирования тела сводится к решению уравнений в вариациях 
(1.3.2) с краевыми условиями (1.3.7) совместно с соотношениями 
(1.4.33). 

При переходе к предельной системе уравнений, полученной 
в § 2 для упруговязкопластических тел, в коэффициентах лине-
аризированных уравнений (1.3.2), (1.3.7) и (1.4.33) с принятой 
степенью точности при to —>> оо следует положить 

о р ° 
в i j = 0, ф = о • 

Рассмотрим случай трехосного напряженно-деформирован-
ного докритического состояния упруговязкопластического тела, 
которое определяется соотношениями 

9 ? Ze п 

O0S 2 е Ii 

^r 11 = CT 22 
- 9 ? — ^ ^ 22 

^33 = 0 {%фз)\ 
О р 

- £зз 1 — exp( — SC -1 о р 
S i j = о (г ^ j ) -

о P о р S 
= 2 е 22 = - е зз = - ехр В 4 

о р 
е у = 0 { г ф № ф з ) . 

(1.4.35) 
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Линеаризованные трехмерные уравнения движения и гра-
ничные условия имеют прежний вид (1.4.4), (1.4.5). Линеаризо-
ванная связь (1.4.33) между амплитудными величинами напря-
жений и деформации для упрочняющихся упруговязкопласти-
ческих сред для этого случая (1.4.35) может быть представлена 
в форме (1.4.6), где ajk и Gij, имеют вид 

о о 
CLjk = 2IJ lASj k + BSjj - S a f k k f j j , 4 щ 

Gij = рА = G, ф = к~1л/6 е ц . 

Если устойчивость основного состояния исследовать по пре-
дельной системе уравнений, то в коэффициентах ajk и Gij 

о р 
(1.4.36) при to —У оо необходимо положить А = 1, В = А (е^- = 

о 
= 0, ф = 0) и тогда приходим к выражениям (1.4.7). 

Система уравнений в амплитудах перемещений будет иметь 
тот же вид (1.4.16) с той же формой дифференциальных опе-
раторов (1.4.17). Следовательно, построенные общие решения 
уравнений динамической, квазистатической и статической 
устойчивости остаются в силе и в случае исследования устой-
чивости упруговязкопластических сред на конечном интервале 
времени, необходимо лишь иметь в виду, что величины ajk и Gij 
определяются соотношениями (1.4.36). Условие устойчивости 
имеет вид (1.4.26) при всех О < t ^ to-

Заметим, что если в приведенных решениях трехмерных 
уравнений устойчивости для упруговязкопластических тел ис-
пользовать соотношения (1.4.7), (1.4.36), в которых положено 

о 
а = 0, соответственно, at = О и ф = 0, то приходим к результа-
там, полученным в работах [85, 88] для упругих тел. 

1.5. Основные соотношения трехмерной 
линеаризированной теории устойчивости 
деформируемых тел в цилиндрической и 

сферической системах координат 
Приведенная в § 4 явная форма решений статических упру-

гопластических задач при однородном трехосном докритиче-
ском состоянии позволяет получить [257] характеристические 
определители для простейших задач. Представляющие интерес 
для практики задачи в основном являются задачами с неодно-
родными докритическими состояниями. Их решение связано со 
значительными математическими трудностями. Однако можно 
выделить класс сферических и цилиндрических задач, к кото-
рым, в частности, относятся и некоторые задачи горной меха-
ники, для которых докритическое состояние зависит от одной 
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переменной, и их решение, безусловно, значительно проще. Для 
таких задач линеаризированные уравнения состояния в криво-
линейной системе координат также представимы соотношения-
ми вида (1.4.6) и (1.4.12): 

Oi
j = aiag™Vauag) + (1 - g))gllG) (V3U1 + ViUj) ( £ а ) 

г—1 
(1.5.1) 

для сжимаемых тел и 

а) = (агаё?aVaIia + a) g) + (1 - ^ j C i
i (Vдиг + V iU i) ( £ а) 

'(L5.2) 

для несжимаемых тел. При этом коэффициенты а^ и G1-
в области пластического деформирования (VP) для сжимаемой 
упруговязкопластической среды, согласно соотношениям (1.4.7), 
имеют вид 

о о 
a>ia = A + 2 Iigia — Cifaafii5 GLJ = [1 = G. (1.5.3) 

В области упругого деформирования они таковы 

CLIOT = А + 2fiSia, G1
j = /i . (1.5.4) 

Для сжимаемого упругопластического тела с трансляцион-
ным упрочнением коэффициенты а^ и ( ¾ определяются сле-
дующими соотношениями: 

в пластической области 
о° ° 

CLia = А + - CifaJi- (1.5.5) 
в упругой области 

aia = А +2 /Jgia. (1.5.6) 
Для несжимаемого упруговязкопластического тела коэффи-

циенты CLIJ и Gij определяются следующим образом: 
в пластической области 

о 
C^ia = 2 figia — afaa fa, Gij = /i = G; (1.5.7) 

в упругой области 
aia = 2 IiSia, Gij = /i. (1.5.8) 

Для несжимаемого упругопластического тела коэффициен-
ты CLij и ( ¾ имеют вид 
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в пластической области 
о ° ° 

CLia = cIpgioi - Clfaafiii G1
j = /i; (1.5.9) 

в упругой области 

CLia = 2pgia, G1
j = р. (1.5.10) 

Для модели упруговязкопластического тела, учитывающей 
необратимую сжимаемость, величины ац и Gij определяются 
соотношениями (1.4.10), (1.4.11), в которых только Sij следует 
заменить на gij. P е 

Уравнения равновесия в областях тела V и V имеют вид 

V s ( t f + V aV aUj) + Xj + PUJ2Uj = 0. (1.5.11) 
р 

Граничные условия на загруженной поверхности тела (Si 
е 

и Si) представимы в форме 

Ns(os+ Us
aVaUj) =Pj. (1.5.12) 

На упругопластической границе выполняются условия 
непрерывности напряжений и перемещений 

[oj] JVeIs = О, M U = O- (1-5.13) 
Для несжимаемых сред, кроме того, выполняется условие 

несжимаемости 

Л / з = 0. (1.5.14) 
Системы уравнений (1.5.1), (1.5.11)-(1.5.13) и (1.5.2), 

(1.5.11)-(1.5.14) при соответствующей конкретизации коэф-
фициентов CLij и Gij1 представляют замкнутые статические 
краевые задачи устойчивости для сжимаемых и, соответственно, 
несжимаемых сред. 

Представим основные соотношения задач устойчивости в ци-
линдрической и сферической системах координат, считая, что 
а1- = 0 при г ф j . 

В цилиндрической системе координат (г, z) уравнения 
равновесия (1.5.11) при квазистатическом подходе и Xj = 0 
запишутся в виде 

1 1 2 1 / 1 2\ Я ° Л ( 1 \ crI5I + "^1,2 + " (crI ~а2 +crI5S + c r I ( "1,11 + -"1,1 ) + ' r ' r ' V г J 

+ ^ ("1,22 - "1,1 - 21/2,2) + 1 + (£з"1,з) з = 0, 
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Та\х +02,2 + Г С Г 2 , 3 + G^+G^+GI (u2,l + r u 2 , l l ) + 

+ а \ i (ru2,1-U2,1+ U2,22 + 2 г / 1 , 2 - и2) + г (^lu2iз) = О, 

(1.5.15) 

c r S 5 I + " c r I , 2 + - c r S + c r S 5 S + ( и з , 11 + - ^ 3 , 1 ) + ¾ 1 ^ 3 , 1 + ' г ' г ' V г / ' 

+ ^ 2 ^ ( ~ ™ 3 , 1 + ^ 3 , 2 2 + з = О. 

Введем обозначения U1 = И, U2 = V1 U3 = W. Ограничимся 
случаем несжимаемых сред. Тогда, используя уравнения со-
стояния (1.5.2), получим запись уравнений равновесия (1.5.15) 
в перемещениях в цилиндрической системе координат 

и rr(aIi + (JR) + - и r(a12 + an — а21 + GR + гаг Г) — г 

- ^ («22 + ^ CTВ) + ^ U100 (G + СТО} + uIZZ(G + CTZ) -

- 4 и,в [G + а22 + 4 CTв ) + -v,re ( « 1 2 + G f ) + - W j 6 e ( « 1 3 - « 2 3 ) + 

+ WIRZ (ai3 + G) + GI R = О, 

- ui0 (G + А22 + 4 VВ) + (G + CL21) + v,r(G + СГГ + TGRIR) -
(1.5.16) 

- ^v (G + + rvirr(G + CTZ) + ^vi00 (А22 + ^ + 

+ rviZZ(G + стг) + wi0z(a23 + G) + G10 = 0, 

-и,z («32 + G) + uiTZ (G + a31) + -v oz (G + «32) + 
r r 

+ i wiT(G + стг + тстГ1r) + wr,r(G + (TR) + ^wi00 (g + + 
+ r*(a33 + CT z) + cr^ = 0. 

Граничные условия в напряжениях (1.5.12) примут вид 
(Т\N1 + G1

1UlilN1 + (uli2 - ^2) N2 + P3Uh3N3 = 0, 

(T1
2N1 + а\ (u2i 1 - у ) JVi + ( ¾ 1 (u2i 1+гщ) N2 + Zlu2,3JV3 = 0, 

0 ; : о, (1.5.17) 
G1

3Ni + (T1
1U3ilN1 + G2

2U3^2N2 + GS
3U3i3N3 = 0. 

Исходя из соображений геометрического плана (форма сооруже-
ния, форма подземной выработки и т.д.) выберем компоненты 
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вектора нормали следующем образом Ni = I1 N2 = Щ = 
= 0. Тогда граничные условия (1.5.17) для несжимаемой среды 
(1.5.14) запишутся в следующей форме: 

M r A l l + - 0>12 (г>50 + м ) + CLisW^z + G + GrU^r = 0 , г 
G (гу r + M 0 - г;) + GrTV r̂ = 0, (1.5.18) 

G + U)Z) + GrW^r = 0 . 

При этом если в пластической зоне среда упруговязкопластиче-
ская, то коэффициенты asa имеют вид (1.5.7), а в упругой зоне — 

р 
(1.5.8). Если в области V среда упругопластическая, то коэффи-

е 
циенты a,ij и Gij имеют вид (1.5.9), а в области V определяются 
соотношениями (1.5.10). 

р 
В случае заданных перемещений на части поверхности S2 е 

(соответственно S2) граничные условия, согласно (1.2.8), имеют 
вид 

U j = O ( j = 1 ,2 ,3) . (1.5.19) 
Условие несжимаемости (1.5.14) запишется в форме 

и^г + i + и)+wiZ = 0. (1.5.20) 
Условия непрерывности (1.5.13) вектора поверхностных сил 

и перемещений на границе раздела упругой и пластической 
областей выписываются аналогично. 

Отметим, что если все тело находится в пластическом со-р 

стоянии (V = V) ^ то цилиндрическая задача состоит из уравне-
ний (1.5.16), (1.5.20) с краевыми условиями (1.5.18). При этом 
в случае упруговязкопластических тел коэффициенты ац и Gij 
имеют вид (1.5.7), а в случае упругопластических тел— (1.5.8). 

Решение приведенных уравнений для цилиндрических задач 
представим двойными тригонометрическими рядами [123]: 

OO OO и = Y Y j^nm (r)C0S (т@) C0S (nz) i 
п т 
00 OO 

V = Y^ Y Вп™ ( Г ) S i n C0S ( n Z ) ' 

1 Z (1-5.21) OO OO ^ ^ w = Y Y ( r ) c o s (m6/)sin (nz^ 
п т 
OO OO 

G = Y , Dnm (г) cos (тО) cos (nz). 
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где п, т— параметры волнообразования. Так как система урав-
нений (1.5.16), (1.5.17) является линейной и однородной, то ее 
можно записать для каждого члена с одинаковыми значениями 
т и п рядов (1.5.21). Для упрощения записи в дальнейшем 
индексы n, т будем опускать. В этом случае система уравне-
ний (1.5.16)-(1.5.20) в терминах функций A(r), B(r), C(r), D(r) 
запишется таким образом: 

уравнения равновесия 

- A(r) I [а22 + ае + т2 (G + ae)] + п2^} + 

+ ^ Af(г) (а\2 - а21 + ац + crr + гаг?г) + А"(г) (ац + а г) -

_ 1 B(r)m(G + а22 + 2а0) + ± B'(r)m (а12 + G) + 

\ C(r)n (ai3 - а23) + C"(r)rc (G + a i 3 ) + £>'(г) = 0, 

- 1 Л(г) [m(G + а22 + - A'(r)m (G + a2i) -

- В (г) {l[G + a0 + т2 (а22 + ¾ ] + n 2 r } + (1.5.22) 

+ B'(r)(G + r a r ? r + (Jr) + Б / 7(г)г(а г + Gf) -
— С(г)тп (а2з + G) — mD(r) = 0, 

- i Л(г) [п (С + а32)] - (G + азi) -

- i B(r)mn (G + а32) - C(r) (G + oe) + n2a33] + 

+ i С (г) (G + rar>r + ar) + C"(r) (or + G)- nD(r) = 0, 

граничные условия 

i a12A(r) + А'(г) (ап + ar) + B(r)™a12 + a13nC(r) + D (г) = 0, 

-A(r)mG - B(r)G + г В'(г) (G + or) = 0, (1.5.23) 

-A(r)nG + С'(г) (G + ог) = 0, 
условия несжимаемости 

А' (г) + i ( B ( r ) m + A (г)) + C (г) п = 0. (1.5.24) 

Из последнего уравнения выразим С (г) 

С (г) = - 1 | а ' ( г ) + 1 [В(г)т + А(г)]} . (1.5.25) 
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Здесь приведена запись основных линеаризированных уравне-
ний. Очевидно, аналогичным образом могут быть выписаны 
в терминах функций A(R), B(T)1 С (Г), D (Г) и условия непре-
рывности (1.5.13) на поверхности, разделяющей зоны упругого 
и пластического деформирования, а также другие соотношения, 
входящие в сформулированную выше краевую задачу. 

Отметим, что в случае сжимаемого материала в соотно-
шениях (1.5.22), (1.5.23) следует опустить члены, содержащие 
функцию D и ее производные. Коэффициенты ац и Gij1 в за-
висимости от модели, будут определяться формулами (1.5.3), 
(1.5.4), или (1.5.5), (1.5.6), или (1.4.10), (1.4.11). 

После подстановки соотношений (1.5.25) в (1.5.22) и исклю-
чения функций D (г) и С (г), уравнения равновесия запишутся 
таким образом 
£iA(r) + ЬА'(г) + ЬА"(г) + UB(r) + ^5 В'(г) + &B"(r) + 

+ Z7B'" (г) = 0, 
(1.5.26) 

M ( r ) + ^9A'(г) + ЫЛ"(г) + £ц А'" (г) + 6 2 B(r) + 6 з В'(г) + 

ЫВ"(г) = 0, 
где 

Ci = - [~ав + m2{G + Ь9) + 2rae,r + G(n2r2 - l)], 

6 = г [ац - a22 + ai2 - a21 + 2(а2з - a i 3 ) - G+ 
О О О и 

-j~Gr + TGr^r - 2GQ\ , 

^3 = T2 (an - Ai3 + a 2 3 - a2i - G + Gr), 
¢4 = - \m(ae + G) - 1 (ae + G) + ^ r (l + + nVG1 

I m Ui \ m2J 

^5 = r ra(ai2 ai3 a2 2 + a 2 3 + G - gq) - — (G + GQ) 
L m J 

_ r^ ( Z r _ 0 \ , 2r2 о 
ITX С_т Gr rr I I Gr ri TTl ' TTl ' 

2T̂  /0 0 \ г ̂  / 0 \ 
Ce = (о> + CTr r + G f), £7 = — (G + CTr), TTl TTl 

^8 = n r 2 (G + a3 2 - a 3 3 - a2 2 - + a2 3) + ^ (G + GQ) -

r ( о о \ 
— — (G Gr — Gr r J1 Tl 

2 
^9 = n r 3 ( G + a 3 i a 3 3 + a 2 3 a 2 i ) (G + 

T / о о \ — — ^G + G r - G r ^ r J 1 
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£ю = — (2G + 2or + TGr r), f n = — (G + ar), гг гг 

C12 = Г2 [nm (а32 а3 3 а22 + «23 + 2G) VLJL^. -LtQjr L m m 

- —(G + (Jq) + —(G + CTr - TCflr), п п 

t гт / о ^ ° \ г3п / ^ 
¢13 = ( TCFr г — G — ar) — (G + Gr + TGr г ) п т 

Ы = (о + *г) + — ^ 
7Vn т J 

Граничные условия (1.5.23) преобразуются к виду 
\ («12 - «13 - «22 + «23 - 2ав) + 

+ Af (г) (ац jTGr- ai3 - a 2 i + а2 3) + Б (г) х 

} + Г1Г , ч G + <Т0 + ш 2 ( а 2 2 + сгв ~ «23 - G f ) х s — ш (ai2 «13) LrL ш 
+ Б'(г)-(аг + тг,г + С) + В" + or) = О, т т 

—mGA(r) - G В (г) + г В'(г) (G + or) = 0 (1.5.27) 

A(r)[nG-°±^ U - i А' (г) - ™ Б (г) + ™ В' (г) + А" (г) „9 г 

х (G + a r ) = 0. 
Теперь приведем основные линеаризированные уравнения 

в сферических координатах. В сферической системе координат 
(г, в, i f ) уравнения равновесия при g\ = ajj запишутся так [240]: 

+ + +\ ^i1 + 4 ) + ctS0 + + 

+ (J2 4 ^ 2 2 - - U2, 2 + ™1,1 ~ " l + -T^T ("1,33 + г sin2 0u\ 1 + г2 . ' г ' sin 0 \ ' 
2 2 2 +?ii 2 cos 0 sin в — Ui sin в — - 3 — - sin 0 cos 

' г ' г 0. = 0, 

4 1 + + 4 з + J а2 + ( 4 - 4 ) Ctg 0 + а2Г + 
. O 1 / 2 2 

+ CT1 U2 5 п - -U2 ,1 - — V г rz 

, ctg(9 . 1 2ctg0 1 \ Л + - ^ - " 2 , 2 + 2 . 2 "2,33 - 2 . 2 "3,3 - 2 . 2 л "2 = 0, Г2 Г2 Sinz 0 Г2 Sinz 0 Г2 Sinz 0 / 
(1.5.28) 

о 2 / 1 2 2 2 
+ 02 ( — г/2, 22 + - "2,1 - "2 + - "1, 2 + у i^z у rV Jr* ̂ 
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а3,1 + а3,2 + а3,3 + - a I + a I r s i n 2 0 + a I s i n 0 c o s 0 + 
, х, 2 2 \ . о2 + CrI ( ^3,11 - " ^3,1 - — U3 J + Cr2 ̂ 3 , 2 2 + ^ (^3,1 + 

4 ( — ^ ^ з , з з - 2Ctg0^2,3 - 2¾ - C t g ) Г2 V Sm в J-
= O 

rz \ sm" U ' J J 
Как и в предыдущем случае введем обозначения щ = и, U2 = 

= v, U3 = ги. Тогда уравнения равновесия (1.5.28) в перемеще-
ниях с использованием соотношений (1.5.2) запишутся так: 

( an + (JrW rr + - an - a2i + GQ + \ («12 + «13 + гац r ) г L 2 Ч г + 

+ -

+ • 

Г (a i2 , r + «13, г) + «12 + «13 - 2 ( а 2 2 + «23 + кл 
UjT-U1QQ + 

ki 
+ 7 Ctg Qu i Q+ 0 + a i 2 VirQ + ^- (rfli2 r - 2fei - «22 — 

/ - sill и Г2 Г2 r6 

- « 2 3 ) ^ , 0 + G +
9 ° 1 3 c t S 0 V + ( г«13,Г - 2fei - a22 - a23) v + 

, G + ai2 + » . O ^ UJ + ,r(P 1 9-2 И Sin I (r«13, r - 2&1 - «22 «2з) W + 0 > = 0, 

k2 
- - V i r + 

ki 
2̂ + (Gf + r r + ^(«22 + 

+ («22 + «23 - «32 + CTo) V,0 + ^ ~ «23 ~ «33 Ctg2 e-cIG-

G + a23 Wtf + r2 sin2 в ~ ^ - -гтт:) V + (G + a21)u rQ + ~ (a22 + a23 + 2kx)u q + sm2 в J r ' 
+ ctg в (a2\ - a3 i) uiV + (a22 + a23-a32 - a33)u + G1Q = 0, 

(1.5.29) 
7 .hi . k2 , его + азз 

- — Wir + -W1QQ + — W + . W1 r r2 r2 r2 sin в 
I t n I \ , fe I G + аз2 , + (G + «31) uiV(f + —ui(p + — - — ViQip + 

ipip ~ ctgOwiQ + 

G + a33 Ctgev9fp + 

+ — Ctg Qwi ^GQV1 p + G1 p = 0, 

где 

ki = G + gq, k2 = 2(ar = a33 + a32 + 2 
Здесь, как и в случае цилиндрических задач, величины а^ и Gij 
конкретизируются моделью тела. 

Граничные условия в напряжениях (1.5.12) в сферической 
системе координат принимают следующий вид: 

N1 + ZlN1Ultl + OlN2 1 U 2 - u-l) + P3N3 = P1, Г2 \ Г J Г2 Sm 0 
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Gi
2Ni + V1

1N1 («2,1 - у ) + ^ (и2, 2 + TU1) + 

+ ^ i V 3 - ^ - Ц - K s - C t g ^ 3 ) = P2 , (1-5.30) 
г sin 0 

CT1
3Ni + ^ i V 1 («2,1 - + ^ i V 2

j T («з,2 - ctg 0« 3 ) + 
V г J Tz 

+ (JqTV3 (^2,3+sin6>cos6^2 + Г sin2 Qui) 1 = P3 . V / r2 Q 

Если внешние нагрузки «мертвые», то Pj = 0 ( j = 1, 2, 3). 
Условие несжимаемости (1.5.14) представимо в форме 

T2U r + V (л + 2гг> + и ctg if + — W q = 0. (1.5.31) 
' ' sin2 ' 

Аналогично может быть записано и условие (1.5.13) на упруго-
пластической границе. 

Отметим, что если все тело находится в пластическом со-р 

стоянии (V = V), то сферическая задача состоит из уравнений 
(1.5.29), (1.5.31) с краевыми условиями (1.5.30). При этом коэф-
фициенты ац и Gij конкретизируются моделью тела. 

Решение линеаризированных уравнений для сферических за-
дач представляем рядами по сферическим функциям [128, 257] 

OO OO 

и = A i m ( r ) Y i m (0' 
т—1 j—m 
OO OO 

TTIj=I j=m „ л . 
m _ 1.5.32 OO OO v ' 

m=l j=m 
OO OO 

a = ^ 2 ^ 2 D 3 m ^ Y i m ^) • 
m=l j=m 

Здесь Yjm (#, i f ) = P™ (cos в) (ajm cos rmp + f3jm sin rmp) — 
сферические функции, P j n (cos в)—присоединенные функции 
Лежандра первого рода степени j и порядка т (Pjn = О 
для т > j ). Функции Yjm являются решениями уравнения 

— + ctg0— + - ^ - — +j {j + 1)1 Y7m (в, ip) = 0. дв2 & дв Sin2 в dip2 J u 7J J v 

Можно показать, что в случае симметричного начального 
состояния (а2 = crjj, а1- = О при г ф j ) из соотношений (1.5.2) 
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следуют равенства a i 2 = ai3 , a2 2 = «зз, «23 = «32, «31 = 
= a21, а2 2 — а 2 3 = 2G. Отсюда получаем 

Bjm (г) = C j m (г) . 
Так как рассматриваемая задача линейна и однородна, то ее 

можно записать отдельно для каждого члена из каждого ряда 
(1.5.32) с одинаковыми индексами т и j . В дальнейшем для 
краткости записи индексы т и j опустим. В терминах функций 
А, В, D основные уравнения (1.5.29)-(1.5.31) запишутся в сле-
дующем виде: 

уравнения равновесия 

(ац + аг) А"(г) + ^ { г а ц , г + 2 ( а ц + а12 - a2i + ав) }A'(r) + 

+ ^ { 2 ( r a i 2 , r + а\2 — а2 2 - а 2 3 - сгв) - (j2 + j)(G + ав)}А(г) -

~ ^ 2 + № ' ~ 3 ^ T г " " « 2 2 - « 2 3 - 2 ( G + а0)}В(г) + 

+ D'(г) = 0, 
(1.5.33) 

(G + сгг)Bn(г) + I f a - (Jr)B' (г) + 1 { 2 ( а г - °ав)-

~ O2 + j) («22 + °о) }S ( r ) + (G + a 2 i ) A7(г) + * (a22 + A(r) + 

+ D(r) = 0; 
граничные условия 

(an + crr)A' ( r ) + 2 f A ( r ) - f {j2 + j ) B (r) + D (r) = 0, 

(G + (Jr)B' (r) + GA (r) - (2G + or) 1 B (r) = 0; (1.5.34) 
условия несжимаемости 

A' (r) + -rA (r) - 1 ( j 2 + j) B (r) = 0. (1.5.35) 

Аналогично в терминах функций А, В, D записывается 
условие (1.5.13) на упругопластической границе. Конкретизация 

р 
уравнений (1.5.33)-(1.5.35) для области пластического (V) и 

е 
упругого деформирования (V)1 осуществляется соответствую-
щим выбором коэффициентов а^- и Gij. Очевидно, когда все 

р 
тело находится в пластическом состоянии (V = V)1 то краевая 
задача содержит только уравнения (1.5.33)-(1.5.35). 

Отметим, что в случае сжимаемого материала в соотно-
шениях (1.5.33), (1.5.34) следует опустить члены, содержащие 
функцию D и ее производные. Коэффициенты а^- и Gij в этом 
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случае определяются в зависимости от выбранной модели тела 
соотношениями (1.5.5), (1.5.6) или (1.4.10), (1.4.11). 

При a,ij — const^j, dij — aji и з системы уравнений (1.5.33)-
(1.5.35) можно исключить функции B n D . Таким образом, при-
ходим к обыкновенному дифференциальному уравнению чет-
вертого порядка относительно функции А(Г): 

r2(G + Gr) A^ + r{2(4G + 3a r + gq) + m r , r } Am + 

+ [4(3(3 + ^ + 2 ^ ) + 2 r ( 2 a r , r + Ge,r) ~ ( j 2 + j ) ( « n + « 2 2 ~ 

-a12 - «21 + ^r + OQ - 2G)]A" + + (j2 + j ) x 

x [ 2 ( G - «11 + «12 + «21 - 2gq) - 0,22 - «23 - rcrO,r] }A' + 

+ ^ U2 + J)U2 + J - 2)(G + = 0. (1.5.36) 

Граничные условия (1.5.34) при этом перепишутся в виде 

r 2 ( G + Gr )А"' + 2r(3G + 2 а г + а в) А!' + [б(<3 + & в) + 

+ ( j 2 + j ) (G - an + « 1 2 + « 2 1 - «22 - Or - Oq)] Ar = 0, 
(1.5.37) 

r2(G + Gr) Aff + г (2G + 3a r ) A7 + (j2 +j-2) GA = 0, 
а условия на границе раздела зон упругого и пластического 
деформирования S имеют вид 

{r2{G + or) А'" + 2r(3G + 2<тг + а в) А" + [6(G + а , ) + 

+ ( j 2 + j ) (G - a n + 012+021 - а22 -Or- а в)]^4'} = 0, 

(1.5.38) 
[г2(С + Or)А" + r (2G + За г )Л ' + (j2 + j-2) GA]\s = 0, 

И | * = 0, № = 0. 
Приведенные краевые задачи, полученные с использованием 

трехмерных уравнений устойчивости, будем применять как для 
решения задач горной механики, так и для некоторых других. 

1.6. Метод решения статических 
упругопластических задач устойчивости. 
Алгоритм поиска критических нагрузок 

Найти точное аналитической решение полученных в § 5 кра-
евых цилиндрических и сферических задач не представляется 
возможным в виду их сложности. Безусловно, трудности полу-
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чения аналитических решений статических упругопластических 
задач горной механики при наличии границ раздела сред для 
неоднородного докритического состояния становятся еще зна-
чительней. Поэтому для нахождения приближенного решения 
задач воспользуемся методом конечных разностей. Суть этого 
подхода заключается в замене производных неизвестной функ-
ции разностными соотношениями, что в свою очередь приводит 
к замене дифференциальных уравнений разностными, решения 
которых в любой конечной области сводятся к решению ко-
нечной системы алгебраических уравнений. Для определенной 
и непрерывной на сегменте [а, Ь] функции у = у (г) это осу-
ществляется следующим образом: сегмент [a, b] разбивается 
точками г = 0, 1, M на равные промежутки длины т = 
= (Ъ — а ) / М . Производные функции на данном интервале за-
меняются во внутренних точках центральными разностями вто-
рого порядка аппроксимации: 

г / г = т + 1 : У ' - \ г / ( = т + 1 - 2 у ; + т - \ г = 1, 2, . . . , M — 1, 
2 т T1 

/// _ Уг + 2 ~ 2 ^ + ! + 2Vi-1 ~ Уг-2 Q g 
Ui 2гз ' V • • у 

у(1У) = У* + 2-4у г + 1 +6у г -4у г - 1 + у г - 2 > г = 2, 3, . . . , M — 2. 
T4 

В крайних точках го и г м производные будем аппроксимиро-
вать следующими конечными разностями (верхние знаки в этих 
формулах соответствуют г = О, нижние г = M): 

2/i = ( - % + - Уг±2) , 2т 

Ч = - (cIyi - 5yi±i + 4y i ± 2 - y i ± 3 ) , (1.6.2) 
Tz 

V'i = ± Л ( - 5 ¾ + 1 8 ^ i 1 - 24У*±2 + 14У»±3 - 3y i±4) • 
Вопрос определения критических параметров сводится 

к разрешимости уравнения вида 
det (Хц) = 0, г, j = l , (1.6.3) 

при выполнении условия (1.3.8). Однако анализ такого урав-
нения затруднен ввиду того, что элементы определителя для 
среды со сложными реологическими свойствами будут зависеть 
не только от приложенной нагрузки, геометрических размеров 
рассматриваемой задачи, физико-механических характеристик 
материала, но и от произвольного комплексного числа ио (вре-
менного множителя). Для упрощения вычислений при числен-
ном анализе можно считать, что ио = /3 — действительное число. 
При этом, очевидно, что случай — оо < /3 < 0 будет соответ-
ствовать затуханию амплитуд возмущений с течением време-
ни, а случай 0 ^ /3 < оо будет соответствовать неограниченному 
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возрастанию возмущений перемещений и напряжений. В этом 
случае для определения критической нагрузки уравнение (1.6.3) 
можно представить в форме: 

Ф (Р, /3, Хг) = 0, (1.6.4) 
здесь Xi ~ параметры материала и конструкции. 

При фиксированных значениях параметров Xi поиск крити-
ческой нагрузки при однородных и неоднородных докритиче-
ских состояниях будем проводить по следующей схеме: 
• при заданном значении /3 численно решается уравнение 

Ф (Р, /3, Xi) — О? ч т 0 позволяет определить зависимость P = 
= р т 

• проводим минимизацию нагрузки P в зависимости от /3 
в области неустойчивости 0 ^ /3 < оо и в качестве крити-
ческой нагрузки примем минимум функции P = Р(/3) при 
фиксированных значениях Xi-
В случае задач, для которых в число переменных Xi может 

входить IQ — параметр волнообразования — в качестве критиче-
ской нагрузки будем принимать величину Р к р = min{P(/o)}, т. е. 
будем проводить дополнительную минимизацию по параметру 
волнообразования IQ. При этом в число параметров по которым, 
наряду с /3 необходимо проводить минимизацию входят: т — 
шаг разностной сетки; т , п — параметры волнообразования по 
контуру и образующей. Таким образом, получаем задачу много-
мерной оптимизации величины P в зависимости от /3, m, п при 
условии Ф (Р, /3, т , n, Xi) — 0- Задачу определения критической 
нагрузки, при фиксированном значении т и параметрах Xiбудем 
решать в два этапа. 

На первом этапе в пространстве параметров Р, /3; m, п опре-
деляется область, в которой происходит смена знака функции 
Ф (Р, /3, т , п, т, Xi) 1 0 ^ /3 < оо, 0 < P < 1, m, п = 1, 2, . . . 

На втором этапе вычисляется величина Р к р = min Р(/3, т , п), 
/3, 171, п 

при которой Ф (Р, /3, m, n, т, Xi) — О-
Для вычисления характеристического определителя приме-

няется L[/-разложение: det (сц) = detL?7 = UwU22 • • • ипп. Вы-
числение треугольных матриц L (с единицами на главной диа-
гонали) и U связано с методом Гаусса. В процессе исключения 
наибольший по модулю элемент в столбце выбирается в качестве 
главного элемента [271]. Для выбора главного элемента исполь-
зуются масштабные множители. Масштабирование строк произ-
водится неявно, путем запоминания соответствующих коэффи-
циентов, а не с помощью действительного изменения матричных 
элементов. 

Постоянные горной породы (аргиллит, песчаник, не опас-
ный по выбросам и другие) определялись по результатам опы-
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тов [265] по трехосному нагружению цилиндрических образцов. 
Используя значения напряжений и деформаций, соответствую-
щих пределу пропорциональности, из закона Гука определялся 
модуль Юнга E и коэффициент Пуассона г/, а из уравнения 
поверхности нагружения — значение предела текучести. Для на-
пряженно-деформированных состояний за пределом пропорци-
ональности из уравнения поверхности нагружения находилось 
значение коэффициента упрочнения с, при котором выполняется 
постулат Драккера. Значения констант горных пород определя-
лись для каждого приведенного в работе [265] варианта нагру-
жения. В качестве окончательного результата брались средние 
значения этих постоянных. 

Отметим, что поскольку системы, испытывающие упруговяз-
копластические деформации, обладают свойством внутренней 
неконсервативности вследствие необратимости вязких и пласти-
ческих деформаций, то исследование устойчивости состояния 
равновесия за пределом упругости следует проводить на основе 
динамического подхода. 



Г л а в а 2 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ДЕФОРМИРОВАНИЯ И 
УСТОЙЧИВОСТИ ГОРНЫХ ВЫРАБОТОК 

В УПРОЧНЯЮЩИХСЯ УПРУГОВЯЗКОПЛАСТИЧЕСКИХ 
МАССИВАХ 

Создание подземных сооружений различного назначения, 
в том числе глубоких подземных сооружений всевозможной кон-
фигурации, непосредственно связано с необходимостью разра-
ботки обоснованных методов их расчета. Этого в первую очередь 
требуют условия безопасности труда и сохранности находяще-
гося в сооружениях сырья, оборудования и т. д. Исследование 
локальной неустойчивости задач геомеханики в первую очередь 
связано с определением основного (докритического) напряжен-
но-деформированного состояния. В случае нестандартных попе-
речных сечений горных выработок не удается построить точных 
аналитических решений. Поэтому в данной главе значительное 
внимание уделено развитию метода малого параметра [142] для 
определения докритического состояния цилиндрических выра-
боток эллиптического, многогранного, квадратного и т. д. по-
перечных сечений, когда горный массив в приконтурной зоне 
выработки считается упруговязкопластическим упрочняющим-
ся телом [257]. Применение схемы расчета Ивлева-Ершова [142] 
для упругопластических задач уже описано во введении. Дела-
ется также попытка связать воедино: сложную модель упруго-
пластического поведения горного массива в приконтурной зоне; 
метод малого параметра определения напряженно-деформиро-
ванного докритического состояния; постановку и исследование 
локальной неустойчивости задач геомеханики в рамках точных 
трехмерных уравнений. Приводится оценка точного и прибли-
женного подходов в рассмотренном классе задач геомеханики. 

Гезультаты этой главы излагаются в соответствии с публи-
кациями авторов [26, 66, 67, 152, 163, 165, 206, 232, 233, 236, 239, 
240, 248, 250, 253, 255, 257, 258, 263]. 

2.1. Неустойчивость полупространства со 
сферической полостью 

Для хранения нефти, газа, размещения насосных станций и 
т. д. в настоящее время все шире используют подземные поло-
сти сферической формы. В связи с этим проведенный в этом 
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параграфе анализ возможности потери устойчивости состояния 
равновесия массива возле таких выработок имеет практическое 
значение. Согласно гипотезе С.Г. Михлина, напряженное состоя-
ние нетронутого массива считается гидростатическим 

°1 °2 7 
CT1 = CT2 = CT3 = —gh. 

Устойчивость сферической выработки в упругопластическом 
массиве, имеющем поверхность раздела зон упругого и 
пластического деформирования впервые рассмотрена в ра-
боте [281]. Наличие поверхности раздела зон с различными 
физико-механическими свойствами, безусловно, влияет на 
критические значения параметров нагружения. Выявление 
характера и степени этого влияния представляет несомненный 
интерес. Грубые приближения критических значений нагрузок 
для полостей можно получить с позиции образования свода 
обрушения по формуле 

P = Si1-R), (2.1.1) 

где 7 — радиус поверхности раздела областей упругого и пласти-
ческого деформирования массива; R — радиус полости; P — дав-
ление, приложенное к внутренней поверхности полости. Иссле-
дуем устойчивость сферической полости радиуса RQ В невесомом 
полупространстве. По контуру полости равномерно распределе-
на нагрузка интенсивности Р , например, давление газа, неф-
тепродуктов на породный контур. На бесконечности действуют 
усилия gh, где g—средний объемный вес вышележащих пород; 
h — глубина заложения полости. 

Напряженно-деформированное состояние массива в осесим-
метричном случае {eq = Eip) определяется уравнением равнове-
сия 

(2 .1 .2) 

и законом Гука для упругой области. Решая эту систему урав-
нений, находим 

« = % CTr = - 4 / i % + C2, ав = 2 /*¾ + C2. (2.1.3) 

Из условия отсутствия объемного расширения в пластической 
зоне получаем 

6r + 2ее = — + 2 - = 0. 
dr г 

Отсюда 
Sr В\ 

dcFr 

dr 
+ 2 ^ — ^ = 0 
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Из ассоциированного закона пластического течения (1.1.11) 
имеем 

ER = Ф(SR CSR - TJER), ЕЕ = Ф(SQ CSQ ЕЕ), 

ip CSipip 
Так как SQ = EIPI то из этих равенств следует, что SQ = 

= SIP, S0 = - у . 
Функция нагружения (1.1.8) принимает вид 

(sr - csr - т/ег)2 = Р ; Р = | Р . (2.1.4) 

Учитывая, что 
е _ _ P _ du _ и — О ( — Р \ 
SR — SR SR, SR — ——, SQ — —, SR — ZFLYSR S R ) , ar г 

из соотношения (2.1.4) выводим: 

де г , + с P k 4// D де г P 
-7ГГ + Sr — - - - — — — ег-Ot Г] Г] Т]Г6 Ot 

Для пропорционального нагружения интегрирование этого 
уравнения приводит к следующему результату: 

Ir = — ( * + ^ O + С е х р Г - ^ i ) . 
2/i + с \ Т6 J \ Г] J 

Рассмотрим установившееся течение [226], переходя к пре-
дельному случаю при t —>• оо. Так как 2 ^ + с > 0, то для 1H пластической деформации имеем 

= - -
2/1 + с V г 

Вычисляя 
За 

GR — GQ — SR — SQ  

из уравнения (2.1.2) найдем 

( к + ^ B 1 ) . (2.1.5) 

(к - —вЛ, 2ц + с\ г3 J 

ar = (-Вг + ЗкЫг) +B2, 2/j, + с Vr3 / 
2 а а в =~ 

2ц + с 
--B1 + k(3\nr + 1,5) + B2. 

(2 .1 .6) 

Для определения констант интегрирования Ci5 (¾, S i , i?2 и ра-
диуса поверхности раздела областей упругого и пластического 
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деформирования 7 имеем граничное условие стг = — P при г = 
в в 

= R] условие на «бесконечности» ar = а$ = —gh при г —>• оо и 
условия сопряжения решений при г = 7 (1.1.5), (1.1.6). 

Отсюда находим 

Cl = B1 = - ^ ! , C2 = -g/ i , S 2 = ( M l + З Ы п д ) - Р 4// 2\i + с V Ztd / 
и уравнение для определения радиуса упругопластической гра-
ницы 7 в массиве 

# 
с I 

А; 
Перейдя к безразмерным величинам, получим 

Oe ~ з _з ое &73 

2 г6 

О р 
Gr = 

2 + с су (r~ — R~ ) — 6 In " Л 
ор ор ЗА; Oq = Gt-

(2.1.7) 

2 + с 

г = - 2 3 = - ^ ( 1 - / ^ ) , « = £ 

При этом уравнение для определения радиуса упругопластиче-
ской границы 7 принимает вид 

C 7
3 i T 3 + 2 + 6 In (7Я"1) + (2 + с) (Р - q) k~l = 0. (2.1.8) 

Здесь величины, имеющие размерность напряжения, отнесены 
к модулю сдвига /i, а имеющие размерность длины к ^-значению 
радиуса г, при котором ставятся условия локальности возмуще-
ний, и им сохранены прежние обозначения. 

Из уравнения (2.1.8) следует, что пластическое состояние 
возникает на поверхности выработки (7 = R) при q = P + к. 

Для осесимметричной формы потери устойчивости из систе-
мы уравнений (1.5.28), учитывая силы инерции, получаем 

dcFr , о crV — сгв . ° d и . 
~Г~ + 1 + Gr — + dr г dr1 

а в
2 - + P o o 2 U = O. (2.1.9) 

г V dr г J 
P е 

Компоненты с кружочком наверху для областей V и V опре-
деляются соотношениями (2.1.7). Из выражений (1.4.12) полу-
чаем 
сгг = g + 2 ( / i - a 0 ) ^ + 2 a 0 - , cr0 = g+a0 ^ + (2/ i-a0) - , a0 = \ а к 2 . 

dr г dr г 3 

Для деформирования, происходящего без изменения объема, 
имеем и = const/г2 . Интегрируя уравнение (2.1.9), получаем 



64 Устойчивость горных выработок [Гл. 2 

выражения для напряжений в области пластического деформи-р 
рования массива V: 

= M g - C - 2 " + 3 ° » ) С з + nScK -*3°3 + ̂  + Ci• 
°е = + 3(2/i + З а 0 ) ^ C3, 

е 
и в области упругого деформирования массива V: 

е / 3 к з 4/i . 21А о I о е е B3 
CTr = ( ^ 7 - + P ^ " J ^ 3 + ¾ , ®е = CTr + 6 / i — . 

Постоянные интегрирования C3, С4, S 3 и i?4 определяются 
из предположений локальности возмущений 

е е е 
= 0, Gr = 0, сг0 = 0 при г —̂  оо; 

сопряжения векторов перемещений и поверхностных сил 
е р е р 
U = Gr = Gr При Г = 7 

и граничных условий 
P .0P du D D CTr + CTr = I j

r при г = К. 
dr 

Из первых двух условий находим: S4 = О, C3 = S 3 . Для 
определения оставшихся двух констант получаем систему двух 
линейных алгебраических уравнений. Условие существования 
нетривиального решения этой системы запишется так: 

«о + «1s + Ot2S2 + Ot3S3 = 0, (2.1.10) 
где 5 = Ш, 

S + K 2 - ? ) ] ( 1 - ? ) - ( 2 / / + с ) ( 2 Р < 5 - 4 ^ 
\ -| ^ / Е>3 

«о = —ЗА; 

ах = -JiPS - ^ + К + J i - ), 
Ч ^ 2// + с L2R3 a V 7 3 / J J ' 

Oi2 = pR2 (2/i + с) , а 3 = r/pi?2. 
Значение (5 = 0 соответствует «мертвой» поверхностной нагруз-
ке (1.2.7), (постоянной по величине и по направлению), а значе-
ние S = 1 соответствует случаю «следящей» нагрузки (1.2.6). 

Стандартный полином (2.1.10) удовлетворяет условию 
Раусса-Гурвица, если положительны все главные миноры его 
матрицы Гурвица 

Ai = «1 > 0, A 2 = I = a i a 2 ~ а ° а з > А з = а з А 2 > 
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В этом случае Re Sj < 0, где Sj — корни полинома (2.1.10). Таким 
образом, условие устойчивости (1.3.8) выполняется. 

Если рассматривать медленное движение, то в уравнении 
(2.1.9) можно пренебречь силами инерции. В этом случае ве-
личина s действительна и на основе формулы (2.1.10) получаем 
условие устойчивости в следующем виде: 

(2 .1 .11) 

Таким образом, при использовании квазистатического подхо-
да, критические значения параметра нагрузки P определяются 
из уравнения «о = 0 при 5 = 1. 

На рис. 2.1.1 представлены результаты численного решения 
при 6 = 1, полученные из условия (2.1.11). Штриховыми линия-
ми изображены кривые, полученные по приближенной теории 
Лейбензона-Ишлинского. Для этого случая имеем 

«0 = —8/л2 ( l - - (2а* + с) (2P - AfM), Ct1 = -TI (2P - Ац). 

Кривые 1 на рисунке соответствуют результатам, полученным 
при с/ц = 0 и kj\i = 0,00052, а кривые 2— при с/ц = 0,01 и 
k/ц = 0,00089. В первом слу-
чае горная порода считает-
ся аргиллитом, во втором — 
алевролитом. В областях, за-
ключенных между осью абс-
цисс и кривыми, выполня-
ется условие неустойчивости 
Im(u;) < 0, на самих кривых — 
условие Im(u;) = 0. 

Для исследования произ-
вольной формы потери устой-
чивости равновесия горного массива воспользуемся линеаризи-
рованными уравнениями устойчивости (1.5.36) с граничными 
условиями (1.5.37) на поверхности выработки (г = R). Коэффи-
циенты a,ij и Gij в граничных условиях и в уравнениях устой-
чивости (1.5.36), когда они применяются к пластической обла-
сти, определяются соотношениями (1.4.9) с индексом «р» над 
буквой. Компоненты тензора напряжений и функция А должны 
также иметь в этом случае индекс «р». Для рассматриваемого 
случая 

«и = 2 — 4ао, а 22 = 2 — ао, «12 = «21 — 2«о, 
(2 .1 .12) 2 

«23 = «32 = -«0 , «0 = - (2 + C0) 1, Gij = 1, г, j = 1, 2, 3. 

3 А.Н. Спорыхин и А.И. Шашкин 

s = < 0 . 
OLl 
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Для упругой области коэффициенты ац и Gij определяются 
формулами (1.4.15) ац = 26ц, Gij = 1, г = 1, 2, 3, а компо-
ненты тензора напряжений и функция А должны иметь в этом 
случае индекс «е». К приведенным уравнениям следует присо-
единить также условия непрерывности векторов перемещений и 
поверхностных усилий на поверхности раздела области упругого 
и пластического деформирования (1.5.38) при г = 7 и условия 
локальности возмущений упругих перемещений A = 0, Af = О 
при т —У оо. 

Найти точное аналитическое решение полученной краевой 
задачи не представляется возможным. Для нахождения при-
ближенного решения можно воспользоваться методом конечных 
разностей. Заменив производные функции А(г) конечными раз-
ностями второго порядка аппоксимации (1.6.1)-(1.6.2), получим 
систему линейных алгебраических уравнений, коэффициенты 
которых зависят от параметров задачи, шага разностной сет-
ки и степени j присоединенных функций Лежандра. Из усло-
вия существования нетривиального решения этой системы одно-
родных алгебраических уравнений получим характеристическое 
уравнение, которое надо решать совместно с уравнением (2.1.8). 
Значения ненулевых элементов характеристического определи-
теля А = det (стп) (га, п = О, 1, . . . , N + 1), согласно результа-
там работы [244], имеют следующий вид: 

5 р P 3 р р 
COO = - - Ьц + 2Т&12 - - Т2&13 + Т3&14, 

C 0 1 = 96ц - 5т&12 + 2 t 2 6 i 3 , C 0 2 = - 1 2 I 1 1 + Arb12 - 0 , 5 t 2 & i 3 , р р р р ^ р р 

Соз = 7Ьц - Tb12, C04 = —Зт36ц, Cio = 2Ьц - - Tb22 + т2Ь23, 
Р Р р р р 

C11 = —5621 + 2 т & 2 2 , C12 = 4Ь21 - 0 , 5тЬ22, C i 3 = - T &2Ъ 
P P 
bmn = bmn(R), П = 1 ,2 ,3 , га = 1,2; 

P P P P P P 
Cij = Ь31 - 0,5т632, C^j1 = —4631 + Tb32 + т Ь33 - 0, 5т Ь34, 

р Р Р 
CijJr2 = 6 & 3 1 - 2т2Ь33 + т4Ь35, 

Р Р Р р 
Cij+з = - 4 ½ - тЬ 3 2 + т2Ъ33 + 0, 5 т 3 Ь 3 4 , 

р р 
Ci j+4 = Ь31 + 0, 5тЬ32, г = 2, 3, . . . , Np + 2, j = г; 

bmn = bmn(ri), TNp = 7. 
При г = -/Vp+3, Л/р+4, . . . , TV— 1; j = i—1 в приведенных выше 

P е 
формулах функции bmn должны быть заменены на функции bmn. 
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Элементы Cij при г = Np — 1, j = Np — 4, . . . , TVp — 1 и 
при г = TVp — 1, j = Np + 5, . . . , Np + 2 также определяются 
приведенными соотношениями для Ci j при i = 0, j = 0, 1 , 2 , 3 

р 
с той лишь разницей, что функции Ь т п во втором случае должны 

е 
быть заменены на функции bm n . В обоих случаях эти функции 

р р е е 
вычисляются в точке rNp = 7, т. е. Ътп = Ътп(7), Ътп = Ьшп(7), 
как и в следующих выражениях: 

5 P P з P P 
CNP- 1 TVp = - - Ьц + 2r6i2 - - г BU + т 6 i4 , 

5 е е 3 2 е я е 

c t v p - i t v p + i = --bn + 2тЪи - - T b i 3 + т bi 4 , 

сг г—4 = Ci г+5 = 3, Ci i—\ = Ĉ  j_|_2 = 18, Ci { = Ci 1 = 2, 

Сг г—1 = Сг г+4 = -14 , (¾ г-2 = Ci = 24, i = Np; 
Сг j = г+з = j+3 = 1, (¾ j+i = Ci {+2 = —4, j = —1, 

Сг j+2 = Сг г+l = 5, Ci j + 3 = Cii = -2, г = JVp + 1, j = Np - 3; 
3 

CTV TV-1 = 0,5, cn N = —2, сдт TV+I = - , сдт+i TV+I = 1. 

В этих формулах г о = R1 Tnp = 7, Г/v+i = 1- Д л я сокращения 
записи использованы обозначения b\j и &2j ( j = 2, 3) для 
коэффициентов при функции А и ее производных первого и 
второго уравнений системы (1.5.38) соответственно и ( j = 
= 1, 2, 3, 4, 5) для коэффициентов уравнения (1.5.36). 

Для получения критических значений параметров проводит-
ся минимизация по параметру j . 

Теперь рассмотрим задачу устойчивости сферической поло-
сти в несжимаемом упругопластическом массиве с изотропным 
линейным упрочнением с поверхностью нагружения (1.1.16). 
Докритическое осесимметричное состояние массива в этом слу-
чае совпадает с начальным состоянием (2.1.7), (2.1.8) преды-
дущей задачи, если положить k = (2/д/З)к. Значения коэффи-
циентов ац и Gij для пластической зоны (1.5.9) в этом случае 
определяются следующими соотношениями: 

2 о I 
ац = 2^g i j - 4^-0Sii

0Sjjl G) = /i, b = 2/iS + | W - °^?¾. 
V E 

(2.1.13) 

Для упругопластических несжимаемых массивов с трансля-
ционным и изотропным линейным упрочнением получены кри-
тические значения параметров. 

з* 
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В табл. 2.1.1 приведены значения осредненных величин E1 V1  
/с, fco, с и со для аргиллита и песчаника, не опасного по выбросам, 
в случае трансляционного упрочнения (вариант 1) и изотропно-
го линейного упрочнения (вариант 2) для несжимаемого тела. 

Таблица 2.1.1 

Материал Е, IO5 Па V 

В
ар

иа
нт

 

C 0 

IO5 Па 
Материал Е, IO5 Па V 

В
ар

иа
нт

 

C 0 

к ко с 

Аргиллит 199555 0,357 
1 2,6814 1022,48 0,1351 197151 

Аргиллит 199555 0,357 
2 2,5439 724,99 0,986 187049 

Песчаник, 
не опасный 
по выбросам 

297255 0,171 
1 2,9496 2208,01 0,1740 374379 Песчаник, 

не опасный 
по выбросам 

297255 0,171 
2 2,1726 1493,26 0,1177 275752 

На рис. 2.1.2 для подкрепленной сферической выработки, 
проведенной в несжимаемом массиве с трансляционным упроч-
нением, показаны зависимости критических значений Pq — Р / 
от q = gh/ц при R = 0,1 определенные по линеаризированной 

/ 
/ 

/ 

2/ 
/ 

/ 
/ 

/ L  
gh/v 

теории (сплошные линии), по приближенному подходу (штри-
ховые линии) и, с позиции образования свода обрушения (кри-
вая 3) при gR/ц = 0,125 • Ю - 4 . Кривые I1S относятся к вы-
работке, проведенной в аргиллите, кривые 2—в песчанике, не 
опасном по выбросам. В табл. 2.1.2 для свободной выработки 
(P = 0) в массиве с трансляционным упрочнением приведены 
критические значения параметра нагрузки q*, деформации кон-
тура выработки £* и радиуса упругопластической границы 7q. 
Кроме того, для сравнения приведено: — критическое значе-
ние безразмерной нагрузки для случая линейно-упругого масси-
ва, полученное в работе [180] и д*еф, £*еф — критическое значе-
ние нагрузки и деформации контура выработки в несжимаемом 
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упругопластическом массиве без упругопластической границы, 
полученное по деформационной теории при степенном законе 
упрочнения а и = AerI1 (аи, Eu—интенсивности напряжений и де-
формаций). Эти результаты получены в рамках приближенного 
подхода. Для аргиллита были найдены [196] следующие значе-
ния параметров А п п в степенном законе: А = 112976 * IO5, п = 
= 0,751. 

Таблица 2.1.2 

Материал j Ч 7* <Г (7деф £деф Qup 

Аргиллит 2 0,464 0,525 0,230 0,581 0,478 0,302 0,582 

Песчаник, 
не опасный 2 0,471 0,472 0,205 — — — 0,595 
по выбросам 

0,471 0,472 0,205 

В табл. 2.1.3 приведены критические значения параметров 
свободной сферической выработки, вычисленные при разных 
шагах разностной сетки т, для несжимаемого массива с изотроп-
ным линейным упрочнением. 

Таблица 2.1.3 

Материал T j <f 7* е* 

Аргиллит 
0,05 2 0,461 0,532 0,248 

Аргиллит 
0,025 2 0,460 0,530 0,244 

Песчаник, 
не опасный 
по выбросам 

0,05 2 0,470 0,429 0,219 

Анализ числовых результатов свидетельствует о том, что 
если порода вокруг горных выработок переходит в состояние 
пластического деформирования, то потеря устойчивости проис-
ходит раньше, чем в упругом массиве. Поэтому при исследова-
нии устойчивости сферических выработок глубокого заложения 
должна изучаться устойчивость неупругого состояния равнове-
сия горного массива вокруг выработок. 

Полученные для свободной (P = 0) сферической выработки 
критические значения нагрузки качественно согласуются 
с критическими нагрузками для несжимаемого линейно-
упругого массива (табл. 2.1.3). Различие по критическим 
нагрузкам и деформациям для рассмотренных несжимаемых 
горных пород с трансляционным упрочнением и линейным 
изотропным упрочнением незначительно (см. таблицы 2.1.2, 
2.1.4) и составляет не более 3 и 5% соответственно. 

Определенные по теории течения критические деформации 
контура сферической выработки существенно (до 28 %) отличают-
ся от критических деформаций в случае деформационной теории. 
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Результаты, полученные для сжимаемого и несжимаемого 
материала с изотропным линейным упрочнением, отличаются 
по критическим нагрузкам не более 9 % , а по деформациям — 
не более 4 % для сферических выработок. 

Сравнение результатов, полученных для подкрепленной сфе-
рической выработки, показало (рис. 2.1.1), что отличие крити-
ческих значений параметра д*, определенных по приближен-
ной теории типа Лейбензона-Ишлинского, от соответствующих 
значений линеаризированной теории достигает 30 % для рас-
смотренных горных пород. Наиболее существенны эти отличия 
(рис. 2.1.1) для свободных (P = 0) выработок. Значения па-
раметра Р , найденные из предположения об образовании свода 
обрушения, являются сугубо приближенным и не отражают ка-
чественного характера явления. 

2.2. Неустойчивость полупространства 
с вертикальной цилиндрической выработкой 

кругового поперечного сечения 
При добыче ряда полезных ископаемых должно быть прой-

дено большое количество вертикальных стволов, которые явля-
ются долговременными и дорогостоящими инженерными соо-
ружениями, жизненно важными для функционирования шах-
ты в целом. Состояние горных выработок в зависимости от 
их назначения должно удовлетворять различным требовани-
ям, основным из которых является обеспечение безопасных 
условий для работающих людей. Под влиянием действующих 
усилий массив возле выработки может потерять устойчивость, 
что, безусловно, нежелательно. Поэтому анализ возможности 
потери устойчивости массива возле выработок представляет со-
бой важную и актуальную задачу. Устойчивость вертикальных 
выработок в упругих массивах изучалась многими авторами 
[1, 2, 5, 108, 200]. В частности, в работе [200] показано, что 
потеря устойчивости выработки кругового поперечного сечения 
происходит по осесимметричной форме. Ниже рассматривается 
задача о пространственной форме потери устойчивости выра-
ботки в упругопластическом массиве с поверхностью раздела 
зон упругих и пластических деформаций. 

Будем рассматривать устойчивость состояния равновесия 
нижнего полупространства с цилиндрической вертикальной вы-
работкой, выходящей на дневную поверхность. Для этого класса 
задач можно ввести специфические упрощения за счет следую-
щих предположений: 
• при определении докритического состояния и исследовании 

линеаризированной задачи устойчивости можно не учиты-
вать эффекты, связанные с тем, что выработка имеет ко-
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нечную глубину. Учитывая это предположение можно ввести 
еще одно; 

• при исследовании задач устойчивости можно не учитывать 
наличие дневной поверхности и рассматривать устойчивость 
состояния равновесия бесконечного пространства с бесконеч-
ной цилиндрической полостью под действием нагрузки на 
глубине h. 
Задача определения докритического осесимметричного со-

стояния решается в рамках плоской деформации. В результате 
получаем соотношения для безразмерных напряжений и дефор-
маций [232]: 

Oe Kj 2 ое Kj 2 

(Jr = - Q + - = 
op х 
GR = [7

2с (г~2 - R-2) - 4 In г] -P1 
2 + 0 (2 2 1) op ор 2К (72 , 0 \ 0P 0P К (72 -Л V ' ' ) 

ав = ^ - T r A b + 2) ^ £г = - £ в = ТГс\т>-1)> 
ф к = к 
Ч л/2 

и уравнение для определения радиуса упругопластической гра-
ницы 

(g — Р) — 2 — 4 In — — — = 0. (2.2.2) 
К R R2 

Здесь, как и ранее, величины имеющие размерность напряжений 
отнесены к модулю сдвига /i, а имеющие размерность длины — 
к величине о!, и для них сохранены прежние обозначения; г — 
текущая безразмерная координата вдоль оси Or, R — радиус 
выработки, P — давление на контуре выработки. 

Рассмотрим осесимметричную (и = u(r, z), v = 0, w = 
= w(г, z)) форму потери устойчивости состояния равновесия 
массива возле выработки. Согласно (1.5.2) имеем 

GR = О + (2 — а*) И г + а* - , GQ = G + (2 — а*) - + а*и г, г г 
2 (2-2-3) 

crz=p + 2w,z, arz = u,z + w,r, a* = ——. Z-\~C 
Нетрудно заметить, что, приняв в этих соотношениях вели-

чину а* равной нулю, получим соотношения упругого деформи-
рования. Поэтому все необходимые выкладки будем делать для 
пластической области, а затем от них перейдем к соответствую-
щим уравнениям для упругой области. 

Решения линеаризированной системы уравнений устойчиво-
сти (1.5.16) в случае осесимметричной формы потери устойчи-
вости (г; = 0), когда имеют силу равенства (2.2.3), согласно 
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(1.5.21), выберем в виде 
OO OO 

и = An (г) cos nz, v = 0, w = У^ Cn (г) sin nz, 

* = J2D(r) cos nz. 

Оставшиеся два уравнения системы (1.5.22) можно представить 
для краткости таким образом: 

(2.2.4) Df (г) = 4>i(r), 1)(г) = --Ф2(г). 

Продифференцировав второе уравнение по г, и вычтя его из 
первого, получим 

!ф'з + ф! = 0 . (2.2.5) 
п 

Условие несжимаемости материала (1.5.24) дает еще одно урав-
нение 

п V г J (2.2.6) 
Теперь, исключив с помощью соотношения (2.2.6) функцию С, 
уравнение (2.2.5) при ац = aji можно переписать в терминах 
функции А: 

(1 + а г )А 1 У + 1(2 + а г + а е + г а г , г ) А т + [:п2 ( а п - а33) + 

+ !(о>,г + °в,г) ~ 4 ( 1 + ^ r ) А" + w 
I / О ч 
'(а H j r — а33?г — (J2;, г J + 

7¾2/ ° ° \ 1 /о ° ° \ + — (ац - 2Ai3 - а3 3 + 2а2 3+ +с^ - a z ) - — (2сгг?г - r j + 

- | ( 1 + 2a r - ае)] Af + [ - A (1 + 2аг - а0) + ^ ( 2 а г , г - ^ r ) + 
2 2 77- / о о ч 7¾̂  / о + ^-(а33 — а22 - CTQ + CT2) + — (ai2,r + а32,г - «33,г - CT*,г — 

-a i3 , r ) - n 4 ( l + a , ) ] A = O. (2.2.7) 

Для второго уравнения (2.2.4) получаем 

D = - 1 | - ( 1 + £ г)А" ' - 1(2 + + a e ) A " + nJ L г 

+ 1 /О 

3 (1 + 2a r - ад) + п2 (a33 - a3 i - 1 + a z ) ] А' + 

(ав - 2аг - 1) + п2(а3з - а3 2 - 1 + £*)] . (2. 2 i 
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Запишем граничные условия (1.5.23), принимая во внимание 
равенства (2.2.6) и (2.2.8), 

(l + Gr) А"' + 1 (2 + <jr + afl) A77 — 

( 1 + 2 a r - (JQ) + п 2 ( а з з + а п - 1 + ( J r + ( J ^ - 2 a i 3 ) A ' -

1 (аА - 2сгг - 1) +п 2 (а33 - «32 - «13 + «12 - 1 + oz) A = О, 
/ 2 ч (2.2.9) 

/ + - ^ P V - I i = O 
г v I + CTr г2 У 

и условия локальности возмущений перемещений в упругой 
е е 

области А = 0, Af = 0 при г —̂  ос. 
В нашем случае коэффициенты a^- = const^- определяются 

е 
из соотношений ( 2 . 2 . 3 ) . Уравнения относительно функции А для 
упругой области можно получить из уравнения ( 2 . 2 . 7 ) , положив 
в нем коэффициент а* равным нулю и заменив индекс «р» на 
«е». 

Условия сопряжения перемещений и вектора поверхностных 
усилий (1.5.13) при г = 7 запишутся так: 

р е р е р е P л P 
A-A = 0 , Af-Af = 0 , Aff-Aff = 0 , Af--A = 0 . ( 2 . 2 . 1 0 ) 

7 
Таким образом, получим замкнутую краевую задачу, коэф-

фициенты уравнений которой зависят от безразмерных парамет-
ров материала /с, с, радиусов 7, R1 интенсивности нагрузки Р , 
величины д, параметра выпучивания п по оси Oz. Используя, 
как и ранее, конечные разности (1.6.1), (1.6.2), получим разност-
ную задачу с определителем det (ст п) = 0 (m, п = 0, 1, . . . , N + 
+ 1), ненулевые элементы которого определяются следующими 
формулами (см. [ 2 4 4 ] ) : 

5 P P з P P 
COO = - - Ьц + 2t&12 - - T &13 + т bi4, 

P P P P P P 
Coi = 96ц - 5т&12 + 2т2&1з5 с02 = -12Ьц + 4т&12 - 0,5t2&!3, 

Р Р Р ^ р р 
Соз = 7 6 ц Т&12, С 0 4 = - - Ь 2 ь С ю = 2 Ь ц - T b 2 2 + T Ь 2 3 , 

P P P P P 
C11 = —5b2i + 2тЬ2 2 , Ci2 = 4Ь21 0,5тЬ2 2 , c i 3 = - Ь 2 ь 

Ь т = Ь ш ( Д ) ( п = 1 , 2 , 3 , 4 ) , I2n=I2n(R) (п = 1 , 2 , 3 ) ; р р р р р р 
Cij = Ь31 - 0 ,5тЬ3 2 , (¾^+! = -4Ь31 + т Ь 3 2 + т Ь 3 3 - 0, 5т Ь 3 4 , 
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р р р 
Cij+2 = 6&31 - 2т2&зз + т4635, 

р р р р 
Cij+3 = - 4 ½ - Т&32 + т2&зз + 0,5т3634, 
P P 

Ci j+4 = hi + 0,5t632 i = 2, 3, . . . , TVp - 2, j = i - 2, 

h n = Ьзп(п) (n = 1, . . . , 5), гд^ = 7. 
Элементы определителя при г = TVp + 2, TVp + 3, . . . , TV — 1 

вычисляются по этим же соотношениям, в которых только ин-
декс «р» над буквой заменяется на «е»: 
Cjj+з = Cjj-i = 0,5, Cjj+2 = Cjj = —2, Cjj+i = 3, j = Np- 1, 

CJ J -3 = c J J + 3 = 1, Cj-j-2 = Cjj+2 = - 4 , 
c j j - i = c j j + I = cJJ = — i = Np, 

3 г c JJ-3 = 0 ,5 , Cjj-2 = 2, Cjj-i = - - - , J=TV p + 1, 
2 7 

Cnns = CN N-2 = 0, CNN-I = 0,5, CN N = —2, 
3 1 C7V7V+1 = - , C7V+1TV-2 = C7V+17V-1 = C7V+1TV = 1. 

В этих выражениях го = i? — безразмерный радиус выра-
ботки; r/Vp = 7? r^v — I5 т — шаг разностной сетки, {г = 
= 1, . . . , 5) — коэффициенты уравнения (2.2.7), Ьц (г = 1, . . . , 4) 
и &2г (¾ = 1, . . . , 3) —коэффициенты первого и второго соответ-
ственно уравнений системы (2.2.9) при функции А и ее произ-
водных. 

Применяя обычную методику, получим характеристическое 
уравнение вида 

A (q, k, с, P1 R1 7, n) = 0, 
которое необходимо решать совместно с уравнением (2.2.2). 

Теперь рассмотрим случай несжимаемого массива с изотроп-
ным линейным упрочнением, уравнение поверхности нагруже-
ния для которого имеет вид (1.1.16). Докритическое осесим-
метричное состояние массива около вертикальной выработки 
при плоском деформировании совпадает с начальным состоя-
нием массива в только что рассмотренной задаче и будет также 
определяться соотношениями (2.2.1), (2.2.2), в которых только 
следует положить К = к. В уравнениях (2.2.7) и (2.2.9) крае-
вой задачи коэффициенты ац и Gij определяются формулами 
(2.1.13). 

Численная реализация проводилась для свободных вырабо-
ток при R = 0,05. В каждом рассмотренном случае с помощью 
ЭВМ проводились расчеты для конкретных горных пород, по-
стоянные которых указаны в табл. 2.1.1. При вычислениях про-
водилась минимизация по параметру волнообразования п. 
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В табл. 2.2.1 помещены критические значения параметров 
вертикальных свободных выработок кругового поперечного се-
чения для случая несжимаемого массива с трансляционным 
(вариант I) и изотропным линейным упрочнением (вариант II). 
В таблице используются следующие обозначения: п — параметр 
волнообразования по оси Oz1 </*, 7*, £* — безразмерные критиче-
ские значения нагрузки, радиуса упругопластической границы 
и деформации контура выработки соответственно, д* —критиче-
ское значение нагрузки для случая несжимаемого изотропного 
линейноупругого массива, полученное в работе [200]. 

Таблица 2.2.1 

Материал п д* 7 * £ * 

Аргиллит 
I 4 0,482 0,580 0,273 0,864 

Аргиллит 
II 4 0,473 0,569 0,279 

Песчаник, 
не опасный 
по выбросам 

I 6 0,491 0,579 0,265 

2.3. Неустойчивость полупространства 
с горизонтальной выработкой 

Рассмотрим устойчивость состояния равновесия нижнего по-
лупространства возле цилиндрической горизонтальной полубес-
конечной выработки, пройденной на глубине h и выходящей на 
полу бесконечный пласт полезной породы, механические свой-
ства которой отличаются от свойств горного массива. В этом 
случае представляется естественным ввести следующие предпо-
ложения. 

При определении докритического состояния и исследовании 
задач устойчивости можно считать, что выработка и пласт по-
лезной породы имеют одинаковую форму поперечного сечения. 

При исследовании задач устойчивости (после определения 
докритического состояния) можно не учитывать наличие днев-
ной поверхности. 

В зонах, близких к границе раздела выработки и пласта по-
лезной породы, возникает под действием внешних нагрузок по-
вышенная концентрация напряжений. Если исследуется устой-
чивость не в призабойной части выработки, возможна несколько 
другая постановка задачи, основанная на следующем предполо-
жении. 

При определении докритического состояния и исследовании 
задачи устойчивости можно не учитывать наличие границы раз-
дела пласта и выработки. 
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2.3.1. Упруговязкопластическое состояние круговой 
цилиндрической трубы, находящейся под действием 
внутреннего и внешнего давления. Исследование задач 
устойчивости горных выработок в первую очередь связано 
с определением докритического состояния. Точные анали-
тические решения задачи о докритическом состоянии удается 
получить лишь в простейших случаях, например, для выработки 
кругового поперечного сечения при определенных предположе-
ниях. Очевидно, что одним из путей определения напряженно-
деформируемого докритического состояния горных выработок 
усложненной формы поперечного сечения, является построение 
приближенных решений в рамках метода возмущений, а 
именно — метода малого параметра. Построение приближенных 
решений для докритического (основного) состояния рассматри-
ваемых далее задач требует выбора нулевого приближения. 

В качестве нулевого приближения выберем решение задачи 
типа Ламе (при b —>• оо), которое приводим здесь, следуя ре-
зультатам работы [257]. Рассматривается бесконечная круговая 

труба, радиусов а и b (а > 6), под-
верженная действию равномерно-
го внешнего и внутреннего давле-
ния (рис.2.3.1). 

Материал трубы— несжимае-
мый, упруговязкопластический, 
упрочняющийся. 

В качестве определяющих со-
отношений принимаются соотно-
шения теории упрочняющегося 
упруговязкопластического мате-
риала [223], приведенные в § 1 
первой главы. Решение приво-

ри с 2 3 1 дится для плоской деформации 
в цилиндрической системе коор-

динат. Все соотношения записываются в безразмерном виде. 
За масштаб напряжения выбран предел текучести при чистом 
сдвиге, за масштаб длины — радиус упрочняющейся границы r s , 
расположенной между внутренним и внешним контуром трубы. 

Граничные условия на внутреннем и внешнем контуре трубы 
запишутся так: 
при г = а (а = a/rs, г = r/rs) 

GR = = ~qo, Tr0 = 0 (q0 = P0/k) 
при г = b (b = b/rs) 

GR =-q, ггв = 0 (q = P/k). 

(2.3.1а) 

(2.3.16) 
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На упругопластической границе rs напряжения и перемеще-
ния считаются непрерывными. 

При указанных граничных условиях и условиях сопряже-
ния на упругопластической границе, распределение напряжений 
в пластической зоне имеет вид (a ^ г ^ 1) 

P . XAfJL Гс + 2//е~а* ( 1 1 \ . Z1 - а и л г 
(Tr = -QO + г г ^ ~ T ) + (1 ~ е ) 1п " \az rzJ а. cIfi + с 

P , хАц 
OQ = -go + 2ц + с 

с + 2//е 
4/1 \ а2 г2 / а 

• ( г ^ + о - ' - Ч 1 + 1 » : ) . 

P P ж(1 — е 
= - £ r = 

4// 
(2.3.2) 

P п ( \ 211+ с Tr0 = 0, ж = sign (до - д), OL = — , 
ц 

а в упругой зоне (1 ^ г ^ 6) следующий вид: 

(2.3.3) 
Перемещения и полные деформации в упругой и пластиче-

ской зонах определяются по одним и тем же формулам 

S0 = -SR = , ERQ = 0, ^R = UFL = O (Ц = Ц / К ) . 

(2.3.4) 
Пластические деформации определяются соотношением 

- l V (2.3.5) 2//+ с Vr2 / V 7 

На упругопластической границе выполняется следующее со-
отношение для внешних усилий 

+ I® - q\) (2/i + с) - 2^ + lna( l - e" a t ) - ( 2 / x e ~ t + c ) = 0. 
(2.3.6) 

Упругопластическая граница расположена между а и Ь. если 
2 

1 - < ко - q\ < 

- J — (̂ 2// — 4/iln - ( 1 — е -"*) - b 2(^e~ a t + c)\ _ L ( 2 3 7 ) (2// + с) V 6 a2 J 
В случае осесимметричного растяжения пластины с круго-

вым отверстием (b оо) , уравнение для определения упруго-
пластической границы записывается следующим образом: 

ко - q\ (2fi + с) - 2^ + lna( l - e~at) - (2/хе~"*+с) = 0, 
(2.3.8) 
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а распределение напряжении в упругой зоне принимает вид 

err = -q - А , агв = -q+ — TrQ = 0. (2.3.9) у* Zi rp Z 

Полученное решение принимаем в качестве нулевого прибли-
жения для исследуемых далее задач. 

2.3.2. Линеаризация по малому параметру соотноше-
ний теории течения. При решении задач методом малого па-
раметра все функции представляются в виде рядов по степеням 
малого параметра J (J 1): 

^Gij, Ец, ец, ..., A, Xki • • • } = 

OO 
= E " I - • • • ' л ( п ) ' • • •} (2-3-1°) 

п=О 
Выражения с верхним индексом (п) всюду ниже будем на-

зывать величинам n-го порядка. 
Учитывая представление (2.3.10) для соотношения, опре-

деляющего поверхность нагружения и ассоциированный закон 
пластического течения, выполнив разложение функции по мало-
му параметру и приравняв слагаемые при одинаковых степенях 
S1 получим следующие уравнения: 
при п = О 

F<»> ( „ « ' , Щ<, Щ<, . . . . х Г , к . ) = 0 (2.3.11) 

при п ^ 1 

F(n)(M (п-1) (0) Р(п) Pin-1) P(O) 1 У ij 1 ij ' ' ' ' ' ij ' ij ^ ij ' ' ' ' ' ij ' 

^ J i r 4 , - , X ^ , . . . , х Г *.)=<>, (2.3.13) 

сю / \ (n—m) 
= E <a (m) ( I r ) ' (2-3-14) ''J ^ n Vaff4 n=0 4 J 

где 

p(n) = Sn)F 
dS(") (2.3.15) 

£=0 
Процедуру разложения функции по малому параметру бу-

дем так же называть линеаризацией функции, это объясняется 
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тем, что при п > О F ^ будут линейными функциями величин 
n-го порядка (при п = О функция в общем случае нелинейна 
так как в нее входят смешанные инварианты тензоров напряже-
ний и пластических деформаций (скоростей деформаций)). 

Учитывая линейный характер этой зависимости, уравнения 
(2.3.13) и (2.3.14) можно представить в виде: 

OF^ (п) OF^p(U) д£^Р(п) OF^ („) ф(п) п 

да<?> i j д е * дЩ> ij дХ[0) Хк 

(2.3.16) 
Л(п) = j \ (0) ( O2F^ (п) d2F^ Р(п) d2F<°> Р(п) 

13 ка д а ^ k s 3а<?>3?<°> 

Здесь функции 
ф (п ) и обозначают все прочие слагаемые 

рядов, они зависят от величин не выше (п — 1)-го порядка, т. е.: ф(п) = ф(п) ( (П-1) (0). Р(п-1) P(O). P(n-l) P(O). 
\ У '>•••'> иij "> •>••••> °ij ^ij ' 

^ • • • , x f U ) - (2.3.17а) Xk 
Исходя из линеаризованных соотношений (2.3.16) и (2.3.17), 

можно построить алгоритм нахождения приближенного реше-
ния упруговязкопластической задачи для конкретного вида 
функции нагружения. В общем случае этот алгоритм позво-
лит получить лишь численное решение, так как функции pin) 
зависят от компонент пластической деформации n-го порядка 
е ^ и, соответственно, скоростей пластических деформаций 
следовательно, для каждого приближения имеет место стати-
чески неопределимая задача. Задача усложняется еще и тем, 
что выполнить интегрирование линеаризованных соотношений 
ассоциированного закона пластического течения невозможно, 
ввиду того, что они содержат неизвестные функции 

Введение дополнительных предположений позволяет, при 
конкретизации вида функции нагружения, получить прибли-
женное аналитическое решение упруговязкопластической зада-
чи методом малого параметра. 

2.3.3. Линеаризированные граничные условия и 
условия сопряжения на упругопластической границе. 
При постановке граничных условий может оказаться, что малый 
параметр будет входить в уравнения, описывающее границу 
области, в которой ищется решение задачи. Такую границу 
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будем называть возмущенной. При этом если в выражениях 
определяющих границу положить 6 = 0, то уравнения будут 
описывать невозмущенную границу области. 

Разложение по малому параметру приводит к тому, что гра-
ничные условия, определенные на возмущенной границе, заме-
няются для каждого приближения новыми граничными услови-
ями на невозмущенной границе. При этом решение для каждого 
приближения находится в области, определяемой невозмущен-
ной границей. 

Так, если уравнение невозмущенной границы имеет вид 

г = г($, 6), 
где параметр, г—радиус-вектор, a r|^=o = ^o(C) ~~ уравнение 
невозмущенной границы, то граничные условия на возмущенной 
границе для некоторой функции 7 можно записать в виде 

7(Г(£, 6)6) = 7о. 

Раскладывая 7 по параметру 6, имеем 
OO J 7 1 

У gn n (п) = 1 ^ 7 
п—0 ' 

Очевидно, для определения функций 7^) можно воспользо-
ваться треугольником Ли. 

Для каждого приближения граничные условия на невозму-
щенной границе будут иметь вид 

7 ( И ) = 7 Г -
При решении упруговязкопластической задачи необходимо 

учитывать условия сопряжения решений в упругой и пласти-
ческой зонах. Условия сопряжения, записанные на упругопла-
стической границе, заменяются новыми условиями для каждого 
приближения, записанными на невозмущенной упругопластиче-
ской границе, согласно [142]. 

Далее, при решении задач, каждый раз будет приводиться 
конкретный вид условий сопряжения на упругопластической 
границе. 

Очевидно, что в виду линейности соотношений (1.1.1)-(1.1.7), 
(1.1.9), их линеаризация по малому параметру также приводит 
к линейным соотношениям. 

2.3.4. Линеаризация по малому параметру функции 
нагружения упруговязкопластического тела. Для слу-
чая изотермических процессов А.Н. Спорыхин, следуя идеям 
Д.Д. Ивлева [140], предложил для описания поведения ма-
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териалов, проявляющих упрочняющиеся упруговязкопластиче-
ские свойства, функцию нагружения следующего вида [257]: 

F(^j) = F (а13 - се% - TlIij) = 0, (2.3.18) 
где с — параметр, характеризующий произвольное упрочнение 
материала; г/ — параметр, характеризующий вязкость материа-
ла. Частный вид такой зависимости представлен соотношением 
(1 .1 .8) . 

Используя (2.3.10) и (2.3.17а), находим 

F ( O f j ) = E -#<$>) + 
п=0 

OO 

п=1 

OF Лт(0) _ лт _ „£«») ceH 1IeH J ̂ g(Q) + ф(п) (2.3.19) 
г(0) 

и 
Из выражения (2.3.19) следует, что при п > 1 

ят? ( (°) pW\ ^ - dP ~+ф("'=(2-3-20) 
гз 

Так как ф(1)=0, то при п=1, из (2.3.20) имеем 
ЯТР ( (0) P(O) р(0)\ 

Hi - С£г/ ~ ^ i j ) = 0- (2.3.21) U 
Видно, что соотношение (2.3.20) определяет в пространстве на-
пряжений плоскость, ортогональную вектору 

U f - C l f - T 1 I f ) 
К 3

 я ( (2.3.22) 

Дальнейшее исследование ограничим случаем плоско-
деформированного состояния и решением класса задач 
в цилиндрической системе координат. 

2.3.5. Линеаризованные соотношения трансляцион-
ной теории сложных сред. Плоскодеформированное со-
стояние. Далее, для упрощения записи, все величины, имею-
щие размерность напряжений, отнесены к пределу пластичности 
при чистом сдвиге, а величины, имеющие размерность длины — 
к некоторому масштабу длины (он определяется при рассмотре-
нии конкретных задач). 

Рассмотрим случай, когда поверхность нагружения (2.3.18) 
описывается уравнением (1.1.8) 

— сбц ~ VeijSj ~ c^ij ~ VeIj^j = (2.3.23) 
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Здесь с и г / — безразмерные коэффициенты упрочнения и вяз-
кости сответственно. 

В цилиндрической системе координат (г, z), уравнение 
(2.3.20) запишем в виде ( a ^ = 0) 

= (2.3.24) 
где 

ф(° )=2К + 2 4 0 ) + 2 4 0 ) , 

К = sign ^crjj0) - 4 ° ) - 2 4 ° ) - 2 г Д ° ) ) , (2.3.25) 

¢ ^ = 2 ^ + 2 ^ , 
при n ^ 2 имеем 

п—1 
ф W = + 2гР(п) J ^ M _ а ( т ) _ J2fPCm) _ 

т=1 

- 2 ^ ( m ) ) ( a J n - m ) - ) - - + 

+ 4 ( # > - - 2 , ¾ ; ) ) - 4 г т ) - 2 $ Г т ) ) " • 

(2.3.26) 
Введем функцию напряжения Эри Э. Тогда 

SiJ = — d j j + Sijd^kk (г, j , k = 1, 2). (2.3.27) 
Используя соотношения (2.3.27) и (2.3.24) получим 

1 = ф (п) (2.3.28) 
<9г2 г дг г2 <902 

Отметим, что уравнение (2.3.28), служащее для определения 
напряжений в пластической области, в рассматриваемом случае 
отличается от аналогичного уравнения для случая идеально 
пластического материала тем, что функции 

содержат де-
формационную часть. 

Соотношения ассоциированного закона пластического тече-
ния, для функции (2.3.23) имеют вид 

der = —dee = ^ dX (ar — a$ — 2csr — 2f]er^j , 

dere = dX (тгв - cere - Tjere) . 

Линеаризируя последнее соотношение, получим: 

(2.3.29) 

A(O) 

о 
6гв I (2.3.30) 
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где 

» J ? = 0 , М < 1 , = г < ? - < * а , - # 1 ) - (2.3.31) 
При п > 2 

,W _ Jri) PM _ PM 1 Г / (т) _ Р(т) _ Р(т)\ де^ 
сегв rIeVO +2 ^ V^ r6> ^ г6> 

Г / / \ ri/ \ эт/ W ЛР(п-т) 

т = 1 
,P(n-m) -1 

- - - 24™) - 2 , ¾ - ) ) ^ g L ] . (2.3.32) 

Учитывая соотношения (1.1.4), (1.1.9), (2.3.32) из (2.3.30) по-
лучаем систему уравнений для определения перемещений в пла-
стической зоне 

duin) 4п) 1 duin) _ 0 г м ,wo) , 1 M 
A(O) 

+ ± ^ = 2 f + 1 г. 
j Uj д г г • Г дв - J 0 - - - „ (2.3.33) 

9 4 ^ + U ^ + 1 = 0 

<9г г г дв ' 
где /i — безразмерный модуль сдвига. 

Введем функцию ф, так чтобы 

^ = - i ^ ' ^ = ? - ^ 2 - 3 - 3 4 ) г <90 аг 
Тогда из соотношений (2.3.33), получим уравнение для ее опре-
деления 

Л ( о ) 

J w f t W 0 ) + ! ^ . (2.3.35) д2<ф{п) 1 д<ф{п) 1 <9>(п) _ 2 
дг2 г <9г г2 <9(92 J ™ V 

о 
Очевидно, решение этого уравнения позволит определить 

перемещения в пластической зоне. Условие несжимаемости (вто-
рое уравнение из (2.3.33)) выполняется автоматически. 

Уравнения (2.3.28) и (2.3.35) являются уравнениями гипер-
болического типа, что устанавливается обычным способом. 

Интегрирование соотношений (2.3.30) и (2.3.35) требует 
определить величину A^0). 

В нулевом приближении первое соотношение (2.3.29) дает 

где х = ± 1 
Интегрируя (2.3.36), получаем 

de{p (2.3.36) 

шучаем 

А<°> = хй 0 ) 
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Таким образом, для случая плоской деформации выведены 
линеаризированные соотношения упруговязкопластического те-
ла и показано, что задача определения напряжений и перемеще-
ний, для любого приближения, может быть сведена к решению 
уравнений (2.3.28) и (2.3.35). Метод разложения по параметру 
нагружения, описанный в работе [142], сводит решение упруго-
пластической задачи теории течения к последовательному реше-
нию задач упругости. Изложенный выше метод сводит решение 
упруговязкопластической задачи теории течения к последова-
тельному решению менее сложных задач теории течения. 

2.3.6. Алгоритм решения упруговязкопластической 
задачи методом малого параметра. Изложим алгоритм по-
строения приближенного решения упруговязкопластической за-
дачи теории течения с произвольным упрочнением. 

После разложения по малому параметру системы уравнений 
(1.1.1)-(1.1.11), описывающих рассматриваемую задачу, после-
довательность действий такова: 
1. привлекая решения для предыдущих приближений, вычис-

ляются правые части (2.3.28), служащие для определения 
напряжений в пластической зоне; эти уравнения решаются; 

2. определяются граничные условия для краевой задачи 
в упругой зоне: на внешней границе, исходя из заданных 
при постановке задачи граничных условий; на границе 
раздела упругой и пластической областей, исходя из условий 
сопряжения решения на этой границе. Согласно [142], 
граничные условия для величин любого порядка сносятся 
с искомой упругопластической границы на невозмущенную. 
При этом необходимо знать все предыдущие приближения; 

3. ищется решение в упругой зоне; 
4. полученное решение для перемещений в упругой зоне ис-

пользуется в условиях сопряжения перемещений на упру-
гопластической границе, с помощью которых определяются 
значения компонент вектора перемещений для пластической 
зоны; 

5. интегрируются уравнения, полученные из соотношений ассо-
циированного закона пластического течения (2.3.30), и тем 
самым определяются компоненты тензора пластической де-
формации текущего приближения; 

6. решаются уравнения (2.3.35) для определения функции ф и 
по соотношениям (2.3.34), находятся перемещения в пласти-
ческой зоне; 

7. вычисляются слагаемые текущего приближения, входящие 
в уравнение упругопластической границы. Уравнения для 
определения этого слагаемого получим из уравнения непре-
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рывности компонент тензора напряжений текущего прибли-
жения на упругопластической границе. 
Затем процесс повторяется. По алгоритму, изложенному 

выше можно искать следующее приближение. 
Метод разложения по малому параметру уравнений 

(1.1.1)-(1.1.11), описывающих поведение упруговязкопла-
стического упрочняющегося тела приводит к линейным 
соотношениям (2.3.28) и (2.3.35) относительно компонент п-
го порядка (n ^ 1). При этом линеаризированная функция 
нагружения (2.3.20) определяет в пространстве главных 
напряжений плоскость, вектор нормали к которой определяется 
соотношением (2.3.21). 

Так как системы уравнений для определения напряжений 
и перемещений зависят от компонент тензора пластической де-
формации и компонент тензора напряжений, то для их решения 
нужно привлечь алгоритм, описанный выше, который приводит 
к статически определимой задаче. Отличие этого алгоритма от 
известных состоит в том, что уравнения для определения напря-
жений всегда содержат деформационную часть. Следователь-
но, соотношения ассоциированного закона надо интегрировать 
для каждого приближения. Правые части уравнений (2.3.28) и 
(2.3.35) содержат неизвестные функции, обусловленные произ-
вольным упрочнением и вязкостью, поэтому алгоритм предло-
женный в работах [29-34] не может быть применен. В данной 
работе за нулевое приближение принимается решение задачи 
для модели упрочняющегося упруговязкопластического тела, 
в отличии от работ [29-34], где за нулевое приближение при-
нималось решение для модели идеального пластического мате-
риала, а в [35, 36] —для модели упрочняющегося упругопласти-
ческого тела. Представленный выше алгоритм отличается от из-
вестных алгоритмов решения задач теории течения идеального 
пластического материала и теории упрочняющегося упругопла-
стического тела [35, 36] Ивлева-Ершова тем же, что и алгоритм 
предложенный в [29-34]. 

2.3.7. Устойчивость цилиндрической горизонтальной 
выработки с круговым поперечным сечением. Задача 
определения докритического состояния массива возле выработ-
ки решается в рамках плоской деформации. Для чего стро-
ится решение классической задачи Jl. Галина [64], которое 
можно использовать в качестве докритического напряженно-
деформированного состояния массива около выработки. Рассмо-
трим толстую бесконечную пластину с круговым отверстием 
радиуса а (рис. 2.3.2). На бесконечности действуют взаимно-
перпендикулярные усилия интенсивности Р\ = gh и P2 = ко Р\ 
(E—средний объемный вес вышележащих пород, h — глубина 
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заложения полости, ко—коэффициент бокового отпора). По кон-
туру отверстия действует нормальное давление Po-

Исследуем случай, когда пластическая зона охватывает контур 
отверстия. Безразмерные величины Po/к, Pifk1 Р2/& обозначим 

через qo, qii и ¢/2 соответствен-
но. Величины, имеющие размер-

Jo) W 

((4) 
P 2 

((4) ((4) 
P2 

((4) ((4) 
Pi 

ность длины, отнесем к г^ как 
и в п. 1 этого параграфа. 

Введем малый параметр S1  
полагая (¢/1 — ¢/2)/2 = Sq1 где q 
ограниченная величина. 

Будем использовать цилин-
дрическую систему координат, 
начало которой совпадает с цен-

ри с 2 2 тром отверстия, тогда на бес-
конечности радиальные и каса-

тельные напряжения будут определятся следующими формулами: 
Or — q — Sq cos 20, TrQ = Sq sin 20, (2.3.37) 

где q' = (qi + ¢2)/2. 
На контуре отверстия (г = а) имеем 

GR = QO, TTQ = 0. (2.3.38) 
Решение задачи ищем вблизи невозмущенного осесиммет-

ричного состояния ((5 = 0) (см. п. 1 данного параграфа), когда 
пластическая зона полностью охватывает контур a ^ г ^ 1. 

Так как граничные условия на внутреннем контуре и урав-
нения контура отверстия не содержат малого параметра S1 то из 
(2.3.37) следует, что при г = а 

G, 
( п ) 

= TN 

( п ) 

гв = 0, п^ 1. (2.3.39) 
Согласно описанному в этом параграфе алгоритму найдем 

первую итерацию первого приближения. 
Используя (2.3.5), находим правую часть уравнения (2.3.28) 

Ф (1) 
= Ш 1 Й " 1 ) ' mi = 2с (1 - е~аг) + 2е —at (2.3.40) 

"(1) ^ Vr2 J ^ 2 / /+ сх 

Определяя решение уравнения (2.3.28) и учитывая граничные 
условия (2.3.39), находим компоненты напряжений в пластиче-
ской зоне для первой итерации 

P(I) _ TTL1 ( 1 
aKI) " T w 

ГГЦ ( 1 1 Ра{}] 

— — — 2 In -
-,2 r2 а 

2 In- - о Тгв( 1) — и ' 
(2.3.41) 

61W 2 Va2 ' г2 

Здесь нижний индекс указывает номер итерации. 
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Из уравнений (2.3.32) следует, что напряжения первого по-
рядка в упругой зоне на бесконечности имеют вид 

^1)°° = —q cos 20, rr
(J)o° = g sin 2в. (2.3.42) 

Из условий сопряжения компонент тензора напряжений [142] 
следует, что на невозмущенной упругопластической границе 

+ ^ « - г ^ Л = 0. (2.3.43) 
дт J rs 

Ts 
= 0 (следствие уравнения равновесия), Учитывая, что ( ^4 1 

V dr J 
находим, что при г = 1 

= miao, Tr^1J = 0, (2.3.44) 

где a0 = i - 1 + 2 Ina) . 
Из (2.3.43) следует 

r(D = = - 2 ^ c (2.3.45) 
да^/дт Sfi (1 — e~at) ^1) V У 

Компоненты тензора напряжений и вектора перемещений 
первого порядка первой итерации в упругой зоне (1 < г < оо) 
при условиях (2.3.44) и (2.3.42) имеют вид 

e(l) rriiao ~(Л 4 3\ aV(I) = — + cos20I 
е(1) ттцао . ~(л . 3\ 
ctVd = - - + 4 1 + ^ J c o s 2 0 ' 

=q( l + £ - £ ) s i n 2 0 , (2.3.46) 

fig. = X f r + 1 ) Sin20. 
^1) 2 /Л г3 / 

Из соотношения (2.3.45), используя (2.3.41) и (2.3.46), находим 
(1) = _(2Ai + c)m1a0 (2М + c)g ^ ( 2 < 3 < 4 7 ) 

Из условия сопряжения для перемещений при г = 1 имеем 

m !!^o _ I c o s 2 0 j J 1 ) = I S m 2 0 . (2.3.48) rVi^ 2// // yVi^ // 

Равенства т ^ ^ = 0 и е ^ = 0 приводят к тому, что правая 
часть уравнения (2.3.35) становится равной нулю. Решение же 

7 Vfl(I ) 
e(l) = гтцар 
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однородного уравнения (2.3.35) при условиях (2.3.48) приводит 
к следующим выражениям для перемещений в пластической 
зоне 

P(I) пиар 
Ni) ~ 2цг » 

P(I) 
OIy ' 

•0(1) 
и 

— - (cos х + —F sin XJ c o s  

ц V V з / 

= ^(cosX 4= s i n x ) Sin20, 

(2.3.49) 

(2.3.50) 

?(1) _ _ ? ( ! ) 
6 0 ( 1 ) - £r(l) - 2 fir /i 

Аг v л/3 
где X7 = л/31пг. 

Так как известны выражения для напряжений и переме-
щений первого приближения (первой итерации), то из (1.1.4), 
(1.1.9) можно определить компоненты пластических деформа-
ций в форме 

- ^ (cos xf + ^= sin х7) cos 20, = 0. 

(2.3.51) 
Таким образом, компоненты напряжений и перемещений 

первой итерации в первом приближении полностью найдены. 
Теперь найдем вторую итерацию первого приближения. Со-

гласно (2.3.51) правая часть уравнения (2.3.28) имеет вид 

ф§) = M (cos X7 - V^sin х ) cos 20 + ( l - + 

(2.3.52) 
Граничные условия на контуре отверстия г = а имеют вид 
(2.3.39). 

Решая уравнение (2.3.28), учитывая при этом соотношения 
на границе (2.3.39), получим выражения для компонент вектора 
перемещений и тензора напряжений в пластической зоне: 

P(I) 
аг( 2) = Ш2 ( 2 а° + 1 ) 

+ 

+ Acq 
Iir 

In - sin (х ' + l ) + 4 sin xi cos хо] cos 20, (2.3.53) 

£ ( 1 ) -

)(2) 

Acq 

ав{2) = т 2 

+ цг 
— In - sin 

а 

P(I) _ Acq 

(2а0 + 1) + 2 + 21п^ V rz azJ а 
. / / . 7г\ . 1 . / / - f t тг\ m V x 6/ ^5 smXi cosX0 - s m ^ x - -J 

1 Г . ( / 7г\ 1 . / / 7Г \ /" 
Г Ь а s m I x - 6 J - Vl 81П - 6 J 8 1 П Х 1 . 

(2.3.55) 
гДе Xo = л/3 In а, x'i = \/31п(г/а), Ш2 = (cmi/4/j,) + e _ a i . 
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На бесконечности граничные условия имеют вид (2.3.42), а на 
упругопластической границе (г = 1) условия сопряжения имеют 
вид (2.3.43), откуда для г = 1 получаем следующие уравнения 

где 
Gr = Ш2ао + К cos 20, TrQ = D sin 20, 

К = s i n ^ o c o s x i 

(2.3.56) 

4cg 1 п а + 7 ! s i n ( х ' ° " i ) s i n x ' ° 
Соотношение, определяющее радиус упругопластической 

границы имеет вид (2.3.45). 
С учетом граничных условий (2.3.42) и (2.3.56) приходим 

к выражениям для компонент тензора напряжений и вектора 
перемещений в упругой зоне: 
е(1) т2ао , 
аг(2) - — Г + 

4д + 2 {К -D) 2D-К-Sq COS 20, 
е (1) Tn2Cio , . K-2D-Sq\ 0/3  

0(2)
 = 2̂ " ^ ) COS 20, 

e(i) _ А. 2 q + K-D 2D - К - Sq 
r0(2) ~ [4^ ~2 •+• ~4 

(2.3.57) 

sin 20, 

e(l) m2ao , 
r(2) ~ + 2гц 2fi 

e(l) 
U0(2) 

IfJ ( 

~ бй ( 

D-K-2q K - 2D + Sq 
Sr3 

K -2D+ Sq + 3qr^j si 

qr ) cos 20, 

(2.3.58) 
sin 20. 

Из соотношения (2.3.45) находим уравнения для определения 
радиуса упругопластической границы во второй итерации: 

J1) - _ Г , ( 2 ) -
2 fi-

8//(1 - е 
2fi + с 

, m 2 a i + m 2 2 - (2a0 + l ) ( l + ^ ) - 2 1 n a ] } -

8//(1 - е - ^ ) 7¾ sin Xo cos х о ) + 2 ^ - К - 4 g cos 20. 

(2.3.59) 

Учитывая, что условия сопряжения имеют вид (2.3.43), при 
г = 1 находим 

е(1) 
N2) ~ 

т2ао + ±[D-2K 
2/J, 6/u I cos 26», 

и (
1) _ = — [К -2D + Qq\ sin 20. 

(2.3.60) 
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Во второй итерации правая часть уравнения (2.3.35) отлична 
от нуля и имеет вид 

A(O) 
2ev±y - 2 f (т{1) - се{1) - пе{1) + 1 т (1) - 0 Z£>6>(2) ~ J \ гв{2) С£>6>( 1) Г1егв{ 1) )аЛ ^ ~ Тгв{2)' егв{1) ~ 

0 
(2.3.61) 

Для определения А^0) подставим в (2.3.37) соотношение 
(2.3.5), получим 

Л(о) = 1 ^ ! ! ( 1 _ л ( 2 < 3 < 6 2 ) 
2//+ с Vr2 / V 7 

Откуда следует, что в процессе нагружения рассматривае-
мая частица тела переходит в пластическое состояние в момент 
прохождения через нее упругопластической границы, что соот-
ветствует г = 1. Следовательно, в процессе пластической дефор-
мации безразмерный радиус в данной точке изменяется от 1 до 
некоторого значения г, соответствующего текущему значению 
приложенных внешних усилий. 

Полученное соотношение (2.3.62) позволяет перейти в ра-
венстве (2.3.61) от интегрирования по А^0) к интегрированию 
по г. Производя интегрирование обеих частей равенства (2.3.61), 
получим 

2? ( 1 ) -Ztr<9( 2) ~~ 
8 cq 

3//(2//+ с)(1 — e~at) 

Acq 
[I2T 

(sin2 xi + - f i n - s i n x ^ + ^ - s i n x o s i n x i ) sin 29 -\ r6 a r6 J 
In r- sin (У - +^= sin(xo - sin xi sin 29. (2.3.63) 

Решая (2.3.35) с известной правой частью (2.3.63), получим 
следующие выражения для компонент вектора перемещений 
в пластической зоне во второй итерации 

Sin2X7
1 - I cos 2 x 1 - l ) " 

( х 7 - ^ ) + V^cos х -

£(1) U \ о\ = — шгао eIcq 
r(2) 2 г// 3//(2// + с)(1 — e~at) 
л/3 In- cos(х +COS(х- 7г\ , 1 . 

- - + - р Sin 
6/ л/з 

1 / • 
—7= COS Yn Sm 
л/3 и 

cos 29 2 cq Inr л/3 In - cos[х — j а \ 6/ 

— Sm i n + i ) " ^ l n a c o s ( ~ f ) + s i n ( ~ f ) 
cos ^Xo ~~ -^j sinx' ] cos 29 — 2 (c2i cos х + с22 sinx') cos 20, 

(2.3.64а) 
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P(I) 2 cq 
0(2) 3//(2// + с)(1 — e~at) - T + 

+ ^ 1 Г • I 1 г . In - sin х -= cos х + 
а л/3 

cos Xo COS x'i sin 20 + 

2cg j ^ / з Jn £ cos(-v-' — - ) — sinf y' + - ) — 
3/u2

 I a V A 6 / V a 6 / 

- \ /3 In a cos (x' - j ) + 2sin (x ' - j ) - 2cos (xo - j ) s inx ' + 

+ Inr —2\/31п- sin (x ' ~~ + 4 Inr cos ~~ ̂ ) ~~ 2cosx ' + 

+ ^3cos (x ' - £ ) + 2 ^ 3 Ina sin (x ' - j ) -

- 4cos (xo - cos (x i - } s i n 2 0 + 

+ 2 C22 COS (x ' - FJ + C2I sin (x ' - J ) ] sin 20. (2.3.646) 

Постоянные c2\ н C22, входящие в (2.3.64), находятся из гра-
ничных условий (2.3.60) и имеют вид 

с 21 
2сд 

С22 = -

X 

cq 

3/i(2/i + с)(1 — e~at) 

— COS 
cq 

- у - s i n 2 x o - ^ cos2xo + ^ l n a - 5 -

/ • / / , 7г\ 
Xo s m ( x o + g J - - f (D-2K-6q), 12/i 

3^3/1(2/1 + c)(l — e_ a t) 
4л/3 M cos (2x0 + J ) - f Sin (2x'o + J ) + § + COS2 x'o; 

ЗЛ/З/I2 — - — 3 In a + 2 cos 
2 

/ / 7г\ . / 
v X o " 6 / s m X o + K -2D+ Qq 

б^/3/i 
C21 

%/T 
Таким образом, первое приближение (в двух итерациях) за-

дачи Jl.А. Галина с круговым отверстием определено. Очевидно, 
что полагая в приведенных выше соотношениях с = 0 и г/ = 
= 0, приходим к результатам работы Ивлева-Ершова [142], 
соответствующим идеально пластическому материалу; при с ^ 
^ 0 и г/ = 0 — к результатам [36], соответствующим идеально 
упругопластичному материалу с произвольным упрочнением; 
при с « 1 и = 0 — к результатам [30], соответствующим 
идеально пластическому материалу с малым упрочнением. 

Из полученных соотношений (2.3.41) для первой итерации 
следует, что характер нагрузки, действующей на бесконечности, 
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не сказывается на распределение напряжений в пластической 
зоне. Очевидно, это является следствием того, что задача для 
определения напряжений в пластической зоне локально стати-
чески определима, а все граничные условия для задачи форму-
лируются на свободной границе (соотношения (2.3.39)). 

Так как компонента 7^0(1) в п л а с т и ч е с к ° й зоне равняется 
нулю, что обусловлено видом граничных условий (2.3.39), то 
^rO(1) = и следовательно, в первой итерации для несжимае-
мого упруговязкопластического материала с произвольным ли-
нейным упрочнением соотношения теории течения простейших 
сложных сред и деформационной теории приводит к одному и 
тому же результату. 

Во второй итерации т ^ ^ ^ O b пластической зоне и соотно-
шения для компонент перемещений (2.3.64) при использовании 
теории течения сложных сред иное, нежели при использовании 
деформационной теории. 

Из полученных выражений (2.3.53)-(2.3.55) следует, что они 
содержат слагаемые, обусловленные влиянием характеристик 
материала: модуля сдвига, вязкости, упрочнения и внешних на-
грузок. 

Результаты численного эксперимента представлены на 
рис. 2.3.3. Здесь демонстрируется зависимость радиуса 

упругопластической границы rs от угла в. При этом значения 
безразмерных характеристик принимались следующими: вну-
треннее давление на контуре qo = 1, 7; малый параметр 5 = 0,17; 
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коэффициент упрочнения с = 0,2; коэффициент вязкости г/ = 
= 0,001; модуль сдвига /i = 1; радиус отверстия а = 0,7. 

Замкнутая кривая 1 соответствует контуру отверстия. Замк-
нутые кривые 2~4 характеризуют положение упругопластиче-
ской границы гs в моменты времени t = 1 • Ю - 4 (кривая 2), 
t = 2 • Ю - 4 (кривая 5), t = 3 • 10~4 (кривая 4). 

Дальнейший рост времени приводит, как показал анализ чис-
ленного эксперимента, к тому, что кривые определяющие радиус 
упругопластической границы совпадают с кривой 5, которая 
соответствует упрочняющейся упругопластической задаче. Сле-
довательно, имеет место ограниченная ползучесть. Кривые 2-5 
на графиках соответствуют первой итерации. Учет второй ите-
рации, как показал численный анализ, приводит к тому, что 
кривые практически совпадают. 

Теперь можно перейти к решению задачи устойчивости гори-
зонтальной выработки, для чего рассмотрим осесимметричную 
(и = u(r, z), V = 0, w = w(г, z)) форму потери устойчивости 
состояния равновесия массива возле этой выработки. Решения 
линеаризированной системы уравнений устойчивости (1.5.16) 
в случае осесимметричной формы потери устойчивости (v = 0) 
выберем, согласно (1.5.21), в виде 

OO 
U = ^ A n (г) cos nz, v = О, 

п 
оо оо 

W = ^ Cn (г) sin nz, G = D (г) cos nz. 
п п 

При этом компоненты основного состояния (с индексом нуль вверху) определяются в области пластического деформирова-
р 

ния V соотношениями (2.3.53)-(2.3.55), а в области упругого 
е 

деформирования V соотношениями (2.3.57) (при t —>• оо). 
К приведенным уравнениям следует присоединить также 

условия непрерывности векторов перемещений и поверхностных 
усилий на поверхности раздела области упругого и пластическо-
го деформирования (1.5.13) при г = rs и условия локальности 
возмущений упругих перемещений при г —>• оо. Очевидно, что 
в терминах функций А (г), С (г), D (г) основные линеаризирован-
ные уравнения следуют из приведенных в § 5 гл. 1 соотношений 
(1.5.22)-(1.5.25), где следует только опустить слагаемые содер-
жащие функцию В (г) и ее производные и положить т = 0. 
В этом случае линеаризированная краевая задача может быть 
записана в терминах одной функции А(г). Она представлена 
соотношениями (2.2.4)-(2.2.10). 

Таким образом, получим замкнутую краевую задачу, 
коэффициенты уравнений которой зависят от безразмерных 
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параметров материала, геометрических параметров, величин q 
и Pq и параметра выпучивания п по оси Oz. Используя, как и 
ранее, конечные разности (1.6.1)-(1.6.2) и применяя обычную 
методику, получим характеристическое уравнение вида 
А (</, а, г/, с, /с, Po, g, /г, r s , n) = 0, которое необходимо решать 
совместно с уравнением для определения радиуса упругопласти-
ческой границы (2.3.47), если использовать результат первой ите-
рации или (2.3.59), если использовать результат второй итерации. 

2.3.8. Устойчивость цилиндрической горизонтальной 
горной выработки с эллиптическим поперечным сечени-
ем. В этом параграфе исследуем устойчивость горизонтальной 
горной выработки с эллиптическим поперечным сечением, для 
чего определим напряженно-деформированное состояние масси-
ва вокруг выработки. С этой целью построим решение класси-
ческой задачи Ивлева [142]. 

Рассмотрим задачу об определении напряженно-деформиру-
емого состояния толстой пластины с эллиптическим отверстием, 

с полуосями а( 1 + d) и а( 1 — d) 
(рис. 2.3.4). Ha бесконечности 
действуют взаимно ортогональ-
ные растягивающие напряжения 
с интенсивностями Р\ = gh и 
P2 = кР\ (g — средний объем-
ный вес вышележащих пород, 
h — глубина заложения полости, 
к — коэффициент бокового от-
пора) . На контур отверстия 
действует нормальное давление 
интенсивности Pq- Решение ищем 
в безразмерных переменных. 

Характерные размеры такие же, как и в рассмотренной выше 
задаче Jl. Галина о двухосном растяжении толстой пластины 
ослабленной круговым отверстием (п. 7). 

Введем, следуя работе [142], малый параметр 6: 

P2 

Pi 

Pi 

Рис. 2.3.4 

Qi ~ Q2 _ 
2 к = Sq, ^I = T l

j ¢2 = ^ , d = Sd'. к к 
Величины q и d' характеризуют отклонения от исходного невоз-
мущенного состояния. 

Уравнение контура отверстия представим в виде [142] 

= E ^ г э п ) = 
i(i-S2d'2) 

п=О л/1 - 2Sdf cos 26 + 82d'2 

= а 1 + 8d' cos 2в - - 62d,2( 1 - cos 40 + . . . 
4 

(2.3.64а) 

где a = a/rs. 
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В нулевом приближении, согласно [257], имеет место осесим-
метричное состояние пластины. 

Нормальные и касательные напряжения на внутреннем кон-
туре представляются, следуя работе [142], таким образом: 

= { a ^ + 5 ( a ^ + d-^r^)}l==-qo, g0 = f , (2-3.66) 

СTl Г ( 1 ) Гг0 - i ^ - ^ ) — ] } = 0 (2.3.67) аи a J) г—а 
Из (2.3.65) и (2.3.66) находим граничные условия для величин 
первого порядка при г = а 

Gr = -2d'A cos 20, TrQ = -Ad'A sin 20, (2.3.68) 
где 

A = 1 
2 JLl + с 

2ц (1 - e-0*) + 

Правая часть уравнения (2.3.28) для определения напряже-
ний имеет вид 

• а = - > ( ? - о -
Тогда напряжения в пластической зоне в первом приближении 
первой итерации с учетом (2.3.68) будут следующие: 

г(1) О mi ( 1 1 01 r\ . AAad! • ( 1 яЛ од  = — ( — - — - 2 1 i i - ) + sin Xi - - cos 26», 
2 \аЛ гг а/ г V 6/ 

P(I) 
ав(1) 

— EL ( 
" 2 I — + - — 2 — 2 In-") + а2 г2 aJ г 

f I Л on ~ sm ( ^ X i - - J cos 20, 

(2.3.69) 
P(I) AAadr 

cos Xi cos 20. tTO(I)- r 

Граничные условия для упругой зоны согласно (2.3.43) при 
T = 1 имеют вид 

т( 1) = TriiaQ — AAadf sin ^Хо ~~ c o s 20, 

^0(1) = "^Aarf7 cos Xo sin 20, 
(2.3.70) 

а условия «на бесконечности» (при г —>• оо) имеют вид 

^ 1 )°° = —q cos 20, rr
(J)o° = gsin 20. 

В упругой области компоненты напряжений и перемещений 
при учете соотношений (2.3.70) будут следующими: 
е(1) _ тгцар  
аг(1) ~ ~Г - 4 Aad! 

+ 2 c o s x o ( ^ - ^ ) ] } c o s 2 0 , (2.3.71а) 

1 - ± + А 
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е(1) _ _miao 
'0(1) 

«(1) -Тгв( 1) -

- 4Aad' 

4 Aad' 

^ sin (*[, + £ ) -

Л c o s Xo } COS 26», 

Ч ' О + З Й - Й + 

(2.3.716) 
e(i) _ miao 
''(1) 2цг 2/х 

+ 4Ааг/ 

Г + + 

c o s x O й - i ) + s i n + S - ; ) ] } c o s 2 0 ' 
(1) 1 г~ 

"'(1) = ¾;!* г + 

} 2 , 
COS Y n Зг3 Л0. 

COS 20. 

Радиус упругопластической границы, исходя из соотношений 
(2.3.45), (2.3.6) и (2.3.71), определим в виде 

(1) = _(2М + с)ш1ао 2М + с А , , } в 

(2.3.72) 

Граничные условия для перемещений в пластической зоне 
согласно (2.3.71) принимают вид 

е (1) 
иг(1) г=1 

е(1) 

- M - I c o s 2В 
2/i /i 
1 

я - ~^Aad' s i n Xo 

г=1 
g + Aarf7 cos ^Xo + sin 20. 

(2.3.73) 

Путем интегрирования соотношений ассоциированного зако-
на пластического течения (2.3.30), получим правую часть для 
уравнения (2.3.35), которое далее используем для определения 
перемещений в пластической зоне: 

2е ,P(I) _ 4 Aad' 
r ^ 1 ) (2/1 + c)/i 

(2fie •с) , . 2(1-e~at)fi , 
COS Xl + г — COS Xl sin 20. 

(2.3.74) 

Итак, решая уравнение (2.3.35) с правой частью (2.3.74) 
с граничными условиями (2.3.73), получим перемещения в 
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пластическом зоне для первой итерации: 

+ 2с2 sin x'i + Aad'  
(2/х + с)ц 

2(1 — е~аЬ)ц 

+ 4(2/te~Qt + с) Inrsinx7
1 j cos 20, 

V d = ivt, c o s ^ + й " 2 c i s i n ( ^ - i ) + 

" ( l -e" a t )p / 2fie~at + с 

P(I) = f 2q_ 
I л/ЗА 

+ 2C2 COS (X'I - j ) 

(2.3.75) 

+ 2Aad' 
(2// + с)ц • COS Xi - V3 

2 In r cos 
где 
Cl = 

(xl - + Sinx7
1]] } sin 20, 

Aad7 

B , + k { w ' " < H * ) r a " 4 " 

+ [M(3 + 5e-" ' ) + 4c]siiiXi}. 

Правая часть уравнения (2.3.28) для определения компонент 
тензора напряжений в пластической зоне во второй итерации 
имеет вид 

(1) fcjm +2p-at 
(2> V 2ц 

Ф + 

+ 2 cAad' 
(2fj, + c)fj, 

! _ [ - M ( l - e - ^ ) c o s ( x ' + X o ) + fi(7e~at -3) + 2с . 
V3 sin(x '+Xo)-

i i [ 2 ^ cos (x l + J ) +2cosx ' i --1(2pe~at + c) s i n x ' i -

- 4(2Me"a t + c) Inr cos x'i + 2 2 ^ + c cos(x'1 - j ) 

4aAd'e~ 4 COS (x'i - + COS (x'i + j ) + 2/u +с V3 

- /z(l - e_cr f) cos(x' + Xo) + M 7 e - ^ 3 ) + 2c ^ + ^ + 

X 

+ 2 2/te~ + с 
V3 cos(xi - ^ ) ] }- (2.3.76) 

Очевидно, граничные условия (2.3.68) остаются в силе и 
для второй итерации. Решим уравнение (2.3.28) с правой ча-
стью (2.3.76) с использованием (2.3.68), получаем распределение 

4 А.Н. Спорыхин и А.И. Шашкин 
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напряжений в пластической зоне во второй итерации 
P(I) 
а г ( 2) = ( 2 а 0 + 1 ) Й - Й + 2 1 П 

- I n - sin (V + - ) 1 - 2л/3 
а V 6 / . 

+ I c o s 20{ M 
г L / / 

cos Xo sin Xi 
л/3 

Cl cos 

+ £ 
. 2 2 

( x ' _ i ) + C 2 S i n ( x ' ~ i ) 
• f t 7Г 
m ( x i - -

4(2 / /e _ a t + c) 

+ 
+ 

, 8 (2 / /e _ a t + c) , 16(2/ie~ 
+ v ^ COS Xi — — 

+ 
3 3 

- - 1 (2Ме-°* + с) cos ( X ' + X f
0 - J 

^ ^ [ c o s ( x ' + x i ) - 2 s i n ( x ' i - y 

sin (x'i - f ) -

^ c o s ( x ' + x'o + i ) 

, K f 8 . / , , 7Г + —•{ - S i n ^ X i + -

+ A S i n (x ' + Xo + j ) + 3 sin(x' + Xo) - Inr 

2 l л/3 ' 

2 cos 

+ 
+ 

(х' + х ' о - Й 

+ 6 c o s ( x ' i - J ) + 1 2 s i n ( x ' + Xo) + 3s inx ' i ] }} , (2.3.77a) 

£<}>, = m 2 [(2ao + 1) - £ ) + 2 + 2 In l ] + 

, 1 f Acq Г , r . / / 7г\ 1 . / / . / / 7ГЧ 

r I p ~ а S l nVX бУ T i S m X l C 0 S X ° _ S m l X ~ 6/ 

- 2л/3 [ci cos(x ' - J ) + C2 s in (x ' - J ) ] + [ f + f x 

x { l n r [ - l 2 M e - a c o s x ' i - 4 ( 2 / / e - ^ + c ) c o s ( x ' i - J ) -

In r sin ^ ( x ' l - f ) - 2/,(1 - e~at) cos (x ' + Xi + £ ) + 4 ( 2 ^ + C) 

2^ I" cos Xi + 2 sin ( x ' i + j ) + J (sin x'i + cos x'i) -

- f i e at sin I Yi -3 K x ' 1 " S 
2(2 fie~ + c) 

sin(x' + x [ , ) - f (2^e~at + c) 

x s i n ( x ' + x [ , - f ) - 2 / / ( l - e - ^ ) s i n ( x / + x [ , - f ) + 2 7 3 / / ( l - e - ^ ) x 

5 (x ' + Xi + j ) } + f { In r [ - 4 sin x'i - 10 sin (x ' + Xo) -

6cos(x'i - j ) - 6cos (x ' + Xo - j ) + V^cosx i + 

X COS 

+ i i s in(x ' + Xo - I ) + ^ s in(x ' + Xo + £ ) } } cos 20, (2.3.776) 
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P(I) 
гв( 2) 

+ 

= - s i n 2 # { — — In - S i n f v ' - - ) — -^= sinf V n - - ) sin Yi 
г I / i L a V a 6 J Л / 3 V a u 6 / 1 

[ D + Z } { I n r [ - 4 ( 2 ^ + с) c o s ^ + £ ) - -¾ ( 2 / * " * + с) х 

х sin(X ' + Xo) " 2М(1 " e~ a t ) sin(x' + Xo + J ) + 
6 

+ Inr cos Yi , 2(2/ie~at + с) 
л/3 

5// • / / 7г\ + 

+ A(2/ie~at + с) 

+ 2//(1 — e~at) 
л/3 

( x ; - f ) +
 2 ( 2 ^ 7 + c ) cos(Y4Y-o) + 

cos ( y 7 + Y o + l ) } + In r [ 2 cos ( y 7 i + f j -

3 sin Y i + л/3 c o s ( y 7 + Y o ) - ^ s i n ( X 4 Y o - £ ) ] } } , (2.3.77B) 

^ 2caAd' 2 aAd'e~at „ 4aAd'e~at  
где JJ = —^——, K = — — , Z = 

/1(2/1 + с)7 л/3 
Константы Ci и С2 имеют вид 

2// + с 

Ti cos Xq Tj sin Xo I 2Aa sin Xo T^cosx'o  
1 6 + 2л/3 + л/3 + 3 ' 

T1
7Sinxo _ T1'cos xo _ 2 Aa cos Xo + T2 cosxo 

C 2 6 З л / З л / 3 

где введены обозначения Т-[ и T^: 

T 1 ' = ( - + - ) 1 1  
2 2 / 13 3ju(l - e"Q t) + 2(2е~ fj, + с) cos 2Хо 

- e ^ Sin2x-Q+ 2 ( 2 ^ e " t + c ) - I n a 
V3 3^3 

L (2(2Me~at + с) + 

+3//(1 - e~at)) sin 2xo - 2c + /л(1 - e~at) cos 2x'0 + 

+ Ina 2(2 ne~at +c) 

^ =(-
V3 

+ ц(1 -e~at) 5 

To = ( j + j ) ( Ina-I {-2(2Me~J+C)~ 2(2Ме~^ + с) 

2(2/ne~at + c) cos 2xo + nV3( l ~ e ~ a t ) ~ "7=(3(1 - e_<r f) + 
L V3 

+ 2(2це~а1 + c)) sin2xo 
+ 

, _ 2\fb{2jie~at + c) b a l + 2(2це~аЬ + с) + 

З л / З 

3 ( 1 _ ) + 2 ( 2 ^ + c ) l £ cos 2 ^ - " " " " } sin 2 X ' 0 + 
%/3 2a2, 

4* 
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Определим решение в упругой зоне, используя соотношения 
(2.3.76). Условия на бесконечности и на границе раздела зон 
упругого и пластического деформирования представим в виде 

при г = оо 
а ^ = —q cos 20, = g cos 20, (2.3.78а) 

при г = 1 

-¾¾ = т2а 1 + cos + i ^ ) , r ^ ( 2 ) = (D[ + 1¾) sin2в. 
(2.3.786) 

При заданных условиях (2.3.78) решение в упругой зоне для 
второй итерации находим в следующем виде: 
е(1) _ m2ai о г ( 2 ) + { 1 [4g + 2 ( ^ - 2D1) + 2(K1

2 - 2D'2) + 

е (1) т2а 1 , = Ь в(2) 

гв{2) 

+ — (2£>i - Jtf - 3g - itf + 2Z?ol - cos 26, r4 J J 
g + -(K1

1 - 2D1
1 +Zq+ K1

2- 2D'2j\ cos 2в, T- L Г4 J 
q + ±(2q + K[ -D1

1 +Kt
2 -D1

2) + 

+ — (2£>i - - 3q - K2 + 2D2)] sin26», (2.3.79) 
e(i) = w2ai + 

2/гг 2ц r( 2) 

+ -½ (i^ - 2Z?i + 3g + K1
2 - 2D1

2) - qr 3r' 
e(l) _ 1 

где 
3gr + ±(3q + K[- 2D1

1 +K1
2- 2D1

2) 

K>1 = ^jT ( i l n a ~ 7 ! s i n x ' ° c o s x ' ° ) ' 

cos 26», 

sin 26», 

K'2 = -3ci + VSc2 + 7 / , 7л/3 . / 
2 c o sXo + — SmXo + 

+ 2(2це~аЬ + с) cos Xo + ^= (2^e — at + c) sm X0 

K 

5 + 2 ) + 
2 2 , 

+ 

Di = ^ 
1 I , 1 • 
- in a H—= sin 
2 v^ 

D'2 = (D + Z){ 

{ A c o s x ' o - S s i n x ' o } , 

/ / 7Г \ • / 

(̂ Xo - g j s i nXo , 

3 cos Xo + 5\/3 sinXo + //(! - e~a t) cos x'o + 
+ 

%/3 
(2fj,e~at + c) sin x'o + 

%/3 sm Xo 
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Для упрощения записи значений компонент напряжений со-
отношения (2.3.77) и (2.3.79) при г = 1 представим для кратко-
сти в форме 

P(I) 
0(2) 

P(I) 
г(2) 

а 
г=1 

Г = 1 

^ ' + (Д' + Д'^СОЗ 20, 

= -TTi2Ai + {В' + Б^) COS 20. 

Радиус упругопластической границы, согласно (2.3.45), 
(2.3.77) и (2.3.79), определится так 

[Pf + m 2 ai + (Rf - Bf + E7
1 - Б^) COS 20] , 

(2.3.80) 

,(1) _ 
= — " 

где 

2/JL + с 
8//(1 - е-"*) 

P7 = m2 [(2a0 + l ) ( - 1 - + 2 - 2 Ina 

Rl=cq Ina + 1 - -^= sin2х'о 

B1 = K1
1- 2D[ + Aq, B1

1=K1
2- 2D1

2, 

\ = j - Ц 4 cos Xo - 2л/э si sm X0 + sin X0 
2c_ 4/ne~at 

+ 4(2/xe" + c 
Vs 

- /u(l - e~at) (4= + у/з)] - 2/j,(l - e~at) cos Х'о} x 

D Z 
2 2 + y | 9 s i n x o - 6-\/3cosxo| - 3ci + л/3c2. 

Задача определения перемещения в пластической области 
во второй итерации связана с разрешимостью уравнения для 
функции тока Ф, т. е. интегро-дифференциального уравнения 
(2.3.35) 

д2ф{п) 1 дф{п) 1 д2ф{п) 
Л ( о ) 

дг2 дг дв2 = 2 [ + (2.3.81) 
J Uj 

Однако в силу громоздкости подынтегрального выражения 
(учитывая (2.3.77)), решить аналитически это интегро-диффе-
ренциальное уравнение в этом случая не удается. Поэтому здесь 
в качестве перемещений в пластической зоне ограничимся пер-
вым приближением, которое имеет вид (2.3.75). 

Вторая итерация может быть получена только численно. 
Очевидно полагая в приведенных выше соотношениях с = 0 и 
г] = 0, приходим к результатам работы Ивлева-Ершова [142], 
а при г] = 0 к результатам [36]; при с <С 1 и г/ = 0 к результа-
там [33]. 
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Результаты численного эксперимента представлены на 
рис. 2.3.5. Здесь показана зависимость радиуса упругопласти-
ческой границы гs от угла в. При этом значения безразмерных 
характеристик принимались следующими: внутреннее давление 
на контуре qo = 1,7; малый параметр 5 = 0,06; коэффициент 
упрочнения с = 0,2 и г/ = 0,001; модуль сдвига /i = 1; радиус 
отверстия а = 0,7. 

У J 
1,00 

/ S 
0,50 

/ S 

/ ^ n u 2 

- 1 , 5 0 11 - ] Lftfl -0 ,50 0 0,50 к 00 j III 1,50 ж 

-0 ,50 

-1 ,00 
Рис. 2.3.5 

Замкнутая кривая 1 — контур отверстия. Замкнутые кривые 
2—4 характеризуют положение упругопластической границы rs  
соответственно в моменты времени t = 4 • 10~4 (кривая 2), t = 
= 5 • 10~4 (кривая 5), t = 6 • 10~4 (кривая 4). 

Дальнейший рост времени приводит, как показал анализ чис-
ленного эксперимента к тому, что кривые все меньше отличают-
ся от кривой 5, которая соответствует радиусу упругопластиче-
ской границы для упрочняющейся упругопластической задаче. 

Следовательно, имеет место ограниченная ползучесть. При-
веденные кривые 2-5 соответствуют первой итерации. Учет вто-
рой итерации, как показал численный анализ, приводит к незна-
чительному изменению результатов. 

Процедура получения характеристического уравнения для 
краевой линеаризированной задачи устойчивости горизонталь-
ной горной выработки с эллиптическим поперечным сечением 
может быть выполнена по ранее примененной в пунктах 7 и 8 
схеме. Это уравнение вида А /с, с, qo, i?, r s , /i, п) = 0 необхо-
димо решать совместно с уравнением для определения радиуса 
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упругопластической границы (2.3.72) при учете первой итерации 
или (2.3.80), если учитывать вторую итерацию первого прибли-
жения. 

2.3.9. Устойчивость горизонтальной цилиндрической 
горной выработки с поперечным сечением близким 
к правильному многоугольнику. Для определения напря-
женно-деформированного докритического состояния горного 
массива в этом случае рассмотрим задачу о растяжении толстой 
пластины с отверстием близким к правильному многоугольнику. 
Пусть, как и в предыдущих зада-
чах с круговым и эллиптическим 
отверстиями, на бесконечности 
действуют взаимно ортогональ-
ные растягивающие напряже-
ния с интенсивностями Р\ = gh 
и ?2 = kР\ (g— средний объем-
ный вес вышележащих пород, 
h — глубина заложения полости, 
к — коэффициент бокового от-
пора) . На контуре отверстия 
действует нормальное давление 
P0 (рис. 2.3.6). 

Контур многоугольника опишем уравнением гипоциклоиды, 
параметрическое уравнение которой имеет вид 

Рис. 2.3.6 

X = (b' — a) cos (р + Xa cos -—— (р, а' 
Y = (У — a') sin if — Xa' sin -—— ср, 

а' 

(2.3.82) 

где Ъ' > а! > 0 и —оо < (р < оо. 
Введем обозначения г о = b' — а7, п = (bf — а')/а' и 5 = Х/п и 

перепишем уравнения (2.3.82) гипоциклоиды следующим обра-
зом: 

X = го (cos (р + S cos rap), 
Y = Tq(sin — 5 s in nip). 

(2.3.83) 

Приведенные уравнения при (5 = 0 описывают окружность 
радиуса го, а при п > 1 контур L имеет п + 1 точку возврата и 
приближается по форме к правильному п + 1-угольнику. 

Разложим функцию ср в ряд по S: 

(р = в + 5в1 + 52в2 + 53вг + в(5*), 

где в — полярная координата контура L . 

(2.3.84) 
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Очевидно, что в этом случае для cos пер и sin пер имеет место 
аналогичное разложение по S 

~ с- • (-п2 в\ cos пв - cInQ2 sin пв) cos пер = cos пс/ — Tidid sm пс/ + — + . . . , 
(2.3.85) 

. ~ . с ^2 (—п2 в{ sin пв + 2п6<2 cos пв) 
s m пер = S i n Tlu + TlUiO COS Tlu + — + . . . , 

где п G N. Подставляя (2.3.85) в (2.3.83) и учитывая, что у = 
= х tg в находим 

= sinm0, 62 = (тп — 1)0 \ cos rFriO1 fh = n + 1. (2.3.86) 
Уравнение контура в полярных координатах, согласно 

(2.3.83) и (2.3.86), запишем так: 

rk = a j l + ScosmO - ^ ^ 5 2 [1 - cos(2m<9)]} + 6(53), 
(2.3.87) 

где m, как отмечено выше, количество углов контура L. 
Для упрощения, как и в предыдущих задачах (см. § 2 и § 3 на-

стоящей главы), решение находим в безразмерных переменных. 
Характерные размеры вводим такие же, как и в предыдущих 
задачах. 

Граничные условия для рассматриваемой задачи определим 
так: 

при г = а 
от = — 2A cos fhO, TrQ = —2mA sin fhO. (2.3.88) 

Правая часть уравнения (2.3.88) имеет вид ф | | | = 
= Ull [(Ifr2)-I]. 

В первом приближении (первая итерация) напряжения 
в пластической зоне с учетом (2.3.28) определяются по 
формулам 

P(I) _ 1 _ 2 1 п г Ч 
г(1) 2 Va2 г2 а) 

2 Aad' 

aO(I) 

+ 2 a d (л/ш2 — lsinXi — cosxi) cosга0, г 
Ш = W i + i _ 2 _ 2 ] n : ) + (2.3.89) 

2 Va2 г2 a J 
+ (д/тп2 — ls inXi — cosxi) cosга0, г 

P(I) 2m Aad' . ~л  ТУ(1) = c 0 s ^ l Sm Ш0, 
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Здесь и далее х = л/m2 — 1 lnr , xo = л/ш2 — 1 lna, Xi = 

= л/m2 — 1 ln(r/a) . 
Запишем граничные условия для упругой зоны 

при г = 1 

SU -г(1) -G rriiaQ — 2Аа(л/т2 — ls inxo + cosxo) cos т 0 , 
e(i) ^ . ^ 

гв(i) = —2mAcosxo sinm0; 
при Г = OO 

(2.3.90а) 

(2.3.906) 

В первом приближении (первая итерация) с учетом гранич-
ных условий (2.3.90) решение в упругой зоне выводим в форме 

о (1) = -q cos 20, Ty
rQ = q sin 20. 

e (I) _ miao _ ~ 
„9 " r(l) 1 - 1 + A 

M 'm + 2 
0 ^ ( 

cos 20 -

fh + 2 fh + 2' 

'0(1) 
M 

>̂m + 2 у у >̂m + 2 

cos 20 -

fh — 2 fh + 2N 

^ COS Ш0, 

r4 
fh- 2 

y.m+2 ) cos тв, 

> f l ( i ) = 9 sin 20 — 

M / m m \ _ | _ j y / m + 2 ro\ 
у у. m у.ш+2 у у у.ш+2 j. in J 

M Ur{ 1) - " 
miao _ Я_ \ . 2 1 I cos 20 - — 
2 r/i 2 fi 4/. 

(2.3.91) 
sinm0, 

fh 1 

1 
, - 1 Vih-1 

1 ^ + 2 1 ) 
J V m - I Vr7'-1 m + lr™+1/ 

e(l) 
14 = sin 20 —— 

2// A1I 
( fh 1  
Vm + 1 r™+: 

+TV 1 _ ^ + 2 1 У 
V m - I Tfh'1 fh + 1 r™+1 / . 

fh + 1 r™+1 

COS Ш0, 

fh - 2 1 
fh — 1 r m _ 1 

sinm0, 

+ 

где 

M = 2Aadf ^л/m2 — 1 sinxo + cosxo) 5 = 2 fhAad' cos xo-

Из (2.3.45) с учетом (2.3.89) и (2.3.91) для радиуса упругопла-
стической границы в первой итерации находим 

= -—2^ + с ^ Tn\QjQ ^ c o g 2Q Jr mAad' cos xo cos rhO^J. 

(2.3.92) 
sW 2//(1 — e~at) 
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Найдем перемещения в пластической зоне. При г = 1 перемеще-
ния, согласно (2.3.91), имеют вид 

P(I) rriiao 
иг(1) ~ ' - A. cos 2в -

2ц 2 // 

£ < } > = £ sin 2 в + a ^ eW fi fi 

mAad' 
\±\/т2 — 1 

1 

sin хо cos га#, 

Aad' ( 1 \ . ~ Л cos Yo — , sm Vo sm mv. LL V Au Vrn 2 - I a V 

(2.3.93) 

л/ш2 — 1 
При a ^ r ^ 1 перемещения в пластической зоне, согласно 
(2.3.35), следующие: 
P(I) _ ттцар _ q 
UrW ~ 2гц ц cos х' + -J= Sinx' cos 2в -

j m (ci cos х + с2 sin х) Aad' 
(2ц + с)ц 

(1 

X (спя Xi — \ / т . 2 — 1 sin Yi) + ^2e ^ + 1л г я т Xi 1 COS Ш0, 
Vm2 — 1 JJ 

(2.3.94) 
sin 20 + | (ci + \ / т 2 — Ic2) cos х + 

ГД1) - £ cosx T I s i n x ' 

+ (—л/т2 — Ici + С2) sinх + mAad' 
(2 // + с)// 

cos Xi -

— 1 =(2e a V + с) InrsinXi + (2е агii + c)\/m2 — I l n r c o s x i + 
у т 2

 — 1 

+ (2e~atfji + с) sin Xi j s inra# , 

^ — | / i ( l - e~at)(fh2 - 1) cosxo+ (2// + с)(ш2 — l)m// L 

+ Vra2 1 [(га2 - 1)(1 - e~at)fi - га(2/i + с)] sinxo} , 

где 
ci = 

С2 = Aad7 
-(л/га2 - l [ / i ( l - e~at)(fh2 + 1) - га х & L (2// + с)(т2 — 1 )m/i 

x(2/i+c) ]cosxo+[m2(2/ie~^ + с) + (1 - e~at)(m2 - l)/i] sinxo}-
Используя (1.1.4), (1.1.9), (2.3.30), получим выражения для пла-
стических деформаций 

= * ( 1 - - ^ ) + £ ( - X ' - VSdnx- ) c o s M -

— - {гад/га2 — l(ci sin х — с2 cos х) — ———— г L (2/1 + с)// ^(1 + га2) c o s x r 

у Tfiz — I sm Xi j ^ + л/ш2 — 1 
х ^sinxi + л/га2 — I l n r cos Xi^ jcosra#. (2.3.95) 
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Для определения напряжения в пластической зоне во второй 
итерации определим правую часть уравнения (2.3.28). Она имеет 
вид 

Ф 1 - 2а0 + 1 \ 2 cq + — (cos х'—л/з sin х') cos 20+ Ig = ( ! = L + 2 , - ) ( 

+ - cos тв < —- tJ L sm Xi — (/i (m — 1) х 
г VL у тп2 — 1 L 2 V v 

х (l — e~at) + ш ^2e ^ — s i n ( x + Xo) — Vfn2 — 1 cos Xi х 

х (/i (га2 (1 - е_а*) - 2га) - тс) - ^ m 2 - 1 (l - e~at) х 

xcos(x + Xo) — — (1 + га2) cosXi — \ s inxi 

rh2(2e~at ц + c) 
л/̂  

^sin xi + л/га2 — 1 In r cos x i ) j (-D + Z) + 

+ if | r a 2 sin xi — sin(x + Xo) + m2\/m2 — 1 cos xi + 

+ л/га2 — 1 cos(x + Xo)}), (2.3.96) 
где 

D = 2caAd' Z = Aad'e K = - 2aAd'e~ 
(2// + c)/i7 2 / / + с V a 2 / ' V ^ 2 — 1 

Решая уравнение (2.3.28), с учетом (2.3.88) и (2.3.96), получим 
во второй итерации выражения для напряжений в пластической 
зоне в виде 
P(I) 
< ( 2) = 1712 + 2 In -

— In - sin 
а 

+ 
i n ( ^ + ^ ) c o s 2 0 + ±{ [ c i ( l - r a 2 ) +C 2 л / 

4cg 
г// 

- ^ c o s Xo Sin Xi 

2 - I cos x + 

-С1л/га2 — 1 + c2(l — га2) sin x + X 

X | | l n r fh
2 (2e~at /I + c) 

" c o s ( x + X o ) л/ш2 — 1 sin(x + Xo) + 

+ / i ( l -e~at)(mz - 1) + rh2 (2e~at ц + c) 
- Ц - c o s ( x + X o ) 

. / , xl , // / ш 2 + 3 m2 + 3 . \ , 
s m ( x + X o ) | + ^ { — - — c o s x i - —-—sin xi J + л/т2 — 1 

+ - J l = [/z(m( 1 - в""4) - 2) - c] s inX i Vm^ — 1 

+ Inr j sin Xi (/i(ra2( 1 — — 2m) — fhc) \J fh2 — 1 — 

, m (2e~ // + c) + — ^ ^ » , COS Xl + 
2(m2 - 1) 
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rh2 (2e~at /i + с) 
2л/ш2 - 1 

т 2 ( 2 е ~ " У + с) + j ! + £ Г 
2л/ш2 - 1 V \ J J 2 I 

+ cos Xi (/х(т2( 1 - e~ a t) - 2 т ) - т с ) + 

л/т2 +1 
cos Xi + 

+ 

- I n r 

л/ш2 + 1 cos(x + Xo) + т 2 sin(x + Xo) + sinxi -

л / т 2 + 1 cos(x + Xo) + ( т 2 - 1) V m 2 T l cosXi + 

+ (m2 - l )(m2 - 1) sin Xi + (m2(m2 - 1 ) + 1) sin(x + Xo) } 

+ l n r | m2(2e~atfi + c) lnr  
2 (m2 - 1) 

(m2 — 1) sin Xi — л/m2 + 1 cos Xi 

x ( f + ! ) } } c o s ^ ' 
pa) 
ae(2) = m2 

I 4cg 

+ 

T\1 

"(2a0 + l) ( - 4 - 4 ) + 2 + 2 1 n -\ rz az / a J 
i r . / / , 7rA , 1 - / / • f I - I n - s m (̂ x + - J + ^ = SinXi COSXo-sin (x --J 

c\(\ — ш2)+С2Л/Ш2 — 1 
r L L + cosx Cl V^ 

cos 20 + 

1 -

—C2(l — m2) s inx + ( y + ^J I ln r (/i(m2 — 2m) — mc-

+ c)J s inxi + ( M m 2 ( l - e~ ) - 2m) - тс) x 

x ^ + ¾ ^ ) cosxi - ( M l - в"**) + 

+ ^ ( 2 e - V + c))s in(x + Xo) + ( 
m2 (2e~at /i + c) 

2\Jm? - 1 
- / i ( l - e — 

x \ / m 2 - l cos rri 2 cos Xi + V m 2 — 1 ( ^ 2 — 2) sin xi + 

+ sin xi л/т2 — 1 
(m (1 — e~ ) — 2m) -л/ш2 — 1 + 

, m2 (2e~at /i + c) . / , ч m2(e~aV + c + M) 
+ — C O S X l ~ s m ( x +Xo)-

- c o s ( x + 

2 (m2 - 1) 
m2(2e~at /i + c) 

2(m2 - 1) 
— 2/i(l — e~ )) — lnr 

л/ш2 — 1 
m 2 ( 2 e ' a V + c) 

ln r 

2(m2 - 1) 
+ 

+ f{ ln r 

( л / m 2 — 1 cos xi — ( ^ 2 — 1) sin x i ) j 

- (2m2 — 1) sin xi — л / т 2 — l(m 2 — 1) cos Xi 
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— (га2(га2 — 1) + 1) sin(x + Xo) л/га2 — 1(га2 — 1) cos(x + Xo) + 

+ -2 -,ч • . Зш2 - 2 , ~ 2 — (2га — 1) sin Xi + 
л/ш2 — 1 

+ 

cos Xi + (m - 2) sin(x + Xo) + 

= cos(x + Xo) I l cosra#, 

P(I) _ 4eg 
' гв(2) Г [I 

cos 20 + 1 Г . f f 7г\ 1 . ! - f t 7rV 
- l n a s m I x " б ) " 7 ! s m ^ s m I x " U 

+ ( E + I in г (м(т 2 ( 1 - е - " 4 ) - 2m) - mc) cosxi -

fh2(2e~atu + c) . /-. -at\ / , \ {m2(2e~atц + c) , v p ° inxi —//(1 — e ) cos(x+Xo) ~ ( I r ^ - T + V 2Vm2 — 1 2Vm2 - 1 

+ At(l —e a t ) y / m 2 - 1 sin(x + Xo + Л -^-(ra2 + 1) cos xi — 

— л/га2 — 1 (га2 + 1) si 

л/ш2 — 1. 

sm xi sm xi 
-л/ш2 — 1 

(га (1 — е - ) — 2га) — 

— COS Yi — sm Y + Yn . Tl + 
2(ш2 — 1) A i VA-г ли; ^ 

+ sm Xi I л/ш2 — 1 
(га (1 — е - ) — 2га) - + 

, т2 (2e~at [i + с) . , . ч 
+ — cos xi - sm(x + Xo) 

л/ш2 — 1 
rh2(e~at /i + с + //) 

2(ш2 - 1) 

Inr 

+ — { In г 
2 I 

л/ш2 — 1 

Inr V r a ^ T c o s X i - (m2 - 1) sinXi) } + 

— (2га2 — 1) sin Xi — л/га2 — 1(га2 — 1) cos Xi — 

2(/п -1) 

— cos(x + Xo) у 

ш2(2е~аУ + с) 

(га2(га2 — 1) + 1) sin(x + Xo) — л/га2 — 1(га2 — 1) cos(x + Xo) + 

+ 

где 

— (2га2 — 1) sin xi + 
л/ш2 — 1 

cos Xi + (га2 - 2) sin(x + Xo) + 

+ л/ш2 = cos(x + Xo) I l cos га#, 

_ Tl cos Xo Tl sin Xo 2а A sin хо _ T2 cos Xo 
ш(1 — т2) шл/ш2 — 1 Vm2 — 1 1 — ш2 ' 
Ti sin хо Ti cos хо 2а A cos Xo T2 sin хо С2 = ш(1 — т2) шл/ш2 — 1 лЛ^2 — 1 1 — т 2 ' 
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V 2 2 г2-1 /i(l — е~ )(fh — 1) + 

+ fh2 (2e~at ц + с) 

In си 

0 //(l-e~at) . 0 . fh2 (2e~at /л + с) cos2хо - p V 0 / sm2хо + V - L 
л/т2

 — 1 2(ш2 - 1)л/ш2 - 1 

л/т2 
fh2 (2e~at ц + с) + /i(l -e~at)(m2 - 1) sin 2хо + 

+ [/i(l - e~at)(m2 - 2m) - cm] + /i(l - e_a*) cos 2Xo + 
m 2 ( 2 e ~ a V + с) \ _ //(1 - m 4 + m 2 + 2 

2л[т?~— 2 m2 

T i = ( M ) M -
fh2 (2e~at ц + c) 

fh2 (2e~at ц + c) 
2л/т2 - 1 

COS 2xo + 

^((1 _ e~at)(m2 - 1) + + 

Vm 2 — 1 V 

- ( / t (m (1 -е ) - 2 m ) - m c ) -

/ i ( l - e " a t ) V m 2 - I -

sin 2xo -

+ 

_^(2e-V + C ) l n a ^ T T | rh2{2e~at fi + c) 
2(fh2 - 1) J 2(m2 - 1)л/ш2 - 1 

2 

2 
2 / o , 

2(m2 - 1)л/ш2 - : 

/i(l — e~ )(rh — 1) + fh
2 (2e~at ц + c) 

г2 — 1 
cos 2xo -

// m2 + 3 , sin2vo 
л/т2- 1 A a 2 2 

Условия иа упругопластической границе и на бесконечности 
для упругой зоны, используя полученные выше соотношения 
для напряжений в пластической зоне, запишем таким образом: 
при г = оо 

при г = 1 
aW = - g cos 20, = g sin 20, 

е Ci) ~ 
г(2) = m I aO + Ml COS 20 + M2 COS Ш0, 

Т^ ( 2 ) = TVi Sin 20 + N2 sin тв. 
Решение в упругой зоне с учетом этих условий во второй итера-
ции определяем в виде 
е(1) _ m2ai , 
ar(2) - — + 

+ 

4q + 2(K1-D1) 2Рг -K1-Sq 

К 2 ( — т т — 2 
2 \r™+1 

cos 20 + 

т + 2 ш + 2N 

e(l) _ m2ai , 
0(2) ~ j,2 

ip III J у ^>771 + 2 

- 2Di + Ki + 3g 

+ K2 f m fh- 2 
2 \y*rh + 2 

cos 20 + 

m + 2 m — 2N 

m̂ + 2 

) COS Ш0, 

) cos m0, 

(2.3.97a) 
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Тг<9(2) 
~ 2д + Кг -D1 2Рг -K1-Sq 
Ч 9 А 

ч 
е(1) _ Tn2Cii I 1 
К2) ~ 2гц 2ц 

sin 20 + 

ш + 2 ш 

+ i 

у >̂m+2 у у 

_gr + D l ~ ~ + 1 A ( ^ l - 2 g I ) + ? 

— L 
Vrnilr r"+ 

sinm# 

cos 20 + 

1 
m + l r m + l ш - l r ™ " 1  

ш + 2 1 

+ 

+ D2( ™ } -\m - 1 Tm-1 

(2.3.976) 

e(l) _ 1 3 qr + 

+ 

rp'rn — 1 277, 1 + 1 

3 5 - + ^ 1 - Z D 1 I s i n 2 6 + 

m - 2 1 

cos mO, 

4M 
1 

Vm+ Irm" 

V m + 1 

1 грГП— 1 

2 1 га-
rm + l ^fl - - M l "I j>m — 1 у sinm#, 

где 

K 1 = M ^ l n a - T f ^ x ' o c o s x ' o 

D1 = ^ 
i l n a + 7 ! s i n (x '° ~ S s i n x ° 

-K2 = ^2(1 - TO2) + C2л/то2 - 1 + 

+ 

+ 
m ( f + f ) { 

^ + 3 ш + 3 7 . 
-—COS Xo — - — y m z I sm Xo 

л/ш2 — 1 
+ 

/ /—/-, -atx 0\ \ • , m2(2e ata + c) (/i(m(l — e ) — 2) — c) sinxo + 
2(m2 - 1) 

+ 

cos Xo } + 

k I 

D2 = 

2 l л/ш2 + 1 
fhD fD_. Z_\(ji_ 

2 V 2 2 / I w 

COS Xo + 
л/ш2 + 1 

((m2 + 1) cos Xo -

cos xo — ^ sin Xo — sin xo 

— д/m2 — l(m2 +1) sin xo) + sin xi л/ш2 — 1 

+ M l - e - ^ ) 
л/ш2 — 1 л/^2 — 1 

Для удобства введем обозначения 

(m (1 — е - ) — 2 т ) — 

+ / i ( l - e ~ ^ ) c o s xo}-

P(I) 
0(2) а 

Г = 1 
= P + Rcos 26+ Ri COS тв, 

а ( 1 ) 
0(2) г=1 

= —miao + В cos 20 + S i cos т в . 
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Радиус упругопластической границы во второй итерации, 
гласно равенству (2.3.45), определяется по формуле 

со-

*(2) 

где 

2/1 + с 
M i 

[Р + Tn2CLi + ( R - B ) c o s 2 0 + 

+ (R1 — Bi) cos fhO], (2.3.98) 

P = ТП2 (2a0 + 1) ( - 1 - 1 ) + 2 - 2Ina 

R=c^ 
B = Kx-ID1+ 4 g, 

Ina + 1 - -^=sin2xo 

B1 = K2- 2 D2 , 

Vfl cos Xo + V m 2 - I (m2 — 2) sin xo + 

+sin xo 
UlC -.(mz(l-e-at)-2m)^ m2(e~at /I + с + /i) 

л/ш2 — 1 л/ш2 — 1 л/ш2 — 1 

- cos x o 2 ^ ( 1 - e - ^ ) ] } ) + f {3(m2 - 1) sinxo -

—2у/m1 — 1 (m2 — 1) cos x o | + ci( l — m2) + C2л/га2 — 1. 

Таким образом, в первом приближении (две итерации) опре-
делены поля напряжения в упругой и пластической зоне, а так-
же уравнение для границы раздела зон упругого и пластическо-
го состояний в пластине с многоугольным отверстием. При этом 
свойства материала в зоне пластичности описываются моделью 
упруговязкопластического тела. Определение поля перемеще-
ний во второй итерации в зоне пластичности связано, как и 
в предыдущем случае, с разрешимостью уравнения типа (2.3.35). 

Однако в силу громоздкости подынтегрального выражения 
аналитически решить интегро-дифференциальное уравнение ви-
да (2.3.35) при упруговязкопластическом поведении в зоне пла-
стичности не удается, поэтому в качестве перемещений в пласти-
ческой зоне в первом приближении, ограничимся результатом 
первой итерации, которая определена в виде (2.3.94). 

Как видно из (2.3.92) и (2.3.98) в данной задаче форма упру-
гопластической границы зависит от формы контура внутреннего 
отверстия. При этом, если в (2.3.87)-(2.3.98) положить fh = 
= 2, то мы придем к задаче Ивлева о растяжении пластины 
с эллиптическим отверстием, рассмотренной в п. 8. 

Если в соотношениях (2.3.87)-(2.3.98) положить 6 = 0, то 
они будут описывать напряженно-деформированное состояние 
пластины с круговым отверстием и соответствовать результатам 
решения задачи Галина для модели упруговязкопластического 
тела, рассмотренной в п. 7. 
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Результаты численного эксперимента представлены на ри-
сунках 2.3.7-2.3.9. Здесь показана зависимость радиуса упруго-
пластической границы гs от угла в (первая итерация). 

У J 
1,00 

0,50 \ 

/ / ± \ Ш \ 4 
-1,5( 

'X 
L .ОТО -0 ,50 0 0,50 J 1, 00J JJJ 1,50 ж 

-0 ,50 У 

-1 ,00 
Рис. 2.3.7 

У I 
1,00 

Г Л 
0,50 

\ 

/ А 
-1 ,5( ) -0 ,50 0 0,50 Ju )ош 1,50 ж 

\ V 
-0 ,50 

У / \ 
-1 ,00 

Рис. 2.3.8 

Значения безразмерных характеристик принимались сле-
дующими: внутреннее давление на контуре qo = 1,7; малый 
параметр 5 = 0,035; 0,005; коэффициент упрочнения с = 0,2 и 
г/ = 0,001; модуль сдвига /i = 1; радиус отверстия а = 0,8. 
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На рис. 2.3.7 показана зависимость радиуса упругопластиче-
ской границы гs от угла в в случае, когда контур отверстия по 
форме близок к правильному четырехугольнику; на рис. 2.3.8 — 
зависимость гs от в в случае, когда контур отверстия по форме 
близок к правильному шестиугольнику; на рис. 2.3.9 контур от-
верстия по форме близок к правильному двенадцатиугольнику. 
Кривая 1 на рис. 2.3.7 соответствует контуру отверстия в виде 
правильного четырехугольника; кривая 1 на рис. 2.3.8 соответ-
ствует контуру отверстия в виде правильного шестиугольника; 
кривая 1 на рис. 2.3.9 соответствует контуру отверстия в виде 

правильного двенадцатиугольника. Кривым 2-Ji. на рис. 2.3.7 
и 2.3.9 соответствуют моменты времени t = 4 • IO - 4 (кривая jg), 
t = 5 • IO - 4 (кривая 5), t = 6 • IO - 4 (кривая 4)- Дальнейший рост 
времени приводит, как показал анализ численного эксперимента 
к тому, что кривые приближаются к кривой 5, которая соот-
ветствует радиусу упругопластической границы для упрочняю-
щейся упругопластической задаче. Учет второй итерации, как 
следует из численного анализа, вносит несущественные поправ-
ки, так как соответствующие кривые практически совпадают. 

Очевидно, что, применяя обычную методику, получим харак-
теристическое уравнение вида 

А (д, к, с, q0, Vi rs) = 0 
для линеаризированной краевой задачи устойчивости горизон-
тальной горной выработки с многоугольным поперечным се-
чением, при этом это уравнение необходимо решать совмест-
но с уравнением для определения радиуса упругопластической 
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границы (2.3.92) или (2.3.98), в зависимости от числа итераций 
первого приближения. 

Таким образом, полученные в данном параграфе приближен-
ные аналитические решения классических задач, определяющие 
докритическое состояние класса задач устойчивости горной ме-
ханики, а также численный анализ построенных решений позво-
ляет сделать следующие выводы. 

Численный анализ решения задачи Галина показал, что если 
упрочнение мало, то его влияние на величину радиуса упруго-
пластической границы несущественно. С ростом времени упру-
гопластическая зона из круга постепенно переходит в эллипс. 

Из построенных решений (первого приближения первой ите-
рации) задач о двухосном растяжении пластины с эллиптиче-
ским отверстием или близким к правильному многоугольнику 
отверстием установлено, что 7^0(1) ^ ^ (следствие вхождения 
малого параметра S в уравнение контура отверстия) и не зависит 
от параметра нагружения Решения для этих задач будут 
совпадать с решениями деформационной теории, как и в задаче 
Галина. 

Из полученных выражений для полей напряжений и контура 
упругопластической границы для всех задач следует, что они 
содержат слагаемые, обусловливающие влияние на них модуля 
сдвига, коэффициента упрочнения, вязкости и внешних нагрузок. 

Полученные аналитические решения рассмотренных в § 3 
задач при с = 0 и t —ь оо переходят в известные решения [142]; 
при с 1, ?7 = 0 (t —̂  оо) в решения [30, 33], а при с < 1 и г / = 0 
(t оо) в решение [36]. 

Установлено, как особенность данного алгоритма решения 
задач, что упругопластическая граница для случая с = 0 и 
t оо частично оказывается поглощенной границей при с ^ 
^ О и г / ^ О . 

Результаты численного счета задач показали, что на кон-
фигурацию упругопластической границы существенное влияние 
оказывает возмущение границы внутреннего контура. 

Из сравнения значений критических нагрузок для сфериче-
ской выработки, полученных по линеаризированной и прибли-
женной теории устойчивости, а также по теории образования 
свода обрушения, следует, что для решения подобных задач 
целесообразнее прибегать к трехмерной линеаризированной тео-
рии устойчивости. 

Определено, что учет сжимаемости горного массива в боль-
шой мере сказывается на критических нагрузках — увеличивает 
их. Следует также отметить, что исследование устойчивости 
различных цилиндрических задач горной механики может быть 
проведено в рамках разработанного единого подхода. 
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2.4. Неустойчивость цилиндрической оболочки 
с упруговязкопластическим заполнителем 

при осевом сжатии 
Моделированию отказов цилиндрической оболочки с упру-

гопластическим заполнителем при осевом сжатии посвящена 
работа [92]. При этом заполнитель описывался соотношениями 
теории малых упругопластических деформаций [147] в предпо-
ложении степенной зависимости между интенсивностями напря-
жений и деформаций. 

Необходимость предсказаний отказов различных конструк-
ций из металла, бетона и т. д. требует разработки и применения 
более сложных математических моделей сред, описывающих 
с большей степенью точности процессы деформирования. С этой 
точки зрения использование моделей сложных сред, в которых 
учитываются такие свойства, обнаруживаемые у реальных фи-
зических тел, как пластичность, вязкость, упрочнение, не может 
не представлять интереса. 

В данном параграфе в точной трехмерной постановке задача 
устойчивости цилиндрической оболочки рассматривается, когда 
заполнитель обладает упрочняющимися упруговязкопластиче-
скими свойствами [223]. В этом случае функция нагружения 
имеет вид (1.1.8), т.е. 

F = (sij - CSij - v^ij) (¾ - c^ij - rFeIj) - (2-4-1) 

а соотношения ассоциированного закона течения представляют-
ся в форме 

Sij = ф (Sij - CSij - VCij) • (2.4.2) 

Полная деформация в заполнителе слагается из упругой I^-
„ P и пластической Eij составляющей: 

е р 
^ij — ^ij îj") (2.4.3) 

причем упругие деформации связаны с напряжениями законом 
Гука (1.1.7). Полные деформации связаны с перемещениями 
формулами Коши (1.1.4). Уравнения равновесия и граничные 
условия примем в форме (1.1.1) и (1.1.2) соответственно. Ис-
следуем неустойчивость шарнирноопёртой упругой цилиндри-
ческой оболочки толщины h и длины /, скрепленной с упруго-
вязкопластическим заполнением при сжатии усилиями P вдоль 
образующей, причем усилия действуют как на оболочку, так и на 
заполнитель, которые одинаково деформируются на величину 

4 з ° = 4 = е. (2.4.4) 
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Здесь и далее верхний индекс (1) приписан величинам, относя-
щимся к оболочке. 

Исходя из уравнений равновесия и граничных условий на 
боковой поверхности и торцах оболочки с заполнителем, при-
влекая при этом соотношения (2.4.1)-(2.4.4), учитывая усло-
вия несжимаемости (1.1.10), а также условия на линии спая 
оболочка-заполнитель, находим докритическое напряженно-де-
формированное состояние, которое в цилиндрических координа-
тах имеет следующий вид: 

в оболочке 

0 ( 1 ) = _CI_ £ 
Г .2 9' 

= £ 

0(1) _ Ci_ _ £ 
Z в ~ г2 2 ' 

ffo(i) = _ 2 ^ + C2> 

0(1) = 2 ^ + ff0(l)=3/ie + C2> 

(2.4.5) 

в заполнителе 

р0 _ _0 _ S S r - S e - — - S^ = S 

S0
r = S0O = A SZ — 2БГ

Р, 

о о CTr =Cre = 

2' 
e x p ( - ^ t ) - l 

—2?r(l + I У P - 3 / i s - 6 i iA e x p - 1 

2 

a°z = -2тг 1 + A 
* V R 

P = -p' 

P, A = - (k/y/E) — /JL£ 
2 /1 (2.4.6) 

3 [i£ 
~25Г 

3 fiP£°rR2 

Cl = 

C2 

7Г (h + я ) 

2тг ( я + й)4 P + + Я2 (д + ^) ' 

2// [ ( # + fc) 2 - Я2] 

2тг (R + h) 2 P + (з//е + 6//?°) Я 

( я + /*у - я 2 

где У— давление на наружной поверхности оболочки, R— радиус 
цилиндра заполнителя. 

Исследование устойчивости основного состояния (2.4.5), 
(2.4.6) составной оболочки сводится к решению уравнений 
равновесия в вариациях для областей оболочки и заполнителя 
при соответствующих граничных условиях (1.5.12). 
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Условия непрерывности напряжений и перемещений на гра-
нице г = R контакта оболочки и заполнителя таковы 

( a f + + (а) + ZihVkUj)Nf О, ^ - Ui = О, 

(2.4.7) 
здесь Nj — орты нормали на границе г = R. 

Зависимость между значениями амплитуд напряжений и пе-
ремещений для несжимаемой упруговязкопластической среды 
в заполнителе и упругой оболочке представима в виде (1.5.2). 
При этом коэффициенты а^ и Gij в заполнителе определены 
выражениями (1.5.7), а в оболочке — выражениями (1.5.8). К со-
отношениям (1.5.2), (1.5.7), (1.5.8) для заполнителя и оболочки 
следует присоединить условия несжимаемости 

VNUN = 0, VNU^N = 0. (2.4.8) 
Уравнения (1.5.2), (1.5.7), (1.5.8), (1.5.11), (1.5.12), (2.4.7), 

(2.4.8) представляют собой связанную краевую статическую за-
дачу устойчивости относительно амплитуд компонент векторов 
перемещений и, v, w и w(1) средних нормальных на-
пряжений сг, соответственно, для заполнителя и оболоч-
ки. Нетривиальное решение этой задачи соответствует потере 
устойчивости основного состояния, описываемого соотношени-
ями (2.4.5), (2.4.6). Для нахождения собственных значений за-
дачи перемещения и гидростатическое давление в заполнителе, 
согласно (1.5.21), представим следующим образом: 

и = А (г) cos (тв) cos ( 7 2 ) , v = В (г) sin (тв) sin (7z) , 
^ (2.4.9) 

w = С (г) cos (тв) Sm(rYfZ), а = D (г) cos (тв) sin (7z) , 
г д е 7 = ПТТ/1. 

В оболочке перемещения w(1) и среднее нормальное 
напряжение сг^ имеют вид (2.4.9), где величинам А, В, С и D 
следует приписать верхний индекс (1). Выбор решения задачи 
устойчивости в форме (2.4.9) предполагает, что заполнитель и 
оболочка работают совместно без проскальзывания и отставания 
и соответствует неосесимметричному деформированию. 

Подставляя функции и, г>, w, а, а ^ в линеа-
ризованные уравнения устойчивости (1.5.11) и учитывая при 
этом соотношения (1.5.2) и (2.4.8), после ряда преобразований 
получаем системы обыкновенных дифференциальных уравне-
ний первого порядка: 
для оболочки 

= C1 (г) у W (г) ( R ^ r ^ R + 2h) , (2.4.10) 
dr V / 



2.4] Неустойчивость оболочки с заполнителем 119 

для заполнителя 

Щ- = Dl(T)y(T) (г<Д), dr 
(2.4.11) 

где y(!)(r) = ( ^ 1 ) , BW, CW, А^У, B W , C ^ ' ) , y(r) = 
= (A, B1 C1 Af

1 В', С7) — векторы, Ci и Di — матрицы шесто-
го порядка. Элементы с -̂ и dij матриц С\ и Z?i, отличные от 
нуля, таковы: 

Cl4 = С25 = C36 = 1, 

С42 

C 4 4 

C4I = 

- - Ч Ciff \ 

' ^ 2 + ст0(1)~2 + а0(1) ^ + m 2 ) + ^ ( 2 + т 2 ) 

т (1 + г) + сг^ 1 ^ 2 + /im (3 + г) 

0(1) 

_ т (2аоо - /i)  
' 6 5 1 от . ' 0(1) , (Jr + Ц 

_г 0(1) _ «fa. 
dr + 2/ i f ) , 

С54 
_ Ш//7 

0(1) , ' CTr
 4 у + /X 

Tlllr) 
032 = с64 

С45 

_ _ т 

_ Iim 
rPCLff 

= M 

0(1) 

С52 = 

1 
ОэЗ 

с/сг 
сгг 
0(1) 

0(1) Сбб 

С46 

1 da,  
а.0(1) dr ' 

0 ( 1 ) 

С 5 5 = 

_ ^ ( г + 1 ) _ а 0 ( 1 ) + г 2 ( т 2 _ 2) 

/i (7 + т 2 ) + т2сг^ (1) - а ^ у 2  

/i (г - 2) + 2 ^ 1 ) • 

di4 — ^25 — ^36 — I5 (2.4.12a) 

^42 = —— (2 + г) + 2m/im (4 + г) + 

^41 = — ps2 + сг°72 + (1 + т 2 ) + /i (4 + т 2 ) + 

- _ 7 0?43 = — гсг$ (2 + г) + 2r/ira + аг# 

^45 = - - ^ ( m / j m +aro™\ d46 = (/ira + (Irz)1 ГCLff \ Г / lPCLff 

d>5i = о (-Z i + 2аее), ^54 = о J Gr + fl CTr + fl 

db2 = 
1 

r2(crr + /i) 
[—/i(l + г + т 2 ) а г 

= 
7717 

<гг + // 

- а0 Г (1 + г - га2) + r 2 (m 2 - 2)], 

- а ^ + /i + 2а#г), 
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d>62 = [-azr + r/i( 1 - г) - ra^], d6i = + /л ~ a0z), rsar TGr 

des = i - [ Ы 1 - 7) + ™2 + ^r)] , (2.4.126) 

d55 = о/0
Ш/А

 ч Ы г - 2) - 2^r aw], d64 = ^ 0
 7 . 

r2(ar + /i) crr 

При этом для заполнителя 
a r r = 2/i — 3aK2 , ar0 = CiQr = —3 a i f 2 , olqq = a r r , 

= = a ^ = a ^ = 6a i f 2 , (2.4.13) 
a ^ = 2/i - YlaK1, K = fc/л/б, 

а для оболочки эти элементы имеют вид (2.4.13) при а = 0. 
Запишем граничные условия и условия контакта в терминах 

функций А, В, С, D ж D^. 
Условие контакта (2.4.7) при г = R представимо в виде 

А 

U = U^1 V = V^ W = 

' (arr + a°r)+Bar0 Aar0^-Cjarz+D = Af^ [arr + + 

B ^ a r e % - A ^ O r 9 ^ - C ^ a r z + £>W (2.4.14) H6 H 
Условия на поверхности, согласно (1.5.23) при г = Ri = h + R 
запишутся так: 

А'Ы (arr + a°r) + BWarg ^ + - C^arzJ + D^ = 0, 

B'^ (ji + а°(1))J + B^ [-// [R1 + 1) - ar°«]-J + /ж = 0, 

/ \ 1 (2.4.15) 
+ = 0. 

Поскольку точное аналитическое решение краевой задачи 
(2.4.10)-(2.4.15) найти не удается, то, как и ранее, будем искать 
приближенное решение методом конечных разностей. В резуль-
тате получим однородную систему линейных алгебраических 
уравнений, которую можно представить в матричной форме 
(Xij) (Yi) = 0. Отсюда следует, что определение критических 
параметров £ (деформаций) сводится к разрешимости уравнения 

det (Xij) = 0. (2.4.16) 
При вычислении определителя необходимо учитывать соотно-
шения (2.4.5), (2.4.6), описывающие напряженно-деформируе-
мое докритическое состояние. Минимизация должна проводить-
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ся по шагу разностной сетки т, параметрам волнообразования 
по контуру т и образующей п, параметрам материала оболочки 
и заполнителя Xj и величине s. Таким образом, получаем задачу 
многомерной оптимизации величины е в зависимости от s, m, п 
при условии 

Ф = det [Xij (б, 5, га, n, Ai)] = 0. (2.4.17) 

2.5. Локальная неустойчивость стенок 
бурящихся скважин в сжимаемых упрочняющихся 

упруговязкопластических массивах 
Известно, что решения задач горной механики, относящихся 

к процессу бурения нефтяных и газовых скважин, сводятся 
к постановке и решению задач локальной неустойчивости пород 
приствольной зоны при упругопластических деформациях [15, 
232, 233]. Это обусловлено тем, что вокруг вертикальных вы-
работок и скважин напряжения уже на небольших глубинах до 
1 км превосходят предел прочности горной породы, в результате 
она переходит в состояние неупругого деформирования раньше, 
чем происходит локальная потеря упругой устойчивости. Оче-
видно также, что для изучения проблемы устойчивости горных 
выработок необходимо применять более сложные модели, наибо-
лее полно отражающие поведение горных пород [16]. В отли-
чие от [15] ниже локальная неустойчивость пород приствольной 
зоны моделируется соотношениями сжимаемого упрговязкопла-
стического тела с трансляционным упрочнением [140, 141, 223]. 

В этом случае функция нагружения (1.1.14) и соотношения 
ассоциированного закона течения имеют вид 

F ЕЕ ш + ^ ( ^ . - с Ц - ^ ^ - с Ц - Щ - V2K, (2.5.1) 

Ц = *("£ + , K = * (2.5.2) г \ 3 Ь г л/2К-аа J л/2 V 7 

которые следуют из (1.1.15) при Ф1 = 0. В соотношении (2.5.2) 
учитывается ассоциированная сжимаемость материала, связан-
ная с возникновением в теле сдвиговых пластических деформа-
ций. 

Исследование устойчивости основного состояния тела 
объема V, характеризуемого вектором перемещения £), 
тензором напряжений a j (¾, £), вектором объемных X i и 

о 
поверхностных сил P^, сводятся к решению системы дифферен-
циальных уравнений (1.5.11) в вариациях при соответствующих 
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граничных условиях (1.5.12) соответственно для области пласти-
ческого и упругого деформирования. 

Связь между амплитудными значениями напряжений и пе-
р е 

ремещений в пластической V и упругой V областях представима 
в форме (1.5.1) 

= (Iiag
aaVaUkg^j + (1 - g)) guG) (VlUj + VJUI) ti\ j-

(2.5.3) 

При этом в пластической области коэффициенты G1
j имеют 

вид (1.4.10), т. е. 

E 0 E 
a i a = YT^ 6 i a + = 2(i + i/) = G ^ а ' (2'5'^ 

Здесь Aij и Bij имеют вид (1.4.11), где Ф1 = 0. В упругой обла-
сти коэффициенты G1 j определяются соотношениями (2.5.4) 
при Ац = Вц = 0, т. е. 

CLia = (А + 2р) gia, G)=p. (2.5.5) 

Здесь А, р — параметры Ламе. Заметим, что представление 
(2.5.3) возможно только в случае однородного докритического 
состояния или в случае зависимости его только от одной 
переменной. 

Условия непрерывности на упругопластической границе име-
ют вид (1.5.13). 

Приведенная система уравнений представляет собой замкну-
тую связную систему уравнений для исследования задач устой-
чивости, когда имеется граница раздела областей упругого и 
пластического поведения материала при нагружении. 

Пусть круглая скважина, вертикально проведенная в масси-
ве горных пород, заполнена жидкостью с удельным весом g и 
испытывает давление на стенки q = gh (h — глубина). 

Давление q называется противодавлением бурового раство-
ра, препятствующим изменению формы и размеров поперечного 
сечения ствола скважин. Заменим горный массив со скважиной 
невесомой бесконечной плоскостью с круговым отверстием ра-
диуса а, по контуру которого приложено равномерно распреде-
ленное давление q. На бесконечности напряжения в пластине 
стремятся к ghj (g—удельный вес горной породы). Распределе-
ние напряжений в нетронутом массиве горных пород принима-
ется гидростатическим: р = gh. 

При определении компонент напряженно-деформируемого 
основного состояния в осесимметричном случае все функции 
представляются в виде рядов по степени параметра а (скорости 
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дилатансии) 
OO 

Ц , I i i l Ф, . . . } = E а" И ? ' Pin)> 4 П ) ' • • •}• 
TT=О 

(2.5.6) 
Нулевое приближение соответствует несжимаемому упруго-

р 
вязкопластическому массиву в области V и имеет следующий 
вид 

в пластической области (а* < г < 1) 

а(о) = - а - х (4G In - + — - - ^ l 
Я c + 2G\ а* а*2 г2 / ' 

т - х л = _т (— — i ) = 
с + 2G Vr 2 / 

c + 2G 
UG + + + -¾), 
V а* а*2 г2 / 

= 2GV' Х = S i g n ^ ~ ' 
в упругой области (1 < г < оо) 

а(0) = + X (0) = _ X „(0) = _Х_. 
F г2 ' 0 ^ г2 ' 2Gr 

Здесь все величины, имеющие размерность напряжений, отне-
сены к k = у/2К/2, а имеющие размерность длины — к радиусу 
г ^ упругопластической границы в нулевом приближении. Be-

* / (0) личина а = а/гs определяется из уравнения 

Iq - р\ (с + 2G) - 2G + 4G In а* - — = 0. 
а* 2 

Первое приближение запишем в виде соотношений: 
в пластической области (а* < г < 1) 

aW = C2 + B l n r + + 5 (Inr)2 - E + £ ) , 

= C2 + 5 I n r + В + — + , D l n r f - I n r + l ) -
в 2^2 V 2 ' (2.5.7) 

Г j - - J ^ + J - ) , 
V4г2 2r2 4r2/ 

с + 2G V г 2 / г 

в упругой области (1 < г < оо) 
( 1 ) _ С з „ ( 1 ) _ _ С з „ , (1)- Сз ^9 * ^ 
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где 

В = tZqA + A2 + — - 2A2 Ina*, 
2а*2 

С = CiAc Ac 

= 2G + Ac 1 - а' 
2а*2 

2с + 4G' 
>2\ -1 

D = 2 A2 E = Ac 

Ас(1-а*2)  
Lc + 2G ' 2а*2 (с + 2Сг) + 

2с + AG' 

+ S Ina*-

In а* 
2а*2 

1 , 1\ , D п * + - + — ( т а 4а* 4/ 2 V 

C2 = - — - В lna* + E + — ) - - (lna*)2 , 
2а*2 V 2а*2 4а* J 2 V ) ' 

C3 = 2G 
-cIGCx, A — f i j f i j -

Уравнение для радиуса rsi пластической границы в первом при-
ближении имеет вид 

rsi = 
(da^/dr) - (dZP/dr) 

W~W 
8 G 

(с + 2С) 
Г = 1 Г = 1 

(2.5.9) 
Для определения нулевого и первого приближений исполь-

зованы уравнения равновесия, условие пластичности (2.5.1), 
соотношения ассоциированного закона пластического течения 
(2.5.2), соотношения, связывающие полные, упругие и пластиче-
ские деформации, общие уравнения теории упругости, гранич-
ные условия, а также условия сопряжения решений в упругой и 
пластической областях. 

Таким образом, соотношения (2.5.7)-(2.5.9) определяют до-
критическое напряженно-деформированное состояние задачи. 
Далее величины докритического состояния снабжаем верхним 
индексом «О». 

Граничные условия на поверхности скважины г = а в случае, 
когда q— «следящая» нагрузка, согласно (1.5.18), где а = О, 
таковы: 

( I «12 I «12 I \ ^aiii i j r + — v^e + — и + aisw^ z J = 0, 
(2.5.10) 

( r v r + и,е - v)\r=a = 0, (<ш r + u,z)\r=a = 0. 
Условия затухания возмущений при г оо запишем в виде 

г/ —̂  0, гу-^0 . (2.5.11) 
Условия сопряжения (1.5.13) на упругопластической грани-

це гs для амплитуд возмущений перемещений и напряжений, 
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согласно (2.5.3), принимают вид 
[и] = 0, [v] = О, И = О, 

« 1 2 ( ° 1 \ CL12 
И + ^N + G1J И,Г + — V^E + «13^,Х 

G1
3U9Z+ (G1

3 + g\) w = 0, 

G 2U9Q + (G\ + 2<^L) ^ + (Р\ + ^L) 

= 0, 

= 0. 

(2.5.12) 

Если коэффициенты G ĉn GJ линеаризированных уравнений 
состояния (2.5.3) есть функции одного аргумента г, тогда в ква-
зистатической постановке линеаризированные уравнения рав-
новесия (1.5.11) приводятся к следующей системе дифферен-
циальных уравнений в частных производных с переменными 
коэффициентами: 

и 
Lr Г 

о 
+GR + 

^ 1 2 , 1 - ^ ( ^ 2 2 + ^ ) + ^ , r All5I + ^(«12 + All - «21 + 

TGR9 r ) + U9 r r ( a n + GR) + U9 ев ^ [G\ + ^ 

+ U9ZZ (GF + GZ) +V9Q ^AI2,1 - ^ (<7? + A22 + ^ СГВ) 

+ 
+ 

+v9re - (Gl + ai2)+wee ахзд+ - (a i 3 - a23) + ^ ^ ( G g + a ^ ) = 0, 
T L r J 

G 2 ^ + ^ («22 + G ? + + и 9 г в («21+ G^) + -U9O 

- i ( c ? + ± 
г V rz 

U 

+V9 rr 1 + G\ + GR + TG R,R) +V, RRT (G\ + GZ) + 

+ V 9 ее ^ ( « 2 2 + ^ Vв) + ZZrT ( G 2 + a r ) + w9 0Z ( G 2 + a 2 3 ) = 0 , 

(2.5.13) 

G\9i + -r («32 + G^)] + U9rz (a3 1 + G3) + V ^ i (a32 + G2
3) + 

G 3 , 1 + - ( G 3 + GR + TGR9R) + WI RR ( G 3 + GR) + 

+ + ^ , ^ ( а з з + ^ ) = 0. 

+ W 

+ 
Очевидно, эти линеаризированные уравнения равновесия 

принимают вид уравнений (1.5.16) при а^ и Gij1 не зависящих 
от аргумента г. 

В области пластического деформирования коэффициенты 
aij и Gij определяются выражениями (2.5.4), а в области упру-
гого деформирования выражениями (2.5.5). 
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Решение уравнений (2.5.13) будем искать в виде 
р 

и = А (г) cos (тв) cos (nz), р 
v = В (г) sin (тв) cos (nz) , р 
w = С (г) cos (тв) sin (nz) , 

где m, п — параметры волнообразования. р р 
Систему уравнений (2.5.13) в терминах функций A(r), В (г), р р 

С (г) в области пластического деформирования V7 запишем сле-
дующим образом: 

Р Р р р р р р р 
M i + л ь + + B i 4 + в'Ч5 + Ce6 + с е & = о, 

Ie8 + А'Ь + ВЫ + В'Ы + В"Ы + С 6 3 = о, (2.5.14) 

^14 + А'ы + ВЫ + сы + С'ы + С"ы = 0. 
е 

Для области упругого деформирования V в системе уравне-
р р р е е е 

ний (2.5.14) функции A, B1 С необходимо заменить на А, B1 С. 
Граничные условия (2.5.10) при г = а запишутся так 

Aa i 2 - + Af
ail + B r ^ + Cna13 = 0, 

г г (2.5.15) р р р р р 
Ат + В-В'г = 0, An-C = 0, 

а условия затухания возмущений (2.5.11) при г ^ оо принимают 
вид 

А ( г ) - > 0 , В (г) 0, С (г) 0. (2.5.16) 

Нам осталось только привести условия сопряжения (2.5.12) на 
упругопластической границе rs: 

А— + А* (an + а1) + В ^ + Cna13 = 0, г \ J r 

-AmG1
2 + В (2°о\ - G1

2) + B'r (G1
2 + а\) = 0, (2.5.17) 

-AnG1
3 + С' ((¾ + а\) = 0. 
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В соотношениях (2.5.14)-(2.5.17) введены следующие обозна-
чения: 

б 
«12, 1 _ «22 +&2 («Gl + at)-n2 (Gl + al), 

Ь = « и д + «12 + «11 - «21 + CT2 Ь = CLll +CTl, 

ь = -
Cti + сг2 + ТП 2 «22 + CT2 + n 2 r (Gi + а ! ) 

Си = C2 + а 2 , 6 2 = г ( G \ + а 2 ) , 

6 з = -тп (а2з + G%) , 

^14 = _ „ ) , Ci5 = - n ( G j + o 3 i ) , 

ei7 = ~ ( ^ + G § ) - n 2 ( a i + ааз ) , 

fl8 = Gljl + ^ 3 + ^2 , Cl9 = G\ + CTp 

(2.5.18) 

Для коэффициентов (г = 1-17) в области V значения a r , 
<J$, GZ определяются по формулам (2.5.7), А^ и G1

J—по (2.5.4), 
е 

в области V — по формулам (2.5.8) и (2.5.5) соответственно. 
Точное аналитическое решение связной краевой задачи 

(2.5.14)-(2.5.18) найти не удается, будем искать приближенное 
решение методом конечных разностей. Метод основан на 
замене производных от функций А (г), В (г), С (г) конечно-
разностными выражениями. В результате получаем однородную 
систему линейных алгебраических уравнений, которую можно 
представить в матричной форме: (Xij) (Yi) = (0). Отсюда 
следует, что определение критических параметров (нагрузок) 
сводится к разрешимости матричного уравнения 

Ф = det (Xij) = 0. (2.5.19) 



128 Устойчивость горных выработок [Гл. 2 

При вычислении определителя, наряду с соотношениями 
(2.5.7), (2.5.8), определяющими докритическое напряженно-де-
формированное состояние каждой области, необходимо учиты-
вать и уравнение (2.5.9), определяющее положение упругопла-
стической границы. Минимизация должна проводиться по шагу 
разностной сетки т, параметрам волнообразования по конту-
ру т и образующей п, параметрам материала и конструкции Xj 
и величине «s. Таким образом, как и в предыдущем параграфе, 
получаем задачу многомерной оптимизации величины давле-
ния q в зависимости от «s, га, п при условии Ф (g, s, га, n, Aj) = 0. 

Задача определения критической нагрузки при фиксиро-
ванных значениях h и параметрах Xj решалась в два этапа. 
На первом этапе определялась область в пространстве пара-
метров g, s, га, п, в которой происходит смена знака функ-
ции Ф (g, s, га, n, /i, Aj), 0 ^ s < оо, 0 < q < 1, га, n = 
= 1, 2, . . . , на втором, согласно (2.5.19), вычисляется значение 
q̂  = min га, п), при котором Ф «s*, га*, n*, /i, A7) = 

= 0. Оптимизация по параметру т проводилась следующим 
образом. Вычисление критической нагрузки прекращается, если 
после уменьшения шага разностной сетки в 2 раза получае-
мые значения нагрузки отличаются друг от друга с заданной 

точностью. Результаты числен-
ного эксперимента приведены 
на рисунках 2.5.1-2.5.3. 

На рис. 2.5.1 приведена за-
висимость критического давле-
ния q̂  от гравитационного па-
раметра^* при E / k = 100, г/о = 
= 0,1, со = 0,1. Кривые 1-3 со-
ответствуют значению v = 0,3; 
кривые I f-S f — V = 0,5; кривые 
i , If— а = 0,1; jg, 2' —а = 0,4; 

5, S f - а = 0,8. С ростом гравитационного параметра величина 
критического давления увеличивается, с ростом коэффициента 
Пуассона она увеличивается на 10-15%. 

На рис. 2.5.2 представлена зависимость критического зна-
чения гравитационного параметра р* для свободной выработки 
(значения нагрузки на бесконечности, при котором свободная 
выработка начинает терять устойчивость) от скорости дилатан-
сии а при Е/к = 100, со = 0,1, v = 0,3 (кривая 1 соответствует 
значению щ = 0,1; 2—щ = 0,001). Как следует из рис. 2.5.2, 
критическая нагрузка при увеличении вязкости возрастает, т. е. 
вязкость увеличивает область неустойчивости, в этом смысле 
можно говорить о дестабилизирующей роли вязкости в среде. 

Рис. 2.5.1 
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На рис. 2.5.3 приведена зависимость отношения радиуса 
упругопластической границы R к радиусу выработки RQ ОТ гра-
витационного параметра р* для свободной выработки. Кривым 
1-5 соответствуют значения а = 0,70; 0,55; 0,40; 0,25; 0,10 при 
E/k = 100, г/о = 0,1, Cq = 0,1, V = 0,3. Видно, что радиус 

Р* 

1,54 

1,49 

0,2 0,4 0,6 

Рис. 2.5.2 

R/Ro -

0,8 а 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 

Рис. 2.5.3 

упругопластической границы возрастает с ростом гравитацион-
ного параметра и увеличением скорости дилатансии. Кривые 
на приведенных рисунках отвечают безразмерным значениям 
механических параметров материалов, близких по свойствам 
к горным породам аллгериту и углю. 

5 А.Н. Спорыхин и А.И. Шашкин 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ПРОЦЕССОВ ДЕФОРМИРОВАНИЯ 
ГОРНЫХ ВЫРАБОТОК С МНОГОСЛОЙНЫМИ КРЕПЯМИ 

В настоящее время в большинстве случаев добыча и хране-
ние ряда полезных ископаемых продолжительное время ведется 
в одних и тех же месторождениях. В связи с этим возника-
ют требования по проведению укрепительных работ подземных 
сооружений, в частности, горных выработок, для безопасности 
условий труда. Указанное требование обеспечивается, как пра-
вило, тем, что в выработках возводится крепь. Крепь может 
быть монолитной (однослойной) и разномодульной (многослой-
ной) . Использование многослойных крепей позволяет учитывать 
требования экономического характера по расходу материала — 
с одной стороны, и обеспечивать более надежную эксплуата-
цию— с другой. Учитывая вышесказанное, проведенные в этой 
главе моделирование и анализ напряженно-деформированного 
состояния массива возле горных выработок и многослойных 
крепей выработок имеют большое практическое значение. При 
изложении материала используются результаты, приведенные 
в работах [68-71, 152, 189, 232, 233, 244, 257, 283, 285]. 

3.1. Уравнения, определяющие процесс 
деформирования упругопластических сред 

Как и прежде будем считать реальную горную породу 
сплошной средой и использовать для описания напряженно-
деформированного состояния следующие системы координат: 
произвольную криволинейную, цилиндрическую и сфериче-
скую. 

Напряженное докритическое состояние будем определять 
в рамках геометрически линейной теории (1.1.1)-(1.1.7), т. е. в 
рамках следующих соотношений: 

уравнения равновесия 
Vyjof = О, (3.1.1) 

соотношения Коши 

где V/з, V^ — ковариантная и контравариантная производная по 
/3-й координате; 
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смешанные граничные условия 
на части поверхности Si в напряжениях 

= Pj, (3-1.3) 
на другой части S2 в перемещениях 

щ = Up. (3.1.4) 
Здесь, как и ранее в гл. 1, Np—компоненты орта нормали к 
поверхности тела в недеформированном состоянии; Pj1 Up — со-
ставляющие поверхностных сил и перемещений соответственно. 

На поверхности S внутри тела, разделяющей упругую и 
пластическую зоны, все компоненты тензора деформаций и 
напряжений предполагаются непрерывными, т. е. выполняют-
ся условие сплошности среды, что равносильно непрерывности 
компонент вектора перемещений 

M l 5 = O (3.1.5) 
и вектора поверхностных сил 

= 0. (3.1.6) 

Здесь, по-прежнему, квадратные скобки обозначают разность 
значений выражений, соответствующих упругой и пластической 
области. 

Присоединяя к уравнениям линейной теории (3.1.1)-(3.1.6) 
уравнения состояния в зоне упругости и, соответственно, в зоне 
пластического деформирования среды, получим замкнутую ма-
тематическую задачу. 

Связь между напряжениями и деформациями в упругой зоне 
будем определять законом Гука: 

of = AeSgf+ 2 Gep
j, (3.1.7) 

или, что то же самое, в форме 

е? = 1 3 E (1 + v ) ^ - v g t c Z , (3.1.8) 

где A, G = /i — параметры Ламе, E — модуль упругости, v — 
коэффициент Пуассона, причем 

А = (1 + ^ 1 - 2 „)' (3-1"9) 
В зоне пластического деформирования горного массива и 

крепи, следуя [141], используем модель несжимаемой упруго-
пластической среды с трансляционным упрочнением с поверх-
ностью нагружения (1.1.12), т. е. 

F = (з? - <Ц) ( 4 - 4 ) -к2 = О, (3.1.10) 

5* 
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где с, к — параметры среды. Здесь и далее индексы «р» и «е» 
вверху обозначают принадлежность величин к пластической 
или упругой области соответственно. Для несжимаемой среды 
выполняется условие 

^ = 0. (3.1.11) 

Допустим возможность представления тензора полных де-
формаций в виде 

4 = Ц + Ц (3-1.12) 

Ассоциированный закон течения для условия (3.1.10) имеет вид 

е- (3.1.13) 
pJ 

Причем е^ = 0, если F < 0 или же F = 0 и da? ^ 0. 
J dap- J 

Для удобства дальнейших вычислений запишем уравнения 
равновесия (3.1.1) и формулы Коши в цилиндрической системе 
координат: 

даг 

дг 
да, 

+ 

дг 
даг 

дг 

1 dar0 да г z , arr — сгвв = 0, 
г de dz г 

= 0, 

1 daee I daе z + 2 — = 0, 
г de dz Г 

0, 

: I 1 дав z I дсГгг CFrz _ 0, 
г дв dz Г 

0, 

(3.1.14) 

^ZZ — 

Ezr = 

диг 1 див иг 

дг г дв г 

£ 0 z = i ( i ^ + ^!L) (3.1.15) 
dz 2 \ г дв dz J V ; 

1 f dur , duz \ _ 1 f due щ 1 dur \ 

2 \!h lb J ' £гв ~ 2 I a T ~~ 7" r "a^y' 

Главные значения симметричных тензоров будем обозна-
чать символами Gai Ea (а = 1, 2, 3). 

Приведенная система уравнений (3.1.1)-(3.1.13), которая 
р 

должна применяться как для зоны упругого (V)1 так и 
е 

пластического (V) деформирования, представляет собой 
математическую задачу, которая далее будет положена 
в основу определения напряженно-деформированного состояния 
в горном массиве и крепи. Постоянные V1 к, с, E для массива 
горных пород и крепи различны. 
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3.2. Математическая модель горного массива 
с выработкой и определение напряжений 
в многослойных крепях вертикальных и 

горизонтальных выработок 
Моделируя горный массив с выработкой, подкрепленный 

многослойной (TV-слойной) крепью, как это обычно делается, 
невесомой бесконечной пластиной с круговым отверстием ра-
диуса Ддг, в которое с некоторым натягом помещена система 
из N колец (слои крепи), последовательно запрессованых одно 
в другое. К внутреннему контуру первого кольца радиуса RQ 
приложена равномерно распределенная нагрузка qо. На линиях 
сопряжения колец и пластины возникают сжимающие усилия 
qi, ¢/2} • • •, qN• Будем считать, что величины qi {% = 1, 2, . . . , N) 
таковы, что образовавшиеся пластические области полностью 
охватывают внутренние контуры колец. На бесконечности на-
пряжения в пластине стремятся к величине gh (g—объемный 
вес породы, h — глубина заложения выработки); рис. 3.2.1. 

Так как горный массив моделируется бесконечной пласти-
ной, то компонентами тензора напряжений aZ l a r Z l a$z мож-
но пренебречь, положив равными нулю. Компоненты a r$ = О 
в силу отсутствия закручивания. Оставшиеся компоненты а г 
и CFQ можно заменить их средними значениями по толщине, 
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т. е. АГ = АГ (г), GQ = GQ (Г). Толщина пластины в этом случае не 
имеет значения, поэтому в дальнейшем она принимается равной 
единице. Для осесимметричной задачи все компоненты тензора 
напряжений, деформаций и вектора перемещений не зависят от 
угла поворота в. С учетом вышесказанного из трех уравнений 
равновесия (3.1.14) остается одно 

dar_ + аг-сто = Q (3.2.1) 
dr г 

Соотношения Коши (3.1.15) перепишутся в виде 

Sr = ^ l j sq = ^ j sz = sr0 = SQz = Szr = 0. (3.2.2) 
аг г az 

Условие несжимаемости (3.1.11) примет вид 
£г + + = 0. (3.2.3) 

Используя закон Гука (3.1.7), находим 

< = O A g ^ +2 G), 
Т О Г Д а в CTa в в 

Учитывая условие несжимаемости, запишем 

sJ I ^ J = 2 0 s J - (3-2-4) 
Из (3.2.1) с учетом (3.1.15) получим 

GR — GQ = 2G (ER — £Q) , GR + GQ = 6G (ER + SQ) . (3.2.5) 
Тогда 

сгг = 2G(er + ев). (3.2.6) 

Подставляя GR в уравнение равновесия (3.2.1) и используя 
соотношения Коши (3.2.2), приходим к следующему дифферен-
циальному уравнению относительно перемещений иг: 

A f ^ i + M = о, (3.2.7) 
dr \ dr г J 

решая которое, находим 
Ur = A1V + (3.2.8) 

г 

Здесь Ai и В1 есть константы интегрирования. В этом случае 
компоненты тензора деформаций примут вид 

Er = A 1 - ^ , E6 = A1 + ^ , Ez = -2 A1. (3.2.9) 
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Рассмотрим вопрос о концентрации напряжений в г-м слое 
крепи, т. е. в г-м кольце. Здесь и далее индекс г обозначает 
принадлежность величины к г-му слою крепи, причем г = 
= 1,2 , . . . , N . 

Найдем область зарождения пластической зоны в г-м кольце. 
Для этого исследуем вместо s r , s#, sz их выражения через Gr и 
GQ1 определенные в процессе решения указанной выше задачи. 
В результате получим (Tifr4z) + 7¾ = А;2, где 7\ и 7¾ константы 
вычислений. Введем обозначение / (г) = (Tifr4z) + 7¾, тогда 
/ ' (Г) = Где T1 = 2 ^ - I - Ф ) 2

 2 , 
^ ^5 ( ! / ^ 1 - I M 2 ) 2 

Так как константа Ti всегда положительная величина, то 
/ ' (г) < 0 при любых значениях г, а, следовательно, зарожде-
ние пластической области начинается с внутреннего контура 
кольца. 

Будем считать, что под действием данных нагрузок пласти-
ческая зона целиком охватывает внутренний контур г-го кольца 
(г = 1, 2, . . . , N) и в ней реализуется обобщенное плоское на-
пряженно-деформированное состояние. 

Из условия несжимаемости (3.2.3) и соотношения Коши 
(3.2.2) находим 

( U R ) L = J , ( S R ) L = - ( S 6 ) L = F , ( 3 . 2 . 1 0 ) 

где A1
2 (г = 1, 2, . . . , N) —константы интегрирования. Тогда из 

ассоциированного закона пластического течения (3.1.13) следу-
ет, что 

Ы Г = " Ы Г - ( 3 . 2 . 1 1 ) 

Подставив (3.2.11) в условие пластичности (3.1.10) приходим 
к следующей записи функции нагружения: 

^rJi ( % ) J =A;2, (3.2.12) 

где Ci, ki — параметры материала для г-го слоя крепи. Учитывая, 
что (Sr)i = 2G (Sr)i — , а так же (3.2.10) и (3.2.12) найдем 

( I ) = -k>r2;2^2gaK (3.2.13) V rJi r2V2(2G + a) V ' 

Вычисляя 

M I - Ы Г = ( S R ) I - M I = 2 ( S R ) I = 4 G ( E R ) I - ( E R ) , 
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из уравнения равновесия (3.2.1) получим 

( I ) + 
K r J i Г2 V 2G + Ci J 2 G + a (3214) 

Ш (lnr + 1 )+D\. 
V V j г2 V 2G+ C i / 2G + Ci ; 1 

В упругой области г-го кольца с помощью закона Гука получим 
следующие выражения: 

( £ r ) . = - 2 G S j l + = + (3.2.15) 

Перемещения и деформации определяются из (3.2.8) и (3.2.9). 
На границе раздела упругой и пластической областей г-го 

слоя крепи (г = 1, 2, . . . , N) перемещения не должны терпеть 
разрыв, т. е. (UrYi — (u r)p = 0. Откуда следует условие: A\r + 
+ (.В\ - Al) /г = 0. 

Из закона Гука (3.1.8) и из формул (3.1.9) выразим константу 
А\ через Cf при этом учитывая, что коэффициент Пуассона 
V = 1/2. Имеем А\ = Cf/(6C) г = 1, 2, N. Оставшиеся 
константы интегрирования B1

ll Cf, A1
2l D1

1 и радиус границы 
раздела упругопластической области '0¾ (i = 1 , 2 , . . . , N) найдем 
согласно (3.1.3), (3.1.5) и (3.1.6) из следующей системы гранич-
ных условий 

1) ( X ) г = Qi-Ii при г = R i - I ; 

2) (5Г) = - ¾ , при г = Rf1 

3) ^a r ) — = 0, при г = Ipf1 (3.2.16) 

4) {°о) ~ ( ¾ ) = 0^ ПРИ r = ^ 

5) (u^j — ^ и = 0, при г = ipi. 

Здесь г = 1, 2, . . . , N. 
Привлекая соотношения (3.2.14), (3.2.15) из системы уравне-

ний (3.2.16), получим 
ф^2

г (Зл/2кг+сгдг/G) n i _ o n u i 1 
1 2 С(бЩ-с г ^/С) 1 Щ Ч и 

4 = + г_\ Qi^i 

3R2) 6G ' 

D\ = + ^ Ai + 2 ^ f e Infii-I. 
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Уравнение для определения ¾̂ запишется в виде 

Uf RlJ 3G 6 Щ - a t f / G 
Л 1 + 

2 + а/в\ф? 

х Г J - + — - с ' ( 1 + J J ) ( J t 

U? Щ 2С + сЛф? Rl J У ЗЩ 

+ ^ ( l n 1 Г - + + « - 1 - « = г = 1, 2, . . . , iV. z + Ci/Cr V K i - 1 / 
Далее запишем все соотношения, соответствующие области 

г-ro слоя крепи, в безразмерном виде. Величины, имеющие раз-
мерность напряжений, отнесем к модулю сдвига горного массива 
G1 а имеющие размерность длины — к внешнему радиусу перво-
го слоя крепи R\: 

(>) =Iriht = I1 = K k = *, 
У } : G \ G G G (3.2.17) 

i = Ri = f i , t = 1,2, . . . , JV 
JrCi Jti 

Для упрощения записи знак «*» в дальнейшем опустим. 
Тогда докритическое напряженно-деформированное состоя-

ние, соответствующее i-му слою (г = 1 , 2 , . . . , N) крепи вер-
тикальной (горизонтальной) горной выработки в безразмерном 
виде запишется в следующей форме: 

в пластической области (Ri-1 < г < ipi) 

( Ч - f - ( 4 = - ( 4 = - ¾ ^ 

( ч - Ш т - ? ) + ^ ^ - * - <з-218» 
(V \ 2 CiAlf 1 , I A 1 2y/2ki Л Ri-I Л 
H 1 = ^ ( . 1 ^ + ^ j + J T c 7 I l n - 1J -

в упругой области (ф^ < г < Ri) 

( 5 r ) . = 2 B j ( l - i ) - 4 , (3.2.19) 

(V) =SBi ( l + 

где 

Ы = (Зл/2fc + с ^ ) л г = ы Л , ягф[ 
1 2 (6 — Ciipf) ' 2 Ч ЗЯ? 
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Уравнения для определения радиуса ^ упругопластической 
границы в г-м кольце имеет вид 

В соотношениях (3.2.18)-(3.2.20) г = 1, 2, . . . , N. 
Решения, приведенные в этом параграфе для многослой-

ной крепи вертикальной (горизонтальной) горной выработки 
позволяют перейти к нахождению напряженно-деформирован-
ного (докритического) состояния в горном массиве возле выра-
ботки. 

3.3. Математическая модель горного массива 
вне области выработки и определение напряжений 

в массиве возле подкрепленных вертикальных и 
горизонтальных выработок 

Как и ранее, горный массив вне области вертикальной (го-
ризонтальной) выработки моделируем невесомой бесконечной 
пластиной с круговым отверстием радиуса RN1 ПО периметру 
которого приложена равномерно распределенная нагрузка qjy. 

Рассмотрим упругую область пластины (массива). Устремим 
т —У оо, тогда из (3.2.8) следует, что А\ = 0. Следовательно, Ue

r = 
-Q 

= —. С учетом того, что в пластической области выполняется 

условие Ep
z — 0, находим vPr = —. Теперь из условия сплошности 

(3.1.5) будет следовать, что В\ = А2. Для упругой области (7 < 
< г < оо) решения будут иметь вид (3.2.15). Для пластической 
области справедливы решения: 

х 

г 

г 

P _ P _ 2\[2GB\ - kr2 р р 
£ г 6 0 г 2 л/2(2С + с) ' 
Sr = - S 0 = 

Константы интегрирования В1, Ci, Di1 а также уравнение для 
определения радиуса упругопластической границы 7 найдем из 
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граничных условий (3.1.3), условий непрерывности вектора по-
верхностных сил на поверхности тела, разделяющей упругую и 
пластическую зоны, (3.1.6) и условия на бесконечности: 

1) стг = - Q N при г = R N ; 

е ° 2) ar = -gh при т У оо; (3 3 2) 
е р ' ' 3) GR — GR = 0 при г = 7; 
е р 

4) GQ — GQ = 0 при Г = 7. 
Привлекая соотношения (3.2.15), (3.3.1) из (3.3.2) получим 

в Vlkjl C1 = -Sh, 
4G 6 ' 

+ Ж ! 1 ' - « £ ) -

^ К 1 ^ + 2 ^ + ^ 2 H -
Таким образом решения, соответствующие области горного 

массива (пластины) в безразмерном виде запишем в следующей 
форме: 

в пластической области (RN < г < 7) 
р B1 P P 2V2B1 - кг2 
UR = — , SR = -SQ = г ' г2л/2(2 + С) ' 

Ir = ^ ( l - l ) lnr-qN, (3.3.3) 
V И / 2 + с 2 + с 

P 2Б1С Л . 1 \ , 2\р2к 
GQ = 

2 + с 

в упругой области (7 < г < оо) 
е 2Bi , е 2Вг , D ^72

 /Q Q л GR = - - - g h , GQ = —— — gh, B1 = - ^ - . (3.3.4) 

Уравнение для определения радиуса упругопластической 
границы 7 имеет вид 

V2k qN + gh-
2 (2 + с) 

4 1 n ^ + 2 + c f ^ V 
Ялг ЧЯлг/ 

= 0. (3.3.5) 

В соотношениях (3.3.3)-(3.3.5) величины, имеющие размер-
ность напряжений отнесем к модулю сдвига горного массива G, 
а имеющие размерность длины — к внешнему радиусу первого 
слоя крепи Ri, с, к — коэффициент упрочнения и предел теку-
чести для материала массива. 
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3.4. О п р е д е л е н и е поля н а п р я ж е н и й 
в горном массиве, с о д е р ж а щ е м с ф е р и ч е с к у ю 

выработку, п о д к р е п л е н н у ю многослойной крепью 

Напряженно-деформированное состояние, соответствующее 
i-му слою (г = 1 , 2 , . . . , N) многослойной крепи сферической 
выработки в осесимметричном случае (е$ = е^) в сферической 
системе координат (г, ф), определено, следуя [257], в виде: 

в пластической области при Ri- i < г < ф{\ 

( М = ( 4 c i r " 3 4 + 6 ^ lnr) + B i (3.4.1) \ / г ZLri + Ci 

N • = ( л ) • + 5 ? ? ¾ - ~ k ^ ; 

V / г V / г ZLri + а 

в упругой области при ф1 < г < Rf 

(Ury)i = А\г-2, (Zr)i = Bt
1- 4Gir-3A1

1, 

(Z0) =Bt
1-2Gir~3Al 

(3.4.2) 

Неизвестные константы интегрирования A1
ll A1

21 B1
1 и B2 (г = 

= 1, 2, . . . , N) и радиус упругопластической границы фi найдем 
из следующих граничных условий для i = l, 2, . . . ,7V: 

1) (X) г = - % - 1 при г = R i-1; 

2) ( X ) . = Qi при г = Ri. 
Откуда, учитывая (3.4.1), (3.4.2), а также условия (3.1.5), 
(3.1.6) непрерывности решений на поверхности раздела ф̂  (г = 
= 1, 2, . . . , N) упругой и пластической областей, получим 

Ai
l = Ai

2 = J k ^ l В[ = -дг + 4GZR-SA\, 
4 (Ci-Gi) (3_4_3) 

= (^jR-3Hi - Qki InRi^1) -Zijri т Cj 
Уравнение для определения радиуса упругопластической грани-
цы имеет вид 

Sk iGi ( ¢ 1 _ 1 \ G i I 3kjCj ( 1 _ Ф 3  

Ci-Gi V Rf ) Ci + 2G i I Ci - G i I Л? - 1 1 + < ^ r ( 1 " ^ r I + Qk In ( ^ ) j + 

+ ® - 1 - ® = 0. (3.4.4) 
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Соотношения (3.4.1) и (3.4.2) будут справедливы и для области 
массива (упругой и пластической), если в них у всех величин 
опустить индекс г, величину заменить на 7, Ri-i на Ддт и 
положить: Ri = OO1 Gi = 1. При этом неизвестные константы ин-
тегрирования и радиус упругопластической границы 7 найдем 
из следующих граничных условий, условия на бесконечности и 
условий сопряжения решений: 

1) стг = - Q N при г = Ддг, 

2) Gr =O-Q = —gh при т —У оо, 

B1 = -gh, B2 = - J - ( 4 C R J F
3 A 1 - QK In Rn) - qN, ( З А 5 )  

A 1 = A 2 = ^ - X - ПрИ г = 7 . 

При этом уравнение для определения радиуса упругопласти-
ческой границы 7 имеет вид 

_J_ / и * Л _ + Q k l n ( ^ L ) \ - J J + q N - g h = 0 . 
с + 2 | c - i \ R3

nJ KRnJ J с - 1 4 ь 

(3.4.6) 

Равенства (3.4.1)-(3.4.6) записаны в безразмерном виде. Вели-
чины, имеющие размерность напряжений отнесены к модулю 
сдвига G для материала массива, а имеющие размерность дли-
ны— к радиусу выработки, Ддг, с, к — безразмерные параметры 
для материала массива. 

На основе полученных аналитических решений проведены 
численные расчеты для случаев, когда: 

горный массив содержит вертикальную (горизонтальную) 
выработку, подкрепленную двухслойной крепью, материал мас-
сива — аргиллит, внешний слой крепи — бетон, внутренний — же-
лезобетон (случай 1); 

горный массив содержит сферическую выработку, подкреп-
ленную, двухслойной крепью, материал массива — аргиллит, ма-
териал крепи — бетон (случай 2). 

Результаты численного расчета представлены на рисунках 
3.4.1-3.4.4. 

На рис. 3.4.1 представлена зависимость величины границы 
раздела упругой и пластической областей ф\ во внутреннем слое 
крепи от сочетания нагрузок q\ и qo (случай 1). Кривая 1 — 
соответствует отношению RQ/Ri = 0,1/1; кривая 2—RQ /Ri = 
= 0,3/1. 

На рис. 3.4.2 представлена зависимость величины границы 
раздела упругой и пластической областей Ф2 во внутреннем слое 
крепи от сочетания нагрузок ¢/2 и Qi (случай 2). Кривая 1 — 
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соответствует отношению R1/R2 = 0,3/1, кривая 2—R1/R2 = 
= 0,6/1. 

Рис. 3.4.1 

На рис. 3.4.3. представлена зависимость величины от 
геометрии конструкции (случай 1). Кривая 1—соответствует 
фиксированной комбинации нагрузок q\ — qo = 0,019, а кри-
вая 2 — qi — qo = 0,03. 

На рис. 3.4.4. представлена зависимость величины ф2 от 
геометрии конструкции при фиксированном сочетании нагрузок 
qi, q2 (случай 2). Кривая 1 —соответствует комбинации нагру-
зок qi — q2 = 0,02, а кривая 2 — qi — q2 = 0,05. 

Безразмерные характеристики материалов: песчаник, аргил-
лит, бетон и железобетон выбирались исходя из результатов 
известных опытов [265] и приведены в табл. 3.4.1. 
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Заметим, что выбор бетона и железобетона обусловлен тем, 
что они являются основными материалами для изготовления 
крепей выработок [17]. 

Рис. 3.4.3 

Рис. 3.4.4 

Из анализа решений следует: 
величина радиуса упругопластической границы, как в слое 

крепи, так и в массиве, зависят от величины контактных давле-
ний и от геометрии конструкции; 

исчерпание локальной несущей способности зависит от ши-
рины слоев крепи; 
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при увеличении внутреннего радиуса слоя крепи, а также при 
росте контактных давлений, величина границы раздела упругой 
и пластической областей в этом слое увеличивается. 

Таблица 3-4-1 

Физико-механические 
характеристики с к E-IO5 Па (модуль Юнга) 

Песчаник 2,9496 0,017 297 255 

Аргиллит 1,5533 0,008 199 555 

Бетон 0,4252 0,006 242 910 

Железобетон 0,4698 0,007 242 910 



Г л а в а 4 

МОДЕЛИРОВАНИЕ ОТКАЗОВ ГОРИЗОНТАЛЬНЫХ, 
ВЕРТИКАЛЬНЫХ И СФЕРИЧЕСКИХ 

ГОРНЫХ ВЫРАБОТОК, ПОДКРЕПЛЕННЫХ 
МНОГОСЛОЙНЫМИ РАЗНОМОДУЛЬНЫМИ КРЕПЯМИ 

ПРИ НЕУПРУГОЙ РАБОТЕ МАССИВА И КРЕПИ 

Так как добыча и хранение ряда полезных ископаемых про-
должительное время ведется в одних и тех же месторождениях, 
то, как отмечено в гл. 3, возникают условия, требующие проведе-
ния укрепительных работ горных выработок. Существуют раз-
личные пути решения этого вопроса. Один из них — это создание 
многослойных крепей из бетона, железобетона и т. п. Поэтому 
изучение разрушения горных пород возле выработок с много-
слойными крепями с позиций локальной потери устойчивости 
является важным и актуальным вопросом. 

Вопрос об определении критических контактных давлений 
(при которых конструкция теряет устойчивость) внутри крепи 
и на крепь может быть решен разными методами, например 
из условия возникновения на внутренней поверхности крепи 
предельного состояния. Однако в этом случае у упругой кре-
пи имеются существенные резервы несущей способности. Этот 
же вопрос можно решить и из условия перехода всего мате-
риала (одного из слоев или всей конструкции) в пластическое 
состояние. В этом случае потеря устойчивости может произойти 
раньше, чем крепь достигнет указанного состояния. В связи 
с этим для определения критических контактных давлений вну-
три крепи и на крепь желательно привлекать аппарат теории 
устойчивости деформируемых сред. В такой постановке с пози-
ции приближенного подхода Лейбензона-Ишлинского, как от-
мечено во введении, определялась оптимальная толщина мо-
нолитных цилиндрических [14] и сферических [14, 18] крепей. 
Однако в этих работах вопросы горного давления в выработках 
и расчета крепи исследовались обособленно друг от друга, т. е. 
давление на внешнюю поверхность крепи полагалось независя-
щим от глубины и от физико-механических параметров массива. 
Однако показано [151], что нагрузка на крепь в первую очередь 
определяется перемещениями породы и образованием области 
неупругих деформаций. Указанное противоречие можно прео-
долеть путем совместного расчета крепи с массивом горных 
пород. 
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В данной главе исследуется потеря устойчивости (отказ) го-
ризонтальной, вертикальной и сферической выработок с мно-
гослойными крепями при совместной неупругой работе крепи 
и массива, в предположении, что слои (крепей) работают сов-
местно без проскальзывания и отставания, а также с учетом 
разномодульности крепей. 

Для описания пластических свойств горной породы вос-
пользуемся несжимаемой упругопластической моделью среды 
с трансляционным упрочнением, определяющие соотношения 
которой приведены в § 1 первой главы. Согласно гипотезе 
С.Г. Михлина, напряженное состояние нетронутого массива 

O1 O9 Oo 
считается гидростатическим = G2 = G3 = 

Материалы этой главы изложены в соответствии с публика-
циями [68-71, 256, 257, 262, 281-283]. 

4.1. Моделирование отказа горизонтальной 
выработки с многослойной крепью при совместном 

расчете крепи с массивом горных пород 
Рассматривается задача о пространственной форме потери 

устойчивости горизонтальной выработки радиуса Rjy1 подкреп-
ленной многослойной (TV-слойной) крепью с внутренним ради-
усом RQ. К внутреннему контуру крепи приложена равномерно 
распределенная нагрузка Из-за натягов на линиях сопря-
жения слоев крепи и массива действуют сжимающие усилия 
qi, ¢/2} • • •, qN5 величины которых таковы, что возникающие пла-
стические области целиком охватывают внутренние контуры 
слоев крепи. 

Неоднородное докритическое состояние в г-м (г = 1 , 2 , . . . 
..., N) слое крепи описывается системой уравнений (3.2.18), 
(3.2.19). Граница раздела упругой и пластической зон опре-
деляется из (3.2.20). Для области массива верны соотношения 
(3.3.3), (3.3.4). Граница раздела 7 вычисляется по формуле 
(3.3.5). Линеаризированное уравнение состояния примем в фор-
ме (1.5.2). Тогда величины asa и Gs- в области пластического 
деформирования, согласно (1.5.9), таковы 

а ц = (122 = 2 — а*, а з з = 2, а \ 2 = «21 = «*, 

п 2 ^ 1 (4-1-1) «13 = «31 = «23 = «32 = 0, а* = , G = I . 
2 + с 

В упругих областях следует приравнять а* = 0. 
В случае пространственной формы (1.5.21) потери устойчи-

вости из линеаризированных уравнений равновесия в вариа-
циях (1.5.16), учитывая при этом выше сказанное, получаем 
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следующую систему уравнений в терминах функций А (г), В (г): 

A(R) GQ (L — M 2 ) — TFL2 — 2VGQ^R — Т2П2 + 1 + 

+ Af(r) T Grr-T (2G 0 + I -G r ^J + A n ( г ) ( l - 2а* + г2 + 

+ В (г) [1 + Ge — -т - — ^ + А /Vm J т6 

+ Br (г) ^r ^2а* - 1 - GQ) т - — + GQ) + — (<7r,rr - п2) 

+—2сгг 

^2а* — 1 — I 

]+В"(г)[Щ 
J . т V 

Л Gr Gr г 1 + i ? > ) [ - ( X + lY 
Lm V /J 

А(г) [г2п (а , - 1 - 2ае) + ^ ( l + a e ) - r- ( 1 + Gr — TG г, г 

r 3 n I 

+ 

= 0, 
(4.1.2) 

+ 

+ 11 \ т r , M Г ( Л I ° 0 
(1 - а*) 1 + СГ0 1 + сгг — ГСГГ п \ / п \ 

+ А"(г) (2 ( l + G r) + г а г , г ) ] + ( l + а г ) + Б (г) х 

(— + ) + l ) + ( l + <тг - гGr Л V т Ifir1 / V / V / _ 
2 гг3г2 

г пта* — 

+ В . / / \ Г Г Ш / о п о \ Г3П ( о I L I 0 A 
( Г J CTR Г — 1 — Gr) — TGr r + 1 + Gr) 

L N V ' / Т V ' / 
+ 

+ B ' ' ( r ) [ ( l + £ r ) ( ! ^ ! + ^ 

+ 

= 0. п т 
Заметим, что эти уравнения следуют из (1.5.26) при G = 1. 

Система уравнений (4.1.2) относится к областям пластического 
P е 

(V) и, соответственно, при а* = 0 упругого (V) деформирова-
ния массива. Если же функциям A1 В и компонентам тензора 
напряжений приписать нижний индекс г, то система уравнений 

P е 
(4.1.2) будет соответствовать зонам Vi и Vi г-ro слоя крепи 
(г = 1, 2, . . . , JV) . 

Граничные условия (1.5.27) на внутреннем контуре первого 
слоя крепи при Г = RQ С учетом (4.1.1) примут следующий вид: 
р А 

• { i [ - ( 4 - 1 ] } + ¾ 
2 — 2а* + ( Ч 

р 
+ B1 

( Ч \Ro I 
, т а * - — 

, Ro L т 
1 + 

+ в1; 1 + (Cr r) i + До(о-0)Г) + 1 + ( X ) 1 = 0 , (4.1.3а) 
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P P P1 
TnA1 + B1- R0B1

1 1 + ( Ч = 0, 

P 
A1 

1 + 
п — ( Ч 

nR2 + 
1 + е - ) , 

nRo 

Р , т Р Р , Р „ 
А[ - -B1 + TnB1

1 + R0AЧ 
Ro 

(4.1.36) 

= 0. 

Из условий сопряжения (1.5.13) на упругопластической границе 
фг (i = 1, 2, . . . , N) с учетом (1.5.2), (1.5.21) получаем 

* + | : Ш ( М г ( М Л 
P 

P л P 1 P 
Ai--Ai

jT Bv + 

+ cIma* К - 0, 

P е 
АЦ - А'! = 0. 

(4.1.4) 

На границе раздела 7 упругой и пластической областей мас-
сива имеют место условия аналогичные условиям (4.1.4), в ко-
торых только следует опустить индекс i и ipi заменить на 7. 

На границе запрессованных i-го и г+ 1-го слоев крепи, соглас-
но (3.1.5), (3.1.6), и соотношений (1.5.2), (1.5.21), (4.1.1) имеют 
место условия 
р 1 P1 
Ai+л - - А ' г+1 + Bi+1— + в[ 

+ 

I Rг 
2 т а , ( ^ O i + i - ( e ^ ) J I + 

2та* ( S r ) + i ] ( в ' 1 + 1 - в ' 1 ) = 0 , 

P 
А" 

(4.1.5) 

оо ( j = 

(4.1.6) 

ч + 1 - А ? = о (г = 1, 2, . . . , iV) 
Из условия локальности возмущений Uj —>> 0 при г 
= 1, 2, 3) следует: 

A7 = О, А" = О, В' = О, В" = 0. 
Таким образом, математическая модель локальной потери 

устойчивости подкрепленной горизонтальной выработки 
представляется в виде бесконечной системы обыкновенных 
дифференциальных уравнений (4.1.2), (4.1.4), (4.1.5) с краевыми 
условиями (4.1.3), (4.1.6). Для решения этой системы уравнений 
относительно параметров Anm(г), Bnm(г), будем использовать 
метод конечных разностей (§ 6 первой главы). Обозначим через 
M^., Mji i l M7 , Me— количество точек разбиения в областях 
P P е е 
Vii V1 Vi1 V соответственно (г = 1,2, .. . ,TV); M = 

N 
= (Мфк + MRk) + M 7 + Me — общее количество точек 

к=1 
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разбиения. Заменяя производные функций А(г) и В (г) в (4.1.2) 
через конечные разности (1.6.2) для каждой из областей 
в точках j = 2, 3, 4 . . . , Mk — 2, где k = фи ф2, • • •, 
i?i, i?2, • • •, RN, е соответственно, получим 

A m ( 2 т 6 - r 2 6 ) + A i (2T3£I - 4 т б ) + A m (т% + 2т£3) -

- B j ^ 7 + B i . г (2т£6 - т2£5 + 2 ^ ) + Я,- (2т3£4 - 4т£6) + 

+ S i + i ( г 2 ^ + 2т£6 - 2&) + = О, 
(4.1.7) 

- Aj-2Ы + A i - ! (2т6о - T2^9 + 2 £ n ) + Aj (2т3£8 - 4т6о) + 

+ A i + i ( r 2 6 + 2г6о - 2£ц) + £ n A i + 2 + Bj-1 (2T£i4 - т 2 6 з ) + 
+ S j (2 r 3 62 - 4t£I4) + £ i + i (T2Ci3 + 2т&4) = 0. 

Здесь и далее (i = 1, 2, . . . , 14) — коэффициенты в уравнениях 
равновесия (1.5.26). 

В точках j = 1 , j = Mk- 1(к = фг, ф2, ..., фм, Ru • • • 
. . . , RN, 7, е), согласно тому, что в крайних точках производные 
будут аппроксимироваться другими разностными соотношения-
ми (1.6.2), для уравнений равновесия (4.1.2) получим 

A m (2т& T т%) + A i (2T3£I - 4т&) + A i ± 1 (2т£3 ± т2&) + 

+ £ i T i ( 2 r £ 6 T т % T Зет) + Bj (2T3^4 - 4т£6 ± 10&) + 

+ B j i i (2те6 ± T2^5 T 126) + Вт(2тЫ ± т2Ы) = 0, 
(4.1.8) 

Am (2т6о T т 2 6 T 3 £ n ) + A i (2Т3£8 - 4т£10 ± 10£п) + 

+ A i ± 1 ( 2 r 6 o ± т 2 6 T 126i ) ± 6 £ n A i ± 2 + Aj±3 ( t 6 I ) + B m х 

х (2т£14 T т2£13) +Bj ( 2 т 3 Ь - 4т£14) + B j i I (2тб4 ± т 2 6 з ) = 0. 
Верхние знаки (+ или —) соответствуют j = 1, нижние — j = 

p e p 
= Mk — 1. Шаг т разностной сетки в каждой из зон Vi, Vi, V, 
е 
V определяется соотношениями 

ipi - Ri-1 Ri - *PI J-RN 
~ M ' R i ~ M ' 7 ~ ~ M ' Щг MRi M1 (4.1.9) 

= ^ z T (i = 1 2, N) 
Me

 v ' ' ' } 

Величины границ раздела зон упругого и пластического пове-
дения сред фъ и 70пределяются по формулам (3.2.20) и (3.3.5) 
соответственно. 
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Производные функций Anm(г), Впт(г) в условиях (4.1.3-4.1.6) 
аппроксимируются конечными разностями типа (1.6.2). При 
этом условиям (4.1.3) соответствует разностный вид 

( ¾ ) X 2 r ^ i " 3 r ? i ' ^ 2 ) + 4 r ^'^ 2 ( ¾ + 1 ) х - W s ( V s ) 1 + 

( 2 r I i ^ - 3 ^ ( ^ 4 + 4^5) + ( s H i ) 1 ( 4 ^ ^ 4 - 10^5) + 

+ ( B j j t 2 ) (8<Р5 - ^ 1 ^ 4 ) - 2 ( ^ + 3 ) (^5 = О, 
1 1 (4.1.10) 

( ¾ ) m + ( ¾ ) ^ (2т^1 - 3(^6) + ( ^ j + i ) 4у>6 - W ( B j ^ 2 ) г = 0, 

( A j ) ( 2 ^ 4 ) 7 - Зтф1(р8 + 4 ¾ ^ ) + ( ^ ж ) ( 4 ^ ( ^ 8 - 10 i ? 0 ^s ) -

- ( A J ^ 2 ) (FLS (8RO - T^1) - 2 ( ^ + 3 ) ^ 0 ^ 8 + ( B J ) 1
 х 

" ^ ( ¾ 1 + 3 ^ ) + С8? + 1 ) I4 t^1 ^ 8 + {Bi+2) ! ^8) = 

Здесь 

(pi = — ( а* - 1 -
Но 

2 f = С 
Яо V 

2аоС1^2 
R2 

<р2 = 2 (1 - а 

- a*V2ki - g0) Ti2Ro 

¢0, 
1 I 1 

Но V тп + йи л/2/^1 - до) Ti2Ro 

^4 
ш V 

1 + 4a*ci 
Rn 

- 2a*V2ki - g0 J, = — (1 - go) , 
/ m 

1 - go 
<Рб = - Я 0 (1 - go), {P7 = n-^—~I^ , <p8 = 

ггЯд пНо 
На границе г = ipi (г = 1, 2, . . . TV) имеем 

( 3 > ) , ( x - £ ) + M i r + M X i t ) + ( ¾ ) , 
ш 
Ipi 

3^9 , / 2 

+ 

2г^ -)]+М,( 3(̂ 9 5(̂ 1 + 
г \ T^i 

<£10 
5 ( ^ + 1 ) . + 4 ( ^ + 2 ) . - ( 4 + з ) J = 0, (4.1.11а) 
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+ 4 ( М , - M J Ri '<ф. 
е 

5 ( V i ) + 4(4+2) . " ( V a ) J = 0. (4.1.116) 

Здесь 

^ 2та* ( 
_ lPi 

— а: 

Ч> ю 2та* 

2а,CiAi -4Д1 
Ф? 

-V^fci), 

Qi 

Для условий иа границе г = 7 в соотношениях (4.1.11) 
следует заменить индексы ^ и ^ н а | ) й е , шаг разностной сетки 
Тгф. на т7 и 7¾ на те, величину ^ на 7, коэффициентам и <рю 
присвоить значения 

^9 = ^13 = 0, if ю = <pi4 = 7 
4ша> 

( 2 - л/2й), 

Ha границе г = i?^ (г = 1, 2, . . . , N1 при г = Npi+i = 
ipi+1 = 7) представим условия (4.1.5) в виде 

( * > ) « ( 1 + + ) + ( " + ) + ( Ч , Ш 
+ 

+ 
г+1 \Тф{ , l^i + ! 

+ 
'г+1 V V ° ' J г+1 V4+1 у 

= 0, 
(4.1.12) 

Vi + 1 

" ( V a ) г+lJ 
, ( V 1 ) ^ 4 ( V 2 ) 1 - ( V 3 ) 1 = 0. 

Здесь 

^ l l = Яг 

2та* ,у/2ki I1 + Ciip2 
г + 1 ш 

¥12 Дг 
2та, ( 1 -
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Условия на бесконечности (4.1.6) преобразуются к виду 
в в в в в в в 

3A3 - AAj^1 + AjJ2 = 0, 2Aj - 5A/_i + АА3_2 - А3_3 = О, 
(4.1.13) 

W 3 - AB3J1 + B3J2 = 0 , 2 ¾ - 5 ¾ - ! + AB3J2 - B3Jз = О, 

В соотношениях (4.1.10)-(4.1.12) константы B1
11 A1

2 (i = 1 , 2 , . . . 
. . . , 7V) определяются формулами (3.2.19). 

В результате получаем бесконечную систему однородных 
алгебраических уравнений, линейных относительно парамет-
ров Anmi Bnmi A1

nml B1
nm (г = 0, 1, ..., N). Отсюда следует, 

что определение допустимых комбинаций критических парамет-
ров контактных давлений qi (i = 0, 1, . . . , TV), соответствую-
щих локальной потери устойчивости горизонтальной выработки 
с многослойной крепью сводится к разрешимости матрично-
го уравнения, что в свою очередь соответствует равенству 
нулю определителя конечной разностной системы уравнений 
(4.1.7)-(4.1.13) при ограничении числа членов в рядах (1.5.21). 
При вычислении определителя наряду с основным напряженно-

P е 
деформированным состоянием для каждой области Vi1 Vi {г = 

P е 
= 1, 2, . . . , N) крепи (3.2.18), (3.2.19) и областей V1 V масси-
ва (3.3.3), (3.3.4) необходимо учитывать уравнения (3.2.20) и 
(3.3.5), определяющие положения упругопластических границ 
фг многослойной крепи и 7 в горном массиве. Минимизация 
должна производиться по шагу разностной сетки, параметрам 
волнообразования по контуру т и образующей п, параметрам 
материала и конструкции Xj. 

Таким образом, получаем задачу многомерной оптимизации 
величин qi (г = 0, 1, 2, . . . , N) в зависимости от Vfi1 п при усло-
вии равенства нулю определителя полученной алгебраической 
системы: det(¢/¾, Vfi1 n, Xj) = 0. 

Ненулевые элементы определителя следующие: 

X11 = 2 t V i Зт(^2, XI2 = Arif2l X13 = -Tip2l 

Ж1,М+2 = 2 r V 3 - Зт(^4 + A(p5l X1, м+з = 4т(р4 - 10(p5l 

Xl1 М+4 = 8(р5 Ttp4l X1^ м+5 = -2(р5 ж2,м+2 = 2 т - 3(р6, 

X21 = 2 TVfI1 ж2,м+3 = Aip6l ж2,м+4 = -^6, 

Ж31 = 2 т V 7 - Зт(^8 + 4i?o^8, X32 = ATips - IOROIP8, 

X33 = M8R0 т), X34 = -2R0ipSl ж3,м+2 = - т<р 8 + Зт^ , 

Жз,М+3 = 4т(^8, Жз5М+4 = где T = T^1. 
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Вышеприведенные элементы записаны в точке г = Rq: 
^ 4 1 = 2 7 ¾ ^ 2 ¾ , ^42 = 273¾ — 47¾, ^4 3 = 2 7 ¾ + 72¾, 

Ж4,М+2 = 27¾ - т2£5 - 3¾, ж4,м+з = 273¾ - 47¾ + IOf7, 
(4.1.14) 

Ж4,М+4 = 2т£6 + T ^5 - 12¾, ^4,М+5 = 6¾, М+6 = - ¾ , 
гР "I 

Cn = Т = Ro+Tfr, T = Tfr' 

X I J + 1 = 2 7 ¾ - 7 2 ¾ , X I J + 2 = 2 7 3 ¾ - 4 7 ¾ , 

Яг,j+3 = 27¾ + 72¾, XIK = -¾, ^ I I 

= 27¾ - T2^5 + 2¾, = 273¾ ~ 47¾, 

^г,/с+3 = 27¾ + 72¾ - 2¾, Жг,/с+4 = 
здесь j = 5, 6, 7, . . . , Mfr + 1, j = г - 4, А; = j + M + 1, ^n = 

-р -1 
= CnMJ1? Щ1 ^ r ^ VjI - 27^ , 7 = Tfr. 

При г = 2 M f r + 5, fIMfr + 6, . . . , fIMfr + MRl + 1, j = i -
re 

- Mfr - 4 в (4.1.15) следует принять ^n = f n ( r ) ^ 2TRI ^ г ^ 

^ R i - 2TRi , т = TRL. 
При г = 2Mfr + 271/¾ + 5, 2Mfr + 2MRl +Mfr + 1, j = 

= i-Мф1-MR1-AB (4.1.15) примем ^n = [ f n M ] > 2T02 ^ r ^ 
^ Ф2 — 2Tfr, T = Tfr. 

При i = 2Mfr+2MRl+2Mfr+5, ..., 2Mfr+2MRl+2Mfr + 
+ MR2 + 1, j = i - Mfr - MR1 - Mfr - 4 B (4.1.15) необходимо re -| 
положить ^n = f n ( r ) , 7 = 7я2, 2TR2 ^ R ^ R2- 2TR2. 

Проводя аналогичные выкладки, получим соотношения для 
P е р е р е 

областей Vs, F3, V4, V4, Удг, Удг. В общем виде эти 
соотношения можно записать в следующей форме: 

при i = 2 M f r + 2 M R 1 + 2MFR + . . . + 2 M R a _ , + 5, . . . , 2 M f r + 
+ 2МЯ1 + 2 MFR + . . . + 2 MRA_, + МФА + 1, j = i - M f r - MR1 -
— Mfr — . . . — MRa_1 — 4 в (4.1.15) требуется положить ^n = 

-р -I 
= f n M J > 2 7 ^ ^r 2Tfr, 7 = 7 ^ , а = 1, 2, . . . , TV; 

при % = 2 M f r + 2MRx + . . . + 2 M f r + 5, . . . , 2Mfr + 2МЯ1 + 
+ ... + 2M^A + М Я а + 1, j = i - MFR - MR1 - . . . - MFR - 4 в 

(4.1.15) надо положить ^n = ^n (г) 
T = 7Я а , а = 1, 2, N] 

2тКа ^ r ^ Ra- 2тКа1 
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п р и г = 2 M ^ 1 + 2 M R 1 + ... + 2 М ^ + 2 M R N + 5, . . . , 2 M ^ 1 + 
+ 2МД1 + . . . + 2 М ^ + 2 М Д л г + М 7 + 1, j = i-M^-MRl-...-

- M ^ N - M R N - 4 в (4.1.15) примем Cn = Cn (г), 2т7 ^ г ^ 7 - 2 т 7 , 
T = Tsy 

N 
Обозначим через р = ^ {М<фк + + M y , тогда в соотно-

к=1 
O O о 

шениях (4.1.15) при г = 2р + 5, 2р + 6, . . . , 2р + Me + 1, j = г — 
о е 

— р — 4 положим Cn = Cn(г), 2те ^ г ^ Д* — 2те, т = те. Здесь и 
далее R* — безразмерный радиус, при котором ставятся условия 
локальности возмущений: 

Xij = -Cib Xi,j+1 = 2т£ю - T2Cg + 2^1, 
Xij+2 = 2т3£8 - 4т£ю, ^ , j + з = т2£9 + 2т£ю - 2^ц, 

XiJ+4 = Clb = 2т^14 - T Cl3, 

Xi, к+2 = 2т3^12 - 4Т^14, Жг,А;+3 = T2^i3 + 2rCi4-
Здесь г = M^1 + 2, Afy1 + 3, . . . , 2M^1 - 2, j = i - M^1 - 1, 

(4.1.16) 

A; = j + M + 1 , Cn = Cn (г) , 2rVi ^ r T = T^1. 
При г = 2Мфх + MR1 + 2, 2 М ^ + 2 М Я 1 - 2 , j = 

re -j 

— M^1 — 1 В (4.1.16) надо ПОЛОЖИТЬ Cn = C n ( Г ) 5 2rRi ^ г ^ 

^ Ri- 2TR1, T = T R 1 . 

P е 
В общем виде соотношения для г, j , т в областях Vcn Va, 

P е 
Vr, V (а = 1, 2, TV) можно представить следующим образом: 

при i = 2M^ 1 + 2 M R 1 + 2МФ2 + 2МЯз + . . . + 2МФА + 
+ 2, . . . , 2 M ^ 1 + 2 М Я 1 + . . . + 2 M ^ A - 2, j = I - M ^ 1 - MR1 -- Мф2 - ... - Мфа - 1 в (4.1.16) положим Cn = [Cn ( г ) ]£ , 2 т ^ ^ 

^ Фа- ,т = Тфа, а = 1, 2, . . . , N; 
п р и i = 2 М ф 1 + 2MRx + 2 M ^ 2 + . . . + 2MRA + 2, . . . , 2 M ^ 1 + 

+ 2MRL + . . . + 2МЯ а - 2 , j = i - M ^ 1 - M R 1 - . . . - MRA - 1 в -е и 
(4.1.16) надо положить Cn = C n ( r ) > 2rRa ^ R a - 2 тКа1т = 

L J a 
= -¾, OL = 1, 2, N; 

при i = 2M^ 1 +2MRl+...•+ 2 М ^ + 2 M R N + M 7 + 2, . . . , 2р -2 , 
о P 

j = г — р — I b (4.1.16) примем Cn = Cn 2т7 ^ г ^ 7 — 2т7, 
T = ъ 7' 

при г = 2р + Me + 2, 2р + Me + 3, . . . , 2М - 2, j = г - M - 1 
е 

в (4.1.16) положим Cn = Cn(r)> 2 те ^ г ^ R* — 2те, т = те. 
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(4.1.17) 

Элементы: X i ^ 2 l x^i+s+m (I = + MR1 + 
+ ... + Мфа_1 + MRa_x, Sf = 2, 3, . . . , 6, г = 21 + 3) совпадают 
с соответствующими элементами в (4.1.14), где необходимо толь-

Г P I 
ко положить ^n = £ n ( R a - 1 + ^ J , T = T^a, а = 2, 3, . . . , TV. 

L J a 
То же справедливо и для элементов Xij+2 l ж^г+з, 

(I = Mitl + Mr1 + . . . + M ^ 1 + M i a , 5 ='2, 3, 6, 
re 1 

i = 2/ + 3), где ^n = Сп(ДСК-1 + ^ J J т = rRai а = 2? • • • J 
L J a 

а так же для элементов: Жг,р+ь Жг,р+з, a ^ + s (/ = M + р , 
re 

Sf = 2, 3, . . . , 6, г = 2/+3), где надо положить ^n = ^ n (7 + T7) , 
L -I« т = те: 

= 2т£ю - T2^9 - 3^11, Xi, M^2+ 2 = 2т3^8 - 4т£ю + IOfib 

= 2 т £ ю + T 2 ^ 9 - 1 2 ^ 1 1 , X i^ м ф 1 + 4 = 

^ , М ^ + 5 = " f i b = 2rfi4 - T2^i3, 

= 2Т3^12 - 4Т^14, Z i j г+4 = T2^i3 + 2Т^14. 

Здесь I = M + M^1, г = 2 M^1 + 4, Cn = [ f n W>i + ¾ ) ] , г = Ti2l. 
Элементы a ^ + s (/ = M^1 + M i 2 l , Sf = 1, 2, . . . , 5), Жг,м+г+2, 

ж^м+г+з, жг,м+г+4 ПРИ i = 2/ + 4 определяются из соответ-
ствующих выражений (4.1.17), где следует только положить 

Г P 1 
Cn = Cn i + 7 " ^ ) J т = 7V^- Отличные от нуля элементы 

е р р е р е 
в областях V25 Vs, . . . , Удг, F^v, V, V имеют вид 

элементы Xij i+S, XijM+l+2, XijM+l+3, XifM+l+4 {I = Щ1 + 
+ M i 2 l + M h + . . . + M i 2 a - I , 5 = 1, 2, . . . , 5, i = 21 + 4) опре-
деляются из соответствующих выражений (4.1.17), где следует 

Г P I 
положить ^n = in{Ra-1 + T^a) , т = T^a, a = 2, 3, . . . , N + 1; 

L J а 
элементы ^,м+г+2, ^,м+г+з, Жг,м+г+4 = M^1 + 

+ M i 2 l + мн + . . . + Mr^1- S = 1, 2, . . . , 5; i = 21 + 4) опре-
деляются из соответствующих выражений (4.1.17), где следует 

Г P I 
положить ^n = in{Ra-1 + , T = T^a, a = 2, 3, . . . , N + 1; 

L J a 
элементы Xij i+s, Жг,м+г+2, Жг,м+г+з, Яг,м+г+4 (I = M^1 + 

+ M i 2 l + . . . + Мфа; Sf = 1, 2, . . . , 5; г = 21 + 4) определяются 
из соответствующих выражений (4.1.17), где следует положить 

Cn= СпС^ + Ы*) ,T = T i 2 a j Q = I, 2, ...,JV r + !. 
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е е р р 
При а = TV + 1 следует положить Va = V, Va = Vr  

= 27¾ - Xhi = 273¾ - 47¾, 

XiJ+1 = 27¾ + 72¾, Xii м+1-2 = ^4 J 
Жг,м+г-1 = - 6 ¾ , Xî M+l = 27¾ 72¾ + 12¾, 

Жг,м+г+1 = 273¾ - 47¾ - 10¾. 

Здесь I = Mfr + MR1 + .. . + M^ a , г = 2 / - 1 , = [^n ( ^ a - ^ j l , 
L J a 

7 = T0a , су = 1, 2, . . . , TV + 1; при а = TV + 1 следует положить р р 
Va = V. 

Вид аналогичный соотношениям (4.1.18) имеют следующие 
группы элементов X h h х ^ М + i + S (I = M 0 1 + M R 1 + 
+... + Mfta; S = —2, —1, . . . , 2; г = 21 — 1), где следует положить 

ге 
Cn= in(Rci ~ rRa T = TRAL A = I1 2 , T V : 

(4.1.19) 

= Clb = - 6 £ ц , ^ - 1 = 2г^ю ~ T2^9 + 12¾!, 

Xli = 273¾ - 47^10 - IOClb = 27^10 + T2^9 + 3 £ Ш / 

Xi, М+1 = 27^14 - 72^13, Xi^M+l+1 = 273^12 - 47^14, 
%i,M+l+2 = T2Cl3 + 27^14. 

Здесь I = Mfr + MR1 + . . . + Mfr1 i = 21 - 1, ^n = [Cn(V>a -

- тФа) , r = Tfr, a = I1 2, ..., N + 1; при a = TV + 1 следует 
J a p p 

положить V a = V. 
Вид аналогичный (4.1.19) имеют следующие группы элемен-

тов: Xij+s, Xii M+h ^г,М+г+Ь XhM+l+2 (I = Mfr jT MR1 + ... 
. . . + Mft a , Sf = - 3 , - 2 , . . . , 1, г = 2/), где надо принять ^n = 

ге 
Cn - TRa т = тК а 1 а = 1, 2, TV. 
В строке г = 2M0 a + 1 (a = 1, 2.., TV) расположены элементы 

вида _ 1 " 2 1 3 
>о 

= ^ + 
V a 

ipa \ J 

2 г7 

ТФа фа 2 т, 

2 тх Vo 

2_ 

Фа 
_ îO 

Vo 
_ _ 2< 9̂ _ 5у?ю  

-4,/+1 — 2 ' 

_ 5у?ю — 2 j 



M l Моделирование отказа горизонтальной выработки 157 

Для г = 2Мфа + 2 (а = 1, 2.., JV) верны соотношения 
_ 1 _ 4 _ 5 х1,Мфа-2 — хг,Мфа-I--^-J 

Фа Фа Фа 

хг,Мфа+1 = 2 ( - J , ®i,M^a+2 = - J - , 
V Тфа

 rRa J rRa 

4 1 . ( 2 2 \ 
= " — , ®t,M^a+4 = — +VlO I — " — I • 

Да \ Фа Ra / 

В этих строках (2TV строк) вычисления соответствуют точкам 
г = ф а {а = 1, 2, JVr). 

При i = 21 + 1 (/ = M^1 + МД 1 + . . . + a = 1, 2, . . . , JV) 
элементы определителя вычисляются по формулам 

1 . 3 2 1 
= 1 + , Жг,г+2 = , Xij+з = , 

^ТФа+1 ТФа+1 ^ТФа+1 
™ 1̂2 ^ 4̂ 12 _ b(fl2 Xi,M+l-I = -^-J Xi мJrI — - , Жг м+г+1 = —J 

rR rR rR Sla Sla Sla 

*i,M+i+2 = ^ - ^ + ^ ( ^ - ½ ) , (4.1.20) 

_ 2^11 5(̂ 12 жг,М+г+3 — — 5 
ТФа +1 + l 

<£ll I 4(̂ 12 <̂ 12 ^г,М+г+4 — + — , Xi^M+l+5 — 2 7 ьj iк/ Ti'T'J 2 
+ 1 'V>a + 1 T^a + 1 

При г = 21 + 2 имеем 
_ 1 _ _ 4 _ 5 

Xi iI-2 — ^ ^г, Z-I — ~ ^ Хц — — , 
^rRa

 rRa
 rRa 

o f 1 1 \ 5 
Xi,l+l = ^ I — - — 1 • Xi^iJr2 = - — , 

\Г^а + 1 rRaJ Тфа + 1 
4 1 Xi,1+з = — ^ Xî iJr 4 = —— . 

Эти 2JV строк соответствуют граничным условиям на линии 
сопряжения i-го и г + 1-го слоев крепи и массива. При а = N р р 
следует положить V a +i = V, Тфа+1 = T7. 

о 
При г = 2р + 1 имеют место элементы: 

_ _ 1 _ 2 _ 1 _ 3 Xi, р—1 — - , Жф — , Xi^pJr 1 — — - , 
7 7 (4.1.21а) 

_ <£14 _ 4(̂ 14 _ 5(̂ 14 жг,М+р-1 — — Xii м+р — —— j — ——— 5 
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т . ( 2 2 \ 5(̂ 14 
Xi,M+p+2 = — + Ч> 14 I — - — J • %i,M+p+3 = ——, 

7 \ r 7 W те (4.1.216) 
_ 4(̂ 14 _ (£14 — ——— j Xi,M+p+5 ~ • Te Te 

о 
При г = 2р + 2 элементы имеют вид 

_ _ 1 _ 4 _ _ 5 
р—2 — р—1 — ^гр — ^Jj 

г) 1 1 \ _ 5 _ 4 _ 1 
— ^ I — 2 / ' XhP+2 ~ 2' жг,р+3 — —j — — • \ T^ Te J Te Te Te 

Эти две строки соответствуют условиям на границе 7 раздела 
упругой и пластической областей массива. 

Оставшиеся элементы соответствуют значению г = R*: 
Х2М-1.М-1 = 1, X2M-X1M = —4, Ж2М-1,М+1 = 3, 

X2M1 М—2 = —1, X2M, M-I = 4, X2M, M = —5, 
X2M1 м+1 = 2, Х2М-\-1,2М

 = I? ^'2M+I,2M+I = —4, (4.1.22) 
^2М+1,2М+2 = 3, ^2М+1,2М-1 = ~1- '̂2М+2,2М = 4, 

^2М+2,2М+1 = —5, ^2М+1,2М+2 = 2. 
Таким образом, в рамках конечно-разностной схемы, задача 

локальной потери устойчивости (отказа) горизонтальной вы-
работки с многослойной крепью в трехмерном случае сведена 
к разрешимости матричного уравнения det (хц) = 0, элементы 
которого имеют вид (4.1.14-4.1.22) 

Результаты вычислительного эксперимента приведены на ри-
сунках 4.1.1-4.1.4 для случая, когда горный массив содержал 
выработку, подкрепленную двухслойной крепью. Рассмотрены 
варианты: 1 — материал массива — песчаник, не опасный по вы-
бросам, внешний слой крепи — железобетон, внутренний — бе-
тон; 2 - материал массива — песчаник, не опасный по выбросам, 
внешний слой крепи — бетон, внутренний - железобетон; 3 - ма-
териал массива — аргиллит, внешний слой крепи — железобетон, 
внутренний - бетон; 4 - материал массива — аргиллит, внешний 
слой крепи — бетон, внутренний — железобетон. 

На рисунках 4.1.1-4.1.4 показана область критических значе-
ний контактных давлений q\, q2l при различной геометрии вы-
работки и крепи, которым соответствуют значения параметров 
волнообразования т = п = 4. При этом безразмерное значе-
ние гидростатического давления в нетронутом массиве gh = 
= 0,01, геометрические параметры RQ/R2 изменялись в интер-
вале 0,001/1,1 0,005/1,1. 

Анализ численного расчета показал: 
локальная потеря устойчивости горизонтальной горной вы-

работки с разномодульной двухслойной крепью происходит по 
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осесимметричной форме, которой соответствуют значения пара-
метров волнообразования т = п = 4. По-видимому, осесиммет-
ричная форма потери устойчивости горизонтальной выработки 
будет реализовываться и при любом конечном количестве слоев 
крепи; 

область значений критических параметров, существенно за-
висит как от физико-механических, так и геометрических пара-
метров конструкции — рисунки 4.1.1-4.1.4; 

при увеличении давления qo на внутреннем контуре первого 
слоя крепи значения критических контактных давлений, соот-
ветствующих локальной потери устойчивости, увеличиваются 
(см. рис. 4.1.1). 

4.2. Моделирование отказа вертикальной выработки 
с многослойной крепью при совместном расчете крепи 

с массивом горных пород 
При добыче полезных ископаемых должно быть пройдено 

большое количество вертикальных шахтных стволов, которые 
являются долговременными и дорогостоящими инженерными 
сооружениями. Устойчивость вертикальных выработок в упру-
гих и упругопластических массивах, как отмечено во введении, 
изучалась многими авторами [1, 2, 5, 108, 232, 257, 283]. При 
этом в частности, показано, что локальная потеря устойчивости 
вертикальной выработки кругового поперечного сечения проис-
ходит по осесимметричной форме. 

Рассмотрим задачу о моделировании отказа вертикальной 
выработки с многослойной (JV-слойной) крепью при совместном 
расчете крепи с массивом горных пород, в предположении, что 
слои работают совместно без проскальзывания и отставания. 
Внутренний радиус i-го слоя — Ri-I1 внешнего — Ri. На внутрен-
нем контуре i-го слоя приложена сжимающая нагрузка qi-i, на 
внешнем qi (г = 1, 2, . . . , N). 

В этом случае начальное (докритическое) состояние в г-м 
слое крепи описывается уравнениями (3.2.18) и (3.2.19). Грани-
ца раздела упругой и пластической областей определяется 
из (3.2.20). Основное напряженно деформированное состояние 
в массиве определяется соотношениями (3.3.3) и (3.3.4). Граница 
раздела 7 вычисляется из (3.3.5). 

Будем рассматривать осесимметричную форму потери 
устойчивости, тогда и = u(r, z), v = 0, w = w(r, z). Согласно 
(1.5.2) имеем соотношения (2.2.3), т. е. 

GR = О + (2 — АЛИ Г + a*- , GQ = сг + (2 — а*)- + а*и г, 
Г (4.2.1) 

GZ = G + 2ГИ Г, GRZ = U^Z + W R . 

При а* = 0 в (4.2.1) приходим к решению в упругой области. 

6 А.Н. Спорыхин и А.И. Шашкин 



162 Моделирование отказов горных выработок [ Гл. 4 

Решение линеаризированной системы уравнений устойчиво-
сти (1.5.16) для цилиндрических задач в случае осесимметрич-
ной формы потери устойчивости (v=0) с учетом (4.2.1), выберем 
в виде 

OO OO 
и = cos(nz), w = ^2 Cn(r) sin(n^), 

n ^ n 

OO 
CF = ̂  D n (r) cos(nz). 

n 
Тогда повторяя результаты § 2 второй главы оставшиеся два 

уравнения системы (1.5.22) для краткости запишем в виде 

D'(г) = Фх (г), D (г) = --Ф2(г). (4.2.2) п 
Дифференцируя второе уравнение (4.2.2) по г и вычитая его из 
первого, получим 

!ф'з + ф! = 0 . (4.2.3) 
п 

Из условия несжимаемости (1.5. 24) следует 

С = - - (А! + . (4.2.4) 
п \ г J 

Исключая, с помощью равенства (4.2.4) функцию С, уравнение 
(4.2.3) можно переписать в терминах функции А: 

£lA('V) ( r ) + 6 Л / " ( г ) + е з А » ( г ) + ^А>(г) + ^ А ( г ) = Q5 (4 2 5) 

где 
/ - - 1 ° / - 1 (С\ O O О \ 
FL = 1 + 0 > , ^ 2 = - ^2 + CFR + CFQ + TDГ, Г J , 

Сз = п2 (ац - а33) + i (а г , г + <jfl,r) - ( l + 2<jr - <jfl) , 

С4 = у (̂ <9 ~ а*) ~ ^ (^2crr?r - (Jfl5 r ) + A + 2CTr- (Jfl) , 

Сб = ( l + 2аг - afl) + (2<jr?r - (jfl?r) + (а* - <Jfl) - n4. 

Система уравнений (4.2.5) соответствует областям пластиче-
P е 

ского V и упругого V при а* = О деформирования массива. Если 
же функции А и компонентам тензора напряжений припишем 

P е 
нижний индекс г, то (4.2.5) будет соответствовать зонам Vi и Vi 
г-го слоя крепи (г = 1, 2, . . . , JV). 

Граничные условия (1.5.23) на внутреннем контуре первого 
слоя крепи при Г = RQ С учетом (4.2.1) и выбора формы потери 
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устойчивости таковы: 
'Vt 

1 + (41(П+НЧ4+41(Ч 
•Ш1+2(Ч-( 
HM(S)1--2(¾), 

(4+НЧ 

о р \ 
aeJ1 

+ n z а* 1 + (41} (Ч 

+ 

+ п 2 ( 1 + а*)} ( а ) = 0 , 

( A ) 1 = O. 

(4.2.6) 

1 I ( о р .1 + ( (Tr 

Из условий сопряжения (1.5.3) на упругопластической границе 
ipi (i = 1 , 2 , . . . , TV) в этом случае получим 

(A) - ( A ) = O , (A ' ) - ( A ' ) = о , 
\ / г \ / г \ / г \ / % (Л О 

(>),-(>),-• (4+(¾--
На границе раздела 7упругой и пластической областей мас-

сива имеют место условия аналогичные (4.2.7), в которых сле-
дует опустить индекс г и rIpi заменить на 7. 

На границе i-го и (г + l)-ro {г = 1, 2, . . . , N) слоев крепи 
согласно (1.5.12) имеют место соотношения 

(А) -(А) = 0, (А') -(А!\ = 0, V ) г+1 V Ji ' V J i+l V Ji ' (4 2 8) 

ГА») -CA") = о , ( ! ' ) - ± ( 5 ) = о . 
V У г + 1 V Ji V У г + 1 Л * \ У г + 1 

Из условия локальности возмущений Uj —>> 0 при г —>• оо 
следует 

A7 = 0, An = 0. (4.2.9) 
Таким образом, получили замкнутую краевую задачу 

(4.2.5)-(4.2.9), коэффициенты уравнений которой зависят от 
безразмерных параметров материалов CI1 Â , C1 K, радиусов R̂o? 
rIpi1 Ri1 7 интенсивности нагрузок go (¾ = I5 2, . . . , 7V), 
параметра волнообразования п и глубины h. Эту задачу 
в терминах функции А положим в основу исследования 
отказов вертикальных выработок с многослойной крепью 
при упругопластическом поведении массива и крепей и 
докритическом состоянии определенном выше в § 2 и 3. 

Для решения задачи, как и ранее, будем использовать ко-
нечно-разностный метод. Обозначим через {г = 1, 2 . . . , 5) 
коэффициенты уравнения (4.2.5) и через ЬЦ (Г = 1 , 2 . . . , 4 ) 
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и b2i (i = 1, 2, 3) коэффициенты уравнений (4.2.6). Функции 
р 

A(r) и ее производным следует в каждой зоне конструкции Vi1 е 
Vi (г = 1 , 2 , . . . , N) присвоить индексы ^ и е̂  соответственно. 
Перейдем с помощью аппроксимаций (1.6.1), (1.6.2) от диффе-
ренциальных уравнений к разностным уравнениям. 

Уравнение равновесия (4.2.5) преобразуется к виду 

AJ-2 (Ь31 - ^ 632) + А3_ 1 ( - 4 ½ + т&з2 + т263з - у ^34) + 

+^•(66з1 -2Т2Ь33+Т%5)+А3+1 ( - 4 H I - тЬ32 + т2Ь33 + ^ 634) + 

+ А^+2 (ь31 + I ь32) = 0 , (4.2.10) 

а граничные условия (4.2.6) принимают вид 

(Aj) i (тЧи ~ §т2613 + 2г612 - Ib1 1) + ( V ) х х 

х (9Ьц - 5ТЬ12 + 2Т2Ь13) + ( I ^ 2 ) i (4Т612 - I т2613 - 126 n ) + 

+ ( V ) i ^ i i - т 6 1 2 ) + ( А ^ ^ т Ч п ) = 0, 

(¾) i (2621 - I Tb22 + т2633) + (Ii+i) i (2Tb22 - ЪЬ21) + 

+ ( V 2 ) i (4Ьз1 - I b22) + ( V a ) 1 ( " Ы = 0-

Условия сопряжения (4.2.7) при г = ipi (г = 1 , 2 , . . . , TV) 
перепишутся в форме 

i ( V 2 ) , - S ( V 1 ) 1 + S ( J j ) j - 2 ( V . ) , + К 1 » ' ) , = »• 

( V 3 ) 1 - 4 ( V 0 , + » ( V i ) , - 4 ¾ ) , + « ( V . ) , -

4 V 2 ) + ( V 3 ) . = 0, 

v Л v (4.2.12) 

l ( V 0 « - 2 ( V i ) 4 + (¾) , ( I - = 0. 

( J j ) f - ( A j ) j = O. 
Если в соотношениях (4.2.12) убрать индексы г, а величину ipi 
заменить на 7, то получим условия на границе г = 7. 
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Условиям (4.2.8) соответствуют соотношения 

1 / е \ / е \ / е \ /Р. \ л /rP 
( V 2 ) i - ! ! ( V i ) i + S(AJ)I - 2(^.+ 1)1 + 1 + I ( A I M ) I = О, 

( A ^ ) i - 4 ( V 2 ) _ + S ( A ^ 1 ) i " 4 ( 1 Д + 5 ( V . ) w " 

- 4 M m + ( V 3 ) m = 0, (4 .2.13) 

i ( V , ) ( - K V O i + ( A i ) i G - £ ) = о, 

г+1 

Условия на бесконечности (4.2.9) преобразуются к виду 
е е е 

ЗА/ - 4Aj-_ 1 + Aj-2 = О, 
е (4.2.14) 

2 А- - 5 A i + 4 A 2 - A 3 = О 

Система уравнений (4.2.9)-(4.2.14) представляет собой беско-
нечную систему однородных алгебраических уравнений линей-
ных относительно величин Ani A1

n (г = 1, 2, . . . , N). Следова-
тельно, как и в предыдущем параграфе, исследование вопроса 
о локальной потере устойчивости (об отказе) вертикальной вы-
работки с многослойной крепью при совместном расчете крепи 
с массивом горных пород сведено к определению допустимых 
комбинаций критических параметров контактных давлений qi 
{г = 0, 1, N), из условия равенства нулю определителя 
конечно-разностной системы уравнений (4.2.9)-(4.2.14). 

Ненулевые элементы определителя det (xij) следующие: 

Xn = r3bu - ^ Т 2 & 1 3 + 2T&I2 - ^ Ьп, Xi2 = 96ц - ЪтЪХ2 + 2 T 2 & I 3 , 

1 2 Ж1з = 4T6i2 - - т bis - 126ц, х и = 7Ьц r6 i 2 , 

з з ( 4 2 Л 5 ) 

^15 = - - T2^n, X2I = 2&21 - т622 + Т2623, 

ж22 = 2ТЬ22 - 562Ь Ж23 = 4621 - ^ b 2 2 , X24 = -Ь2Ъ 

здесь Ьц = 6н(г) , г = 1, 2, 3, 4; b2i = (b2i(r)^ , г = 1, 2, 3, 
г = До. 

Элементы 
^ M i + i , j + i ( M i = M ^ 1 + М Д 1 , j = M i - 3, M i - 2, . . . , M i ) 
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и 
XM1+2, j+1 (Ml = Mfr + Mft1, j = M1- 2, Ml - 1, Ml) 

определяются по соотношениям (4.2.14) для хц (г = 5, 4, 3, 2) 
и 2̂¾ (¾ = 4, 3, 2) соответственно, в которых только следует 

положить Ьц = M r ) b2i = b2i(r) , г = i?i. Отличные от 
р е р е 

нуля элементы для областей V2, V2, . . . , VN1 VN представимы 
в следующей форме. 

Элементы 
я м а _ 1 + и + 1 ( м а = £ ( M ^ + M f t J , 

Aj=X 
J = М а _ ь М а _1 + 1, . . . , М а _ 1 + 4) 

и 

*ма_1+2, j+i ( м а = ( M ^ + M f t J , 
A j = X 

J = М а _ ь М а _1 + 1, . . . , М а _1 + 3) 
определяются по соотношениям (4.2.14) для хц (г = 1, 2, . . . , 5) 
и Ж2г (¾ = 1, 2, 3, 4) соответственно, где надо положить Ьц = 

-V I 
= bli(-Ra-l) 5 b2i 

\V 
b 2 i ( R a - i ) . Здесь a = 1, 2, . . . , N и при 

а = 1 принято JVq, 1 = 0. 
Элементы а 

xMa+i,j+i (Ma = (Mfr + M f t J , J = Ma-3, M a - 2 , ..., M a ) 
/ с=1 

И 

SMa+2,j+i (M a = ( M ^ + M f t J , j = M a - 2, M a - I , M a ) 
Aj=X 

определяются по соотношениям (4.2.14) для (г = 5, 4, 3, 2) 
и Ж2г (¾ = 4, 3, 2) соответственно, в которых положим Ьц = 

blг (-Ra) Ъ2г = 
Элементы 

b 2 i ( R a ) a = 1, 2, JV. 

TV 
j+1 (M7V = 53 ( M ^ + M f t J , 

/ с=1 

j = MN, M7V+ 1, M7V+ 4) 
и TV 

ЯМ„+2,j+1 ( ^ V = E + 
/ с=1 

j = MN, M 7 v + ! , M 7 v + 3) 
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определяются по соотношениям (4.2.14) для хц (г = 1, 2, . . . , 5) 
и X2i (i = 1, 2, 3, 4) соответственно, где надо положить Ьц = р р 

= M^v)> b2i = b2i(RN): 

Xij = Ь31 - ^b32, Жг,j+1 = - 4 ½ + тЬ32 + Т2Ъ33 - Т— 634, 

j+2 = 6631 - 2Т2Ъ33 + Т4&35, 

2 г3 
хг, j+3 = - 4 ½ - Tb32 + T 633 + — 634, 

(4.2.16) 

XiJ+4 = &31 + 7^32-

При г = M a _ i + 3, М а _ 1 + 4, . . . , M a _ i + M h - 1, j = г - 1, 
а 

M a = Y , + M0 = 0, а = 1, 2, . . . , JVr В (4.2.16) надо 
k=i 

Г P -I 
ПОЛОЖИТЬ &3S = &1г(г) , Ra-I + 2т ^ г ^ *фа — 2т. 

При г = М а _1 + M h + 3, . . . , M a - 1, J = г - 1, M a = 
a 

= ^ (МФК + MRk)^ А = 1, 2, . . . , N в (4.2.15) надо положить 
/с=1 

&3s = 
ГЕ 

bit (г) ,Vv*+ 2т ^ г ^ Д а - 2 т . 
При г = Мдт + 3, Мдт + 4, . . . , MN + M y - I , j = г - 1, 

Мдт = ^ (M^k + MRk) в (4.2.16) надо положить b3s = Ьц(г), 

i?7V + 2т ^ г ^ 7 - 2т. 
При i = Мдт + M 7 + 3, . . . , MN + M 7 + M e - 1, j = i - 1, 

Мдт = ^ (M^k + МЯ/г)в (4.2.16) надо положить b3s = Ьц(г), 
к=1 

7 + 2 т ^ г ^ R*-2т; ME — количество точек разбиения в упругой 
области массива, i?* — радиус массива, при котором ставятся 
условия локальности возмущений: 

при j = M a _ 1 + M h 

3+3 — xJ5J-I ж, ', j+2 — ^ j j — 2, Xj j j r 1 — 3; 

при J = M a _ i + M h + 1 

xJ5J-3 — xJ5J+з — I5
 xJ5J-2 — xJ5J+2 — 4, 

Ж 7, j -1 — x j , j+1 — 5, ^ j j — 4; 
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при j = Ma^1 + Мфа + 2 
1 _ _ _ _ 
2 , X j i j . 2 - X h j - I - - — ; Xj,J-Z — о> xJ5J"2 — XjJ-I • 

при j = M a 

x j 5 j+3 = X j j - i = - , x j j + 2 = Xjj = —2, = 3; 

при j = M a + 1 
XJ5J-3 = x j , j+3 = 1, Xjj—2 = Xji j+2 = - 4 , 

xJ5J-1 = j+i = xJJ = —4; 
при j = Ma+ 2 

X J 5 J - 3 = 2 ' = — x j , j - l = ~ — -J^-

Здесь a = 1, 2, . . . , N и при a = 1 принято -/Vq _i = 0; 
при j = MN + M 7 

X J , J + 3 = X J , J - I = X J 5 J + 2 = X J J = — 2 ,
 xj,j+i — 3 ; 

при j = Мдг + M 7 + 1 
XJ, j -3 = x j , j+3 = 1, Xj,j_2 = XjJ+2 = - 4 , 

x j , j - i = xJ,J+I = Xjj = —4; 
при j = MN + M 7 + 2 

X J 5 J - 3 = X J 5 J - 2 = — 2 ,
 xj,j-i = - — ^l; 

при j = Мдг + M 7 + M e 

X J 5 J + 3 = X J , J - I
 = xJ5J+2 = ^ J J = — 2 , X J 5 J + I = 3 ; 

при j = Мдг + M 7 + M e + 1 
xJ5 j -3 = xJ,J+3 = 1, XjJ-2 = XjJ+2 = —4, 

X j j - i = j+i = 5, Xjj = —4; 
при j = M7V + M 7 + M e + 2 

1 3 TR * 
X J 5 J - 3 — - J X J 5 J - 2 — — A X J J - I — - — — ; 

xM+l,M-2 = XM+1,M-1 = 0, XM+l,M = XM+1,M+1 = - 2 , 

_ 3 n X'M+1, M+2 — - , XM+2,M-1 = Xm+2,M = X*M+2,M+1 = U5 

N 
XM+2,M+2 = 1, M = Y . (МФк + + M 7 + M e . 

Ife=I 
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Таким образом, в рамках конечно-разностной схемы, задача 
локальной осесимметричной формы потери устойчивости вер-
тикальной выработки с многослойной крепью сведена к раз-
решимости матричного уравнения det (xij) = O c элементами 
отличными от нуля, приведенными выше. При этом при вычис-
лении определителя det (2¾), наряду с основным напряженно-

P е 
деформированным состоянием для каждой из областей Vi1 Vi 

р е 
(г = 1, 2, . . . , N) крепи (3.2.18), (3.2.19) и областей V, V массива 
(3.3.3), (3.3.4), необходимо также учитывать уравнения (3.2.20) 
и (3.3.5), определяющие положения упругопластических границ 
ipi многослойной крепи и 7 — в горном массиве. Минимизация 
должна проводиться по параметру волнообразования п, пара-
метрам материала и конструкции Xj. 

Таким образом, как и в предыдущем параграфе, получаем 
задачу многомерной оптимизации величин qi (г = 0, 1, 2, . . . , N) 
в зависимости от п при условии равенства нулю определителя 
полученной алгебраической системы: det(g^, n, Xj) = 0. 

Численный расчет проводился для случая, когда горный мас-
сив аргиллита содержал выработку, подкрепленную двухслой-
ной крепью. Причем материал внешнего слоя крепи — бетон, 
внутреннего — железобетон. Результаты расчета представлены 
на рисунках 4.2.1-4.2.3. 

Яз ^05 O1OS O1Ol 
1,3 1,3 1,3 

Рис. 4.2.1 
На рис. 4.2.1 показана область критических значений пара-

метров контактных давлений q\, q2 при различной геометрии 
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конструкции, которым соответствует значение параметра вол-
нообразования п = 2. При этом принималось безразмерное зна-
чение гидростатического давления в нетронутом массиве gh = 
= 0,01, геометрические параметры RofR 2 изменялись в интерва-
ле 0,01/1.3 + 0,1/1,3. На рис. 4.2.2 показана область критических 

q2 • Ю 
96,600 

96,595 
87,481 
87,475' 

83,359 

78,101 
78,095 

70,118 

56,877 

43,642 
43,636 

42,240 
42^237 

55,220 68,203 76,118 8 1 Д 8 6 85,240 94,167 
76,120 94,170 

gh-!О"2 

7 
Рис. 4.2.2 

значений параметров контактных давлений q\, q2 при значениях 
безразмерной величины гидростатического давления gh изменя-
ющихся в интервале 0,03 + 0,07, при этом геометрические пара-
метры Ro/R2 = 0,01/1,1. На рис. 4.2.3 представлена зависимость 

оптимальной толщины крепи от 
RQ/Ri безразмерной величины гидро-

статического давления (от глу-
бины заложения выработки). 

Анализ численного расчета 
показал: 

осесимметричная форма по-
тери устойчивости вертикальной 
выработки с разномодульной 
двухслойной крепью происхо-
дит при значении параметра 
волнообразования п = 2; 

с ростом гидростатического давления критические контакт-
ные давления qi [г = 1, 2) возрастают (см. рис. 4.2.2); 

ОД 
1,1 

0,06 
1Д 

0,02 
1Д 

go = 0 go = 0 

0,01 0,03 

Рис. 4.2.3 

0,04 gh 
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при увеличении давления на внутреннем контуре первого 
слоя крепи значения критических контактных давлений, соот-
ветствующих локальной потери устойчивости, увеличиваются 
(см. рис. 4.2.1); 

оптимальная толщина крепи существенно зависит от глуби-
ны заложения выработки (см. рис. 4.2.3); 

область значений критических параметров, определяющая 
отказы выработки существенно зависит от геометрических па-
раметров. 

4.3. Исследование устойчивости 
многослойной разномодульной крепи 

вертикальной горной выработки в массивах, 
обладающих упругопластическими свойствами 
Как отмечалось выше крепежные конструкции (крепи) гор-

ных выработок являются долговременными и дорогостоящими 
инженерными сооружениями. Поэтому вопрос об устойчиво-
сти самих крепей является также актуальным вопросом, как 
в плане их безаварийной эксплуатации, так и в экономическом 
плане. 

В этом параграфе моделируется потеря устойчивости мно-
гослойной (JV-слойной) крепи, подкрепляющей вертикальную 
выработку. Действие массива на внешний слой крепи опреде-
ляется соотношением (3.3.3) при г = R n . Предпологается, что 
слои работают совместно без проскальзывания и отставания. 
Внутренний радиус i-го слоя — Ri-I1 внешнего — Ri. На внутрен-
нем контуре г-го слоя приложена сжимающая нагрузка qi-i, на 
внешнем qi (г = 1, 2, . . . , N). 

Докритическое напряженно-деформированное состояние в 
г-м слое крепи описывается уравнениями (3.2.18) и (3.2.19). Гра-
ница раздела ^ упругой и пластической областей определяется 
из (3.2.20). Основное напряженно деформированное состояние 
в массиве определяется соотношениями (3.3.3), (3.3.4). Граница 
раздела 7 вычисляется из (3.3.5). 

Математическая модель для исследования потери устойчиво-
сти состояния равновесия разномодульной крепи вертикальной 
выработки, в случае осесимметричной формы потери устойчи-
вости и = u(r, z), V = 0, w = w(г, z), как и в предыдущем 
параграфе, сводится к бесконечной системе обыкновенных диф-
ференциальных уравнений состоящей из 

уравнений равновесия (4.2.5) для каждой из областей упру-
е р 

гого V и пластического V деформирования слоев крепи (Г = 
= 1, 2, . . . , N); условий на внутреннем контуре первого слоя 
крепи при Г = RQ (4.2.6); 
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условий на внешнем контуре последнего слоя крепи при г = 
= R n (4.2.6), где надо опустить индекс 1, при этом действие 

О р о р 
массива на крепь, т. е. величины Gr и gq определяются из 
соотношений (3.3.3); 

условий сопряжения на упругопластической границе (г = 
= 1, 2, . . . , N) (4.2.7); условий сопряжения на границе i-го и 
(г + 1)-го (г = 1, 2, . . . , N - 1) слоев крепи (4.2.8). 

Таким образом, получили замкнутую краевую задачу в тер-
минах функции А, коэффициенты уравнений которой зависят 
от безразмерных параметров материалов Ci, /¾, радиусов r^i, Ri1  
интенсивности нагрузок qi, qo (г = 1, 2, . . . , N), параметра вы-
пучивания п. 

Отметим, что если в полученной краевой задаче количество 
слоев крепи N положить равным 1, то приходим к результатам 
работы [283]. 

Для решения задачи, как и ранее, будем использовать ко-
нечно-разностный метод. Обозначим через b3i (i = 1, 2 . . . , 5) 
коэффициенты уравнения (4.2.5) и через Ьц (i = 1, 2 . . . , 4) и b2i 
(г = 1, 2, 3) коэффициенты уравнений (4.2.6). Функции А(г) и P е 
ее производным следует в каждой зоне конструкции Vi, Vi (г = 
= 1, 2, . . . , N) приписать индексы р , е ж i соответственно. 

После применения обычной процедуры получим бесконеч-
ную систему однородных алгебраических уравнений линейных 
относительно параметров A1

n [г = 1, 2, . . . , N). 
Ненулевые элементы определителя det(xij) полученной си-

стемы следующие: 

X11 = т3Ьы ~ ^ т2Ь13 + 2ТЪ12 - ^ Ь ц , 

X12 = 96ц - ЪтЪ12 + 2т2Ъ13, 
1 2 X13 = Arb12 - - т Ь13 12Ьп, Ж14 = 7Ьц - тЪ12, (4.3.1) 

3 2 3 2 
X15 = - - T Ь п , X21 = 2 Ь 2 1 - T B 2 2 + T Ъ23, 

х22 = 2ТЬ22 5Ь21, ж23 = 4b2i ^b22, ж24 = -Ь 2 1 , 

г P г P 
Ьц(г) , г = 1, 2, 3, 4; b2i = b2i(r) = 1, 2, 3, з д е с ь b u = 

г = До-
Э л е м е н т ы X M 1 + 1 , J + 1 ( M l = M h + M f t 1 , j = M 1 - 3 , 

M i - 2 , . . . , M i ) и ж м 1 + 2 , j + i ( M i = M h + М Я 1 , j = M 1 - 2 , 

M i — 1, M i ) о п р е д е л я ю т с я э т и м и ж е с о о т н о ш е н и я м и ( 4 . 3 . 1 ) д л я 

^ i i (¾ = 5 , 4 , 3 , 2 ) и X 2 ^ (г = 4 , 3 , 2 ) с о о т в е т с т в е н н о , в к о т о р ы х 
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следует положить Ьц = Ьц(г) , b2i = b2i(r) , г = R\. Для 
р е р е 

областей V2, V2, - - - , Vjy, Vjy отличные от нуля элементы 
определителя запишутся так: 

элементы а 
XMa-1+lJ+l (Ma = E (Щн + MRk), 

к=1 
j = Ма_ь Ма_ 1 + 1, . . . , М а _1 + 4) 

* M a _ 1 + 2 , j + 1 ( М а = E (Мфк + М д Л ) , 
/с=1 

J = Ма_1, М а _1 + 1, . . . , М а _1 + 3) 
определяются по соотношениям (4.3.1) для хц {г = 1, 2, . . . , 5) 
и ж2г (¾ = 1, 2, 3, 4) соответственно, где надо положить Ьц = 

b l i ( R a - l ) b 2 i ( R a - i ) ; здесь а = 1, 2, TV и 
принято при а = 1, N a - 1 = 0; 

элементы 
а 

жма+1,j+1 ( м а = E (Мфк + МдЛ), j = Ma-3, М а - 2 , . . . , М а ) 
Aj=X 

жма+2,j+1 ( м а = E ( M ^ + MRk), j = Ma- 2, M a - 1, Ma) 
Aj=X 

определяются по соотношениям (4.3.1) для (г = 5, 4, 3, 2) 
и Ж2г (¾ = 4, 3, 2) соответственно, в которых положим Ьц = 

bli(Ra) , b2i = Ы ^ а ) а = 1, 2, TV: 

= Ь31 - ^ 632, Жг, j+1 = -4&31 + Тб32 + Т2&33 - у 634, 

^г, j+2 = 6&31 - 2Т2633 + Т4635, (4.3.2) 

Яг, j+3 = - 4 ½ - Tb32 + Т2633 + у 634, Жг, j + 4 = ^31 + ^32-

При % = М а _ 1 + 3, М а _1 + 4, . . . , М а _1 + Мфа - 1, J = % - 1, 
а 

M a = Y ( Щ к + Мя,) , M0 = 0, а = 1, 2, . . . , TV В (4.3.2) надо 
AJ=X Г P 

ПОЛОЖИТЬ bss = Ьц(г) , Ra-! + 2r ^r ^фа-2т; 
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при г = М а _ 1 + Мфа + 3, . . . , Ma - 1, j = i - I 1 Ma = 

= (М<фк +Mft f c) , а = 1, 2, . . . , JV в (4.3.2) надо положить 
/с=1 

= M r ) 
при j = 

, фа + 2т < г < Ra - 2т: 

V[a-i + Mfr 

xjJ+3 — xJj-I — 2' xJiJ+2 ~ xJJ ~ xj,j+l — 3; 

при J = M a _ i + Mfr + 1 
x J J - S = X3j+3 = j-2 = j+2 = - 4 , 

XjJ-^ = j+i ~ xJJ = — 

при j = M a _ i + Mfr + 2 
1 q 3 Тфа 

xJj-3 — 2' XjJ~2 xjJ~l ~ 2 ~ ~ф~''> 

при j = M a 
xJ5J+3 = x J j - I = 2' xJ5J+2 = xJJ = — X J , J + 1 = 3; 

при j = M a + 1 
x J j s = xJ, J+3 = 1, xjJ—2 = XJ,J+2 = - 4 , 

xjJ-i = X J , J + I — 5 , X J J = — 4 ; 

при j = M a + 2 
1 Q 3 TRa xJj-S — -•> xjJ-2 — ~z-> xJj-I — 2 ~ 

здесь a = 1, 2, . . . , JV и принято JVa_i = 0 при a = 1: 

% + l , M - 2 = ^ M + 1 , M - 1 = 0, Хм+1,М = ^5 ^ M + 1 , M + 1 = —2, 

_ з n Жм+1,М+2 — XMYl1M-X = Жм+2,М = %+2,М+1 = U, 
N 

ХМ+2,М+2 = 1 M = J ] ( M ^ + M f t J . 
/с=1 

Очевидно, при вычислении определителя det (^¾) вместе 
с нахождением основного напряженно-деформированного со-

P е 
стояния для каждой из областей Vi1 Vi (i = 1, 2, . . . , JV) крепи — 

(3.2.18), (3.2.19) и областей V1 V массива (3.3.3), (3.3.4) необ-
ходимо учитывать уравнения (3.2.20) и (3.3.5), определяющие 
положения упругопластических границ фi многослойной крепи 
и 7 — в горном массиве. 
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Таким образом, как и в случае ранее рассмотренных задач 
устойчивости, задача устойчивости многослойной крепи, когда 

о р о р 
действие массива на крепь определяется величинами Gr и Gq 
согласно (3.3.3), сводится к задаче многомерной оптимизации 
величин qi (i = 0, 1, 2, . . . , N) в зависимости от п при условии 
равенства нулю определителя полученной алгебраической систе-
мы, т. е. det{qi, n, Xj) = 0. 

Численный расчет проводился для случая, когда горный мас-
сив содержал выработку, подкрепленную двухслойной крепью. 
При этом материал массива — аргиллит, внешний слой крепи — 
бетон, внутренний — железобетон; Безразмерные характеристи-
ки песчаника, аргиллита, бетона и железобетона выбирались 
согласно табл. 3.4.1. 

На рисунках 4.3.1, 4.3.2 показана область критических 
значений параметров контактных давлений q\, q2 при различной 
геометрии крепи, которым соответствует значение параметра 

Ro ОДЗ 0Д2 0Д1 ОД 
R2 1Д 1Д 1Д 1Д 

Рис. 4.3.1 

волнообразования п = 2. При этом в первом случае на внутрен-
нем контуре первого слоя крепи принято qo = 0,03, во втором — 
qo = 0,01, безразмерное значение гидростатического давления 
в нетронутом массиве во всех случаях принималось gh = 0,01, 
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геометрические параметры RQ /R 2 изменялись в интервале 
0,001/1,1 0,005/1,1. 
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На рис. 4.3.3 показана зависимость области критических зна-
чений параметров контактных давлений q\, q2 от безразмерной 
величины гидростатического давления gh, при геометрии крепи 
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RofR2 изменяющейся в интервале 0,01/1,1 + 0,13/1,1. Мате-
риал массива — аргиллит, внешний слой крепи — железобетон, 
внутренний — бетон. Здесь на внутреннем контуре первого слоя 
крепи принято qo = 0. 

Из анализа решений следует: 
как и в случае, рассмотренным в § 2 этой главы, область 

критических контактных давлений существенно зависит как от 
геометрических, так и от физических параметров (см. рисун-
ки 4.3.1 и 4.3.2); 

потеря устойчивости двухслойной разномодульной крепи 
в осесимметричном случае происходит при значении параметра 
волнообразования п = 2; 

с ростом давления qo на внутреннем контуре первого слоя 
крепи значения критических контактных давлений q\, q2l со-
ответствующих локальной потери устойчивости, увеличиваются 
(см. рисунки 4.3.1 и 4.3.2); 

при увеличении гидростатического давления, а, следователь-
но, при увеличении давления массива на внешний контур двух-
слойной крепи, критические контактные давления возрастают 
(см. рис. 4.3.3). 

4.4. Моделирование отказа сферической выработки 
с многослойной крепью. 

Для хранения нефти и газа, а также при размещении на-
сосных установок на практике часто используются сферические 
полости. Для более надежной эксплуатации таких полостей их 
укрепляют. 

Далее рассмотрим вопрос моделирования потери устойчиво-
сти сферической выработки с многослойной (TV-слойной) кре-
пью при совместном расчете крепи с массивом горных пород. 
Внутренний радиус i-го слоя крепи обозначаем через Дг-ъ а 

внешний — Ri. К внутреннему контуру г-ro слоя приложено сжи-
мающее усилие qi-i, к внешнему qi (г = 1, 2, . . . , 7V), величины 
которых таковы, что образующиеся пластические области пол-
ностью охватывают внутренние контуры слоев. 

Докритическое напряженно-деформированное состояние 
массива около сферической выработки определяется соотноше-
ниями (3.4.1), (3.4.2), (3.4.5) а в i-ом слое крепи соотношениями 
(3.4.1)-(3.4.3), в которых следует провести соответствующую 
замену, указанную в § 4 гл. 3. Уравнения для нахождения границ 
раздела ipi (г = 1, 2, . . . , N) и 7 зон упругого и пластического 
деформирования в г-м слое крепи и в массиве горных пород 
определяются уравнениями (3.4.4) и (3.4.6) соответственно. 

Исследование устойчивости сферических выработок с мно-
гослойной крепью при совместном расчете крепи с массивом 
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горных пород сводится к решению сферической задачи 
(1.5.36)-(1.5.38), которая состоит из уравнений равновесия, 
граничных условий и условий непрерывности вектора поверх-
ностных сил и перемещений. Как и в предыдущих задачах этой 
главы, в случае сферической задачи также будем пользоваться 
конечно-разностной схемой. 

После обычной процедуры применения конечноразностных 
соотношений (1.6.1)-(1.6.2) к системе уравнений (1.5.36) и гра-
ничным условиям (1.5.37) при г = Щ {г = 0, 1, . . . , 7V), в ко-
торой коэффициенты ац определяются по формулам (1.5.9), 
(1.5.10) получим систему линейных алгебраических уравнений. 

При этом для аппроксимации производных функций A^ А {г = 
= 1, 2, . . . , N) в граничных узлах использовались односторон-
ние разности (1.6.2) при г = Ri (г = 0, 1, . . . , N), при г = 
= фг {г = 1 , 2 , . . . , N) и при г = 7. Для внутренних узлов 
применялись соотношения (1.6.1). Аналогично заменялись про-е е 
изводные функций Ai и А (г = 1, 2, . . . , N): в узлах г = фi 
(г = 1, 2, . . . , N) и г = 7 разностями (1.6.2), в узлах г = Ri 
и г = R00 {г = 1, 2, N) разностями (1.6.2), во внутренних 
узлах разностями (1.6.1). 

Обозначим коэффициенты первого и второго уравнений си-
стемы (1.5.38) соответственно через b\s и ^ s , а коэффициенты 
уравнения ( 1 . 5 . 3 6 ) — Т о г д а ненулевые элементы характери-
стического определителя алгебраической системы будут опреде-
ляться следующим образом: 

р р 
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П р и г = 2, 3, . . . , Мф1 + 2 , j = г в (4 .4 .2 ) н а д о п о л о ж и т ь = 

= (bSfc) , Ro ^ Г ̂  IpI1 T = T 1̂. 

П р и г = M h + 3 , M h + 4 , MH +MR1-I1 j = i - l в (4 .4 .2 ) 

п о л о ж и м = (b s fc ) , ^ г ^ R u Т = 

П р и i = M H + MR1 + 2, M h + M f t 1 + 3, . . . , M h + M f t 1 + 

+ M h + 2, j = г в (4 .4 .2 ) п о л о ж и м = (& s / c ) , i ? i ̂  г ^ ф2, 
т = 

П р и г = M h + M f t 1 + M ^ 2 + 3 , MH +MR1 +MH + 4 , . . . , M ^ 1 + 

+ M f t 1 + M ^ 2 + M f t 2 - I , j = г - 1 в (4 .4 .2 ) п о л о ж и м bsk = (b e A . ) 
Ф2 ̂  Г ̂  Д2, т = Tft2. P е р е р е р е 

Д л я о б л а с т е й У з , У з , У 4 , У 4 , . . . , VN1VN1V1V о т л и ч н ы е 
о т н у л я э л е м е н т ы о п р е д е л и т е л я м о ж н о з а п и с а т ь в ф о р м е : 

п р и i = M H + MR1 + . . . + м н _ ± + M I 2 A - I + 2 , . . . , M h + 

+ MR1+... + м н _ х + MRAL +MH+21J = i1a = l 1 2 1 . . . 1 N 

в (4 .4 .2 ) п о л о ж и м bsk = (bsk) , Ra-1 ^ г ^ фа1 т = тн ( п р и 

a = l 1 M H _ 1 = M R a _ 1 = 0 ) ; 

n p n i = MH + М Я 1 + . . . + M f t ^ 1 + M ^ a + 3 , M h + М Я 1 + 
+ . . . + M ^ a + М Я а - 1 , j = г - 1 , a = 1, 2, . . . , TV в (4 .4 .2 ) п о л о ж и м 

bsk = ( b s k ) 1 Фа ^ Г ^ R a i Т = TRA] 

Г ^v / \ 
п р и г = Мдт + 2, MTV + M 7 + 2, \MN = Y ( М ^ + М я , ) 

А:=Х 
j = I1 в (4 .4 .2 ) п о л о ж и м bsk = bskl RN ^ Г ̂  ^1 Т = 

MN = 
е 

п р и г = MN + M 7 + 3, . . . , Мдт + M 7 + М я * - 1 

^ / M 
= Y \ M i > k + M R k ) \ i 3 = i ~ 1J в (4 .4 .2 ) п о л о ж и м = 

/с=1 
7 ^ R ^ R*, т = TR*. 

П р и г = Мф1 — I1 j = Мф1 — A1 . . . 1 Мф1 — 1 э л е м е н т ы 
Xi j с о в п а д а ю т с с о о т в е т с т в у ю щ и м и э л е м е н т а м и хц (г = O1 j = 
= 0, 1, 2, 3) в (4 .4 .1 ) г д е н а д о п о л о ж и т ь 

bsk= ( b s k ) ^ Г = фг. 

П р и i = M h - 1 , j = M h + 5, M h + 4, . . . , M h + 2 В с о о т -
в е т с т в у ю щ и х э л е м е н т а х (4 .4 .1 ) п о л о ж и м 

bsk= ( b s k ) , г = фг. 
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Аналогично выписываются отличные от нуля элементы для 
P е р е р е р е 

областей V2, V2, VS, VS, ... , VN, V, V. В общем виде 
их можно записать в форме: 

приг = Мф1+Мд1+...+МДа_1+Мфа-1,у=г-3, г-2, ...,г, 
А = 1, 2, . . . , N элементы ХЦ совпадают с соответствующими 
элементами в (4.4.1), где надо положить 

bsk = (bsk) , г = фа; 

при Г = MY1 + MR1 + . . . + M i 2 a-I + МФА - 1, j = Г + 
+ 6, г + 5, . . . , г + 3, а = 1, 2, . . . , N элементы хц совпадают 
с соответствующими элементами в (4.4.1), где надо положить 

bsk = (bsk) , г = фа; 

N 
при г = MN + M 7 - 1, Mn = Y (Щк + j = г-

к=1 
— 3,г — 2, . . . , г элементы ж̂ - совпадают с соответствующими 
элементами в (4.4.1), где надо положить 

р 
bsk = bsk, г = 7 ; 

N 
при г = MN + M 7 - 1, M7V = E ( M ^ + MRK), j = i + 

к=1 
+ 6, i + 5, i + 3 элементы ж̂ - совпадают с соответствующими 
элементами в (4.4.1), где надо положить 

е 
bsk = bsk, г = 7. 

P е р е 
Для областей F c n F a , V, Vr (a = 1, 2, . . . , N) получаем 

при г = M^1 + Mfl1 + . . . + M i 2 a . ! + Мфа - 1, J = г + 1 

= bIl + 2тЬ\2 ^ r2bis T36i4, = (b s k ) r = VjC.; 

при i = M^1 + Mfl1 + . . . + M f l ^ 1 + Мфа - 1, J = i + 2 

Xij = bH + 2тЬ12 \ r2b\S T36i4, bsk = (¾*;) > = VV*; 

N 

при i = MN + M 7 - 1, MN = Y (ЩК + j = i + 1, 
A J = X 

5 3 2 я ^ 
= ~2 ^11 + 2 r ^ 1 2 ~ 2 т ^13 ~ т Ь ы ' = bsjb' r = т; 



4.4] Моделирование отказа сферической выработки 181 

N 
при Г = MN + M 7 - 1, MN = E ( M ^ + Mf t J , j = i + 2, 

5 3 2 я 
xU = ~ 2 ̂ 11 + 2Т^12 ~ 2 Т ^13 ~ Т ^14' ^ = b s k ' Г = 7 ' 
При i = Mfr + МЯ 1 + Mfr1 Mfr + МЯ 1 + Mfr + МЯ2 + 

N 
+ M f r 1 M f r + M f t 1 + . . . + M f t i v ^ +M^ i v , 53 ( м ^ + M f t j + M 7 

S = I 

i—4 = ^г,г+5 = = г+2 = 18, 
г̂г = ^г,г+1 = 2, 3?г,г+4 = 14, 2 = ^г,г+3 = 24. 

При г = Mfr + 1, Mfr + МЯ 1 + Mfr + 1, . . . , Mfr + МЯ 1 + 
N 

+ . . . + MftiV_1 + M^iv + 1, 53 (M^s + Mf tJ + M 7 + 1, J = г - 4 
S = I 

3¾' = ^ г , г + 3 = %i+l,j+3 = I 5 ^г , г+1 = ^г , г+2 = — 4 , 

*^г+1,г = I 5
 = ^г , г+1 = 5 , X i j J r 3 = 3 ¾ = 2 , 

- 1 - 3 - 1 Xi,i—1 — ^г , г+1 — ^ г + 1 , г + 1 — 1-

а 
При г = 53 (Щз + J = г - 3, г - 2, . . . , г, а = 

S = I 

= 1, 2, . . . , JV элементы вычисляются по тем же формулам, 
что и жог в (4.4.1) (г = 4, 3, 2, 1), где надо положить 

bsk=(bskj , г = Ra. 
а 

При^ = 53 (Mfr + M f t J + l, j = г-2, i-1, i , a = 1, 2, JV 
S = I 

элементы Xj вычисляются по тем же формулам, что и хц 
в (4.4.1) (г = 3, 2, 1), где надо положить 

bsk = (bsk) , г = Ra. 
N 

При i = 53 (МФЗ + Mf tJ + M 7 + Мя*, j = i - 3, г - 2, . . . , г, 
S = I 

элементы X j вычисляются по тем же формулам, что и Xoi (г = 
е 

= 4, 3, 2, 1), где надо положить = bsk1 г = R*. 
N 

При i = 53 (Mfr + Mf t J + M 7 + Mft* + 1, j = i - 2, i - 1, i, 
S = I 

элементы вычисляются по тем же формулам, что и в 
е 

(4.4.1) (г = 3, 2, 1), где надо положить bsk = Ь3^1 г = R*. 
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а 
При г = J 2 + МД в) , j = i + 1, а = 1, 2, . . . , JVr 

Xij = " I ! bH + 2тЬ12 - I r2bU ~ T3bi4, J 2 2 

XJJ =
 eIb2X - Srb22 - Т2Ь2Ъ, bsk = (bsk) , г = Ra. 

Таким образом, как и в случае цилиндрических задач 
(см. § 1-3), здесь, в случае сферических задач, получаем 
задачу многомерной оптимизации величин QI (Г = 1 , 2 , . . . , N)  
в зависимости от параметра волнообразования, при условии 
равенства нулю определителя det ( x j ) = 0, отличные от нуля 
элементы которого приведены выше. 

Численный эксперимент проводился для случая, когда двух-
слойная сферическая крепь состоит: внешний слой крепи — же-
лезобетон, внутренний — бетон, горный массив — материал ар-
гиллит. 

На рис. 4.4.1 показана зависимость области критических 
значений параметров контактных давлений q\, q2 от безразмер-
ной величины гидростатического давления gh, при этом гео-
метрические параметры крепи RQ/Ri изменялись в интервале 

qo = О 
Q2 
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0,247 
0,192 
0,162 

0,154 
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gh = 0,02 
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/ / 

I7 
/ / // / 

/ / 

I7 
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0,03 
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0 02 °'036 °'03 
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ОД 

0,02 
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Рис. 4.4.1 

0,02/0,1 + 0,04/0,1, а также принято qo = 0. На рис. 4.4.2 показа-
на область критических значений контактных давлений q\, q2l  
при этом геометрические параметры крепи RQ/Ri изменялись 
в интервале 0,02/0,1 + 0,04/0,1, безразмерная величина гидро-
статического давления gh = 0,02, а также принято go = 0,01. 
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Из анализа результатов следует: 
локальная потеря устойчивости сферической выработки 

с двухслойной крепью происходит при т = 2; 
при увеличении давления qo на 

внутреннем контуре первого слоя кре-
пи значения критических контактных 
давлений q\, соответствующих ло-
кальной потери устойчивости, увели-
чиваются (см. рисунки 4.4.1 и 4.4.2); 

область критических контактных 
давлений существенно зависит от 
геометрических параметров крепи и 
выработки; 

с ростом глубины заложения вы-
работки, контактные давления воз-
растают (см. рис. 4.4.1); при gh —Ь оо 
величины qi (i = 1, 2) неограниченно 
возрастают; 

при RQ —У 0 (сплошной шар) по-
теря устойчивости не наблюдается. 

Сделанные выводы согласуются с 
общими физическими представлениями. 

Ro ОДМ 
R2 0,1 

0,03 
0,1 

Рис. 4.4.2 

0,02 
ОД 

4.5. Исследование устойчивости многослойной 
разномодульной крепи сферической выработки 
в массивах, обладающих упругопластическими 

свойствами. 
В этом параграфе исследуется потеря устойчивости много-

слойной (TV-слойной) крепи, подкрепляющей сферическую вы-
работку, когда действие массива на внешний слой крепи опре-
деляется соотношениями (3.4.2), (3.4.5) при г = Rjy. Обозначим 
внутренний радиус i-го слоя крепи через Ri-I1 внешнего слоя 
крепи через Ri. К внутреннему контуру i-го слоя приложено 
сжимающее усилие к внешнему qi (г = 1, 2, . . . , N), вели-
чины которых таковы, что образующиеся пластические области 
полностью охватывают внутренние контуры слоев. Также пред-
полагается, что слои работают совместно без проскальзывания 
и отставания. 

Докритическое напряженно-деформированное состояние 
в г-м слое крепи моделируется соотношениями (3.4.1)-(3.4.3), 
а в массиве около сферической выработки описывается 
уравнениями (3.4.1), (3.4.2), (3.4.5). Уравнения для нахождения 
границ раздела ipi (г = 1, 2, . . . , N) и 7 зон упругого и 
пластического деформирования в г-м слое крепи и в массиве 
горных пород определяются соотношениями (3.4.4), (3.4.6). 
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Математическая модель для исследования потери устойчи-
вости разномодульной крепи сферической выработки в этом 
случае описывается бесконечной системой обыкновенных диф-
ференциальных уравнений состоящей из: уравнений равновесия 

(1.5.36) для каждой из областей упругого Vi и пластического р 
Vi деформирования слоев крепи (г = 1, 2, . . . , N)\ условий на 
внутреннем контуре первого слоя крепи (1.5.37) при Г = RQ 
и на внешнем контуре последнего слоя крепи при г = Rn] 
условий сопряжения (1.5.38) на упругопластической границе ipi 
{г = 1 , 2 , . . . , N) и условий сопряжения на границе i-го и 
(i + 1)-го {г = 1, 2, . . . , N — 1) слоев крепи. При этом в соот-

ношениях (1.5.36)-(1.5.38) в каждой из областей упругого Vi и 

пластического Vi деформирования слоев крепи (г = 1, 2, . . . , N) 
функции А и ее производным, а также величинам основного 
состояния нужно приписывать индексы «г», «е» и «р» соответ-
ственно. 

Отметим, что если в полученной краевой задаче количество 
слоев крепи положить равным 1 (N = 1), то приходим к резуль-
татам работы [257]. 

После обычной процедуры применения конечноразностных 
соотношений (1.6.1), (1.6.2) к системе уравнений (1.5.36) и гра-
ничным условиям (1.5.37) при г = Ri (г = 0, 1, . . . , 7V), в ко-
торой коэффициенты ац определяются по формулам (1.5.9), 
(1.5.10), получим систему линейных алгебраических уравнений. 

При этом аппроксимация производных функций (г = 
= 1, 2, . . . , N) проводилась аналогично схеме указанной в пре-
дыдущем параграфе. 

Сохраняя те же, что и в предыдущем параграфе, обозначе-
ния для коэффициентов уравнений (1.5.38) и (1.5.36) получим 
следующие ненулевые элементы характеристического определи-
теля det (хц) алгебраической системы: 

е 

е 

P 

ÔO = &11 + 2Т&12 - ^ Т2&13 + Т3&14, 

XQ1 = 9Ьц - 5т&12 + 2т2&13, XQ2 = -12Ьц + Arbi2 - ^ Т2Ь13, 
(4.5.1) 

XQ3 = 7Ьц - Tbi2l XQ4 = Зт36ц, XIQ = 2Ьц - ^ Tb22 + Т2&23, 
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Xij = Ь31 ^rb32, 

XiJ+1 = -4Ь31 + тЪ32 + т2633 - i т3634, 

= т4635 + 6631 - 2т2633, (4.5.2) 
2 1 

Яг, j+3 = -4Ь31 - тЬ32 +T 633 + - Т&34, 

^ , j+4 = &31 + При г = 2, 3, . . . , Mh + 2, j = г в (4.5.2) надо положить 

bsA; = (bsfc) , ^O ^ Г ^ ^ b т = rVi' 
При г = Mh +3, Mh +4, MH +MR1-I1 j = i-l в (4.5.2) 

положим bsk = (&s/c) , фх ^ г ^ т = Tft1. 

При г = Mh + МЯ1 + 2, M^1 + МЯ1 + 3, . . . , MH + M R 1 + 

+ Mh + 2, j = г в (4.5.2) положим = (&s/c) , i?i ^ г ^ ф21 

т = т^2. 
При г = Mh +Mft1 +M^2 +3, MH +MR1 +MH +4, . . . ,M^ 1 + 

+ M f t 1 + M ^ 2 + M f t 2 - I , j = i - 1 в (4.5.2) положим bsk = (bsfc) , 
ф2 ^ R ^ R2l т = TR2. 

Проводя аналогичные выкладки, получим элементы опре-
P е р е 

делителя отличные от нуля для областей V3l V3l V4l V4l ... 
р е 

. . . , VNL VN В виде: 
п р и Г = M H + M R 1 + . . . + М Н _ Х + M I 2 A - I + 2 , . . . , M h + 

+ M R 1 + . . . + М Н _ ± + M f t ^ 1 + M H + 2 , j = i , a = 1 , 2 , . . . , N 

в (4.5.2) положим bsk = (bsk^J , Ra-1 ^ г ^ фа1 т = тн (при 
а = 1 М н _ ± = M f t ^ 1 =0) ; 

npni = MH +М Я 1 + . . . + Mft^1 + M^a +3, Mh +М Я 1 + 
+ .. . + M ^ a + M f t a - I , j = г -1 , a = 1, 2, . . . , TVb (4.5.2) положим 
bsk = (frs/c) , Фа ^r ^ Rai т = тКа. 

При г = Mh — 1, j = Mh — 4, . . . , Mh — 1 элементы Xij  
совпадают с соответствующими элементами хц (г = O1 j = 

= 0, 1, 2, 3) в (4.5.1) где надо положить bsk = (&s/c) , г = ф\. 
При I = Mh - 1 , j = Mh + 5, Mh + 4, . . . , Mh + 2 В соот-

ветствующих элементах (4.5.1) положим bsk = (б5/с) , г = ф\. 
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P е р е р е 
Для областей V2, V2, V%, V%, . . . , VN, VN элементы опреде-

лителя отличные от нуля можно записать в форме: 
при i = M ^ 1 + М ^ + . . . + M ^ = г - 3 , г-2, ...,г, 

а = 1, 2, . . . , TV элементы хц совпадают с соответствующими 

элементами в (4.5.1), где надо положить положим = (bsk) , 
rp = фа 

при Ъ = МФ1 + MR1 + . . . + M i 2 a . , + МФА - 1, J = i + 
+ 6, г + 5, . . . , г + 3, a = 1, 2, . . . , N элементы хц совпадают 
с соответствующими элементами в (4.5.1), где надо положить 

bsk = (bsk) ,г = фа. 
P е 

Для областей Va, Va (а = 1, 2, . . . , TV) справедливы выра-
жения: 

при Ъ = M^1 + MR1 + . . . + M i 2 a . ! + МФА - 1, J = i + 1 
Xij = ~ Ьц + 2т&12 - ^ Т2Ь13 - T 3 6 i4 , 

где = (bsk) , г = фа; 
при Г = МФ1+ MR1+ . . . + M i 2 a . ! + МФА - 1, J = Г + 2 

= bIl + 2тЬ12 - \ r2bl3 - r3bu, 

где = , т = фа. 
При i = M ^ , M^1 + M i 2 l + M^2 , M^1 + M i 2 l + MH + MR2 + 

+ M^3 , . . . , M^1 + M i 2 l + . . . + + M^ iv 

4 = ^г,г+5 = I = ^г,г+2 = 18, 
^гг = ^г, г+1 = ^г,г+4 = 14, 2 = ^г,г+3 = 24. 

При г = M 0 1 + 1, M 0 1 + М Я 1 + M 0 2 + 1, . . . , M 0 1 + М Й 1 + 
+ . . . + MK j v_1 + M 0 j v + 1, j = i - 4 
Xjj = Ж ^ + 3 = j + 3 = I? ^г, г+1 = ^г,г+2 = 4, j = 1, 

^ г , j + 2 = ^г, г+1 = 5, j + 3 = x U ~ 2, 

- 1 - 3 - 1 1 — ^г,г+1 — *^г+1,г+1 — 1-

При г = Y + J = г - 3, г - 2, . . . , г, a = 
5 = I 

= 1, 2, . . . , TV элементы ж -̂ вычисляются по тем же формулам, 

что и жог (¾ = 4, 3, 2, 1), где надо положить bsk = (bsk) , г = 
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При г = + m R s ) = г - 2, г - 1, i, а = 
S = I 

= 1, 2, . . . , N элементы ХЦ вычисляются по тем же формулам, 

что и хц в (4.5.1) (г = 3, 2, 1), где надо положить bsk = f̂rsZc) , 
г = Ra. 

ПРИ i = E + МДв), j = i + 1, а = 1, 2, . . . , JVr 

S = I 

= ^11 +2Т&12 — ^ Т2&13 — T36i4, Xjj- = 2 Ь 2 1 - Ш 2 2 - г 2 Ь 2 з , 

где = , т = Ra. 
Таким образом, как и в случае ранее рассмотренных задач, 

задача отказа многослойной сферической крепи, когда действие 
О р 

массива на внешний контур крепи определяется величинами Gr о р 
и GQ согласно (3.4.1), (3.4.5), сведена к задаче многомерной 
оптимизации величин QI (I = 0, 1, 2, . . . , N) в зависимости от 
параметра волнообразования т при условии равенства нулю 
определителя, отличные от нуля элементы которого приведены 
выше. 

4.6. Локальная неустойчивость пластин 
с запрессованными кольцевыми включениями 

при упругопластическом поведении материалов 
Как известно, исследование поведения предварительно на-

пряженных составных конструкций сводится к постановке и ре-
шению задач локальной неустойчивости [256] при упругопласти-
ческих деформациях. Полученные в § 1 четвертой главы резуль-
таты распространим на исследование локальной неустойчивости 
пластины с кольцевыми включениями. 

Исследуем явление локальной неустойчивости в пластинча-
той конструкции, состоящей из бесконечной пластины с круго-
вым отверстием радиуса R^ 1 в которое с некоторым натягом 
помещена система из N колец, последовательно запрессованных 
одно в другое. К внутреннему контуру первого кольца прило-
жена равномерно распределенная нагрузка Из-за натягов 
на линиях сопряжения деталей возникают сжимающие усилия 
gi, ¢/2, • • • ^ QN- Величины QI (Г = 1, 2, . . . , N) таковы, что обра-
зовавшиеся пластические области полностью охватывают вну-
тренние контуры колец. 

Определение напряженно-деформированного докритическо-
го состояния составной пластинчатой конструкции при плос-
кой деформации сводится к решению двух связанных задач о 
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концентрации напряжений. Первая задача сводится к опреде-
лению напряженно-деформированного состояния в г-м кольце, 
вторая — к определению напряженно-деформированного состоя-
ния в пластине. 

Докритическое напряженно-деформированное состояние, со-
ответствующее i-му кольцу, в полярных координатах (г, в) опре-
деляется соотношениями (3.2.18) в пластической области при 
Ri-I < г < ipi и в виде (3.2.19) в упругой области при 
Ipi <r < Ri. 

Уравнение для определения радиуса упругопластической 
границы rIpi имеет вид (3.2.20). 

В равенствах (3.2.18)-(3.2.20) г = 1, 2, 3, . . . , N; N-коли-
чество колец; ipi — радиусы упругопластических границ; Ri — 
радиусы колец. 

Докритическое напряженно-деформированное состояние 
в пластине в полярных координатах определяется соотношени-
ями (3.3.3) в пластической области при йдг < г < 7 и в виде 
(3.3.4) в упругой области при 7 < г < оо. Уравнение для 
определения радиуса упругопластической границы 7 имеет вид 

Как и ранее в § 1 исследование устойчивости основного со-
стояния (3.2.18)-(3.2.20), (3.3.3)-(3.3.5) составной пластической 
конструкции сводится к решению уравнений равновесия в ва-
риациях (1.5.16) для областей пластического и упругого дефор-
мирования при соответствующих граничных условиях (1.5.18). 
Условия непрерывности напряжений и перемещений на поверх-
ностях раздела зон упругого и пластического деформирования 
имеют вид (1.5.13). 

В случае пространственной формы (1.5.21) потери устойчи-
вости из линеаризированных уравнений равновесия в вариациях 
(1.5.16), учитывая при этом соотношения (1.5.2), получим систе-
му уравнений в терминах функций А (г) и В (г) вида 

(3.3.5). 

^iA (г) + ^2A' (г) + &А" (г) + ^B (г) + &В' (г) + 
+ Z*B" (г) + Ь В т (г) = 0, 

(4.6.1) 
^8A (г) + &А' (г) + £10А" (г) + Z11A'" (г) + 

+ ЫВ (г) + ЫВ' (г) + ЫВ" (г) = 0. 

¢ 4 = ( 1 + ¾ ) ( 1 - ш ) - ^ V / \т J т т 
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Сб = Г - U 2 ) + - f I a r 
(о 1 M + , г3 { 2а0 - 1 - OQ Jra - - - + — (с \ J т J п \ 

Сб = — ((Jr + CTr, г + l ) , Ь = — (X + l ) , т \ J т \ J 

^8 = UT2 (ао-1- 2(76») + ^ ( l + ~ ~ (1 + ^r - ^ r , г) , 

^9 = nr 3 (1 а0) ^ ( l + - ^ ( l + Or - , 

r
2 / о о \ г 3 / о \ (4.6.2) 

Сю = — (̂ 2 + 2сгг + гсгг,гJ, Cn = — + сггJ , 

С12 = тпг2ао ( 1 | т 
т пг2 (Тв + I ) + ) l(l + < 

гш /о о -Л г3гг Л , ° , ° \ fl3 = — - C T r - I J — —— + сгг + TGr^rJ , 

£ 1 4 = ( l + a r ) ( ^ + 1 ½ ) . 
V / V n т / 

Граничные условия на внутреннем контуре первого кольца 
при Г = RQ запишутся следующим образом: 

{ib-P')!-1]}+и; 
P / l f 1 + Со г), 2 + S i — m a 0 — + т 2 

ViZo I- тп 

Ai + 2 - 2а0 + (0Cir)1  

(ор \ , 1 11 до \ + 

+ i^i — т 
,ор 

1 + (Ч 
п — 

TnAp
1 +B1- RQB1[ [1 + (аГ) J = О, 

! + (Srp
r)1 

nR2 + 
1 I fop 
1 + (CTR 

nRo 
г-р р р р 
А[ - -B1 + тВ\ + R0A1I 

Ro 

= 0, 

(4.6.3) 

= 0. 

На границе (г = 1 , 2 , . . . , TV) упругой и пластической зон 
включений имеем 
р р р 
Аг+-А'г + Вг™+В'г Ipi 

+ 

+ 2тао ( S r ) + l ] {B'1-B'f)= о, 

P е 
А" - А!' = 0. 

(4.6.4) 

На границе раздела 7 упругой и пластической областей пла-
стины имеют место условия, аналогичные (4.6.4). 
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На границе запрессованных i-го и (г + 1)-го колец имеют 
место соотношения 
р Pf 
AiJr1 — AiJrl 

Яг Jr-B- +В'- { 
Ri 1 

+ 

' '+Ui 

* Г(Ч 
/ор )<+l~04J} + 

+ 1 
• р е 
Un Un 

1 - £>i+1 = 0, 
(4.6.5) 

2 ш а о 

AJVi-Ai 7 = O (г = 1, 2, . . . , iV) 
Из условия локальности возмущений Uj —>> 0 при г —>• оо ( j = 
= 1, 2, 3) следует 

A7 = о, А" = О, Б7 = О, Б " = 0. (4.6.6) 

Приведенные соотношения (4.6.1)-(4.6.6) соответствуют кра-
евой задаче (4.1.2)-(4.1.4). Следовательно, характеристический 
определитель для данной задачи будет иметь тот же вид, что 
и в § 1 четвертой главы, лишь в выражениях для элементов 
определителя необходимо положить гидростатическое давление 
равным нулю. 

Численный эксперимент проводился для случая, когда в пла-
стину запрессовано два кольца (N = 2) из того же материала, 
что и пластина. В качестве материала использовались сталь Ст. 3 
(с = 0,001, k = 0,0014, G = 0,81 • IO6 кг/см2) и медь (с = 0,006, 
к = 0,0005, G = 0,81 • IO6 кг/см2). 

дз-Ю3 

2,888 /А 
Ж 

2,388 
/ / 

//У 
2,375 

г 1,888 
1,875 II 

1,188 
III 

1,175 -IO3 

2̂ -IO4  

9,67 

7,67 
7,62 

6,67 
6,62 

5,67 
5,62 

( 

-IO4 

1,0 1,7 2,2 

Рис. 4.6.1 

2,7 5 6 7 

Рис. 4.6.2 

На рис. 4.6.1 показаны области критических значений пара-
метров контактных давлений q\, q2 при п = т = 3 в предпо-
ложении qo = 0,001 на внутреннем контуре первого кольца из 
Ст. 3. Область I соответствует RQ = 0,002; R2 = 1,1 и включает 
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область II (До = 0,007; R2 = 1,1), которая, в свою очередь, 
содержит область III (До = 0,02; R2 = 1,1). 

На рис.4.6.2 показаны области критических значений пара-
метров контактных давлений q\, q2 при п = т = 4 в предпо-
ложении qo = 0,001 на внутреннем контуре первого кольца из 
меди. Область I соответствует До = 0,002; R2 = 1,1 и включает 
область II (До = 0,007; R2 = 1,1), которая, в свою очередь, 
содержит область III (До = 0,02; R2 = 1,1). 

Из анализа результатов численного расчета следует: 
при увеличении ширины внутреннего кольца область крити-

ческих значений параметров q\, q2 увеличивается; 
при уменьшении значений физико-химических характе-

ристик с, к область критических значений параметров q\, q2  
уменьшается; 

при одночленной аппроксимации параметров перемещений 
значения критических параметров q\, q2 оказываются завышен-
ными. 

Локальная потеря устойчивости в пластине с включения-
ми для материала Ст. 3 происходит по несимметричной форме 
с первоначальным образованием трех полуволн в направлении 
оси в и стольких же полуволн в перпендикулярном направле-
нии г. Для меди локальная потеря устойчивости происходит 
при п = т = 4. При R2 = Ri получим значения критической 
нагрузки qi для пластины с одним кольцевым включением [256]. 



Г л а в а 5 
ИССЛЕДОВАНИЕ УСТОЙЧИВОСТИ ЗАДАЧ 
ГОРНОЙ МЕХАНИКИ ПРИ ОДНОРОДНЫХ 

ДОКРИТИЧЕСКИХ СОСТОЯНИЯХ 

В механике горного давления до последнего времени остава-
лись нерешенными в трехмерной постановке задачи устойчиво-
сти для однородных основных состояний в случае сложных сред. 
Используя записанные в первой главе решения статических ли-
неаризированных задач для однородных докритических состоя-
ний, в данной главе рассмотрены простейшие и в тоже время 
имеющие важное практическое значение проблемы горной меха-
ники. Задачи подобраны таким образом, чтобы они иллюстри-
ровали специфические свойства, проявляющиеся при использо-
вании трехмерной линеаризированной теории устойчивости де-
формируемых тел. Это такие вопросы как потеря устойчивости 
целиков, поверхностная неустойчивость полупространства и т. п. 

Результаты этой главы излагаются в соответствии с публика-
циями [205, 223, 224, 228, 234, 236, 238, 241, 244, 248, 249, 262, 284] 
и др. 

5.1. Неустойчивость свободной поверхности 
Рассмотрим неустойчивость тела со свободной границей при 

сжатии. Явления, происходящие в зоне возле свободной по-
верхности, получили название «skin effect». Они имеют место 
в непосредственной близости от свободной поверхности и зату-
хают при удалении от нее. Впервые неустойчивость исследовал 
Biot М.А. [225]. 

Исследуем в квазистатической постановке неустойчивость 
полупространства из сжимаемого упруговязкопластического те-
ла описываемого уравнениями (1.1.7), (1.1.9), (1.1.10), (1.1.14), 
(1.1.15) при сжатии усилиями интенсивности р вдоль оси Ox3 
(рис. 5.1.1). Ненулевые компоненты напряженно-деформирован-
ного состояния до потери устойчивости определяются согласно 
(1.4.3) соотношениями 

CrH = Cr22 = 0, Cr33 = -Р, GIJ = 0, Ф j , 
O O ^ O о 

0Pf O0Pf O0Pf 1 Г° 6 33 - ~ Z £ 11 - ~ Z £ 22 - " 533 
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Граничные условия на свободной поверхности при X2 =0 
имеют вид 

<Т22 = о, O23 = 0. (5.1.1) 
Согласно соотношениям (1.4.6) связь между амплитудами 
возмущений Gij и Uj примет вид 

СГ33 = CL33^3,3 + ^32^2, 2, 

&22 = «23^3,3 + a>22U2,2, (5.1.2) 
СГ23 = G2з (г/2,3 + ^3,2), 

где коэффициенты а^- и Gij опре-
деляются по формулам (1.4.10). Р и с ' 5 , 1 , 1 

Уравнения равновесия в перемещениях (1.4.16) запишутся 
так 

L32U2 + L33Us = 0, L22U2 + L23U3 = 0, (5.1.3) 

где 
д2 д2  

L23 = (а23 + G) , L32 = (а32 + G) 

Х2 1 
О 

//А Хз 

дх2дхз' дх2дхз' 

L22 = а22 . . +(G-p) 
дх2дх2 дхздхз' 

^33 = Gf д + ( а з з
 a 

дх2дх2 дхздхз 
Представим согласно (1.4.23) решение уравнений (5.1.3) в виде 

и3 = -£ 3 2Ф, U2 = £3зФ. (5.1.4) 
Тогда одно из уравнений равновесия тождественно удовлетворя-
ется, а из второго уравнения для функции Ф получим уравнение: 

(L22L33 - L23L32) Ф = 0. (5.1.5) 

Подставляя сюда значения операторов (5.1.3) получаем 

A-^ 7 + В — f — + С ^ 7 ] Ф = 0, (5.1.6) 
дх\ дх\дх2 дх\J 

где введены следующие обозначения: 

А = (а22 -р) (G-p), C = Ga22l  

В = G(G-p)+Ct22 (а22-р) -(G + а23) (G + а32). 

Решение уравнения(5.1.5) представим в форме 
ф = ф 1 + ф2 . (5.1.8) 

71/¾ А.Н. Спорыхин и А.И. Шашкин 

(5.1.7) 
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Функции Ф1 и Ф2 будут удовлетворять согласно (1.4.29) уравне-
ниям 

Здесь (i = 1, 2) удовлетворяют уравнению 

Функция Ф, удовлетворяющая уравнению (5.1.6) и обеспечи-
вающая затухание компонент 0¾, Uj при X2 — оо представима 
в виде 

Ф = [ c l ехр ( у 6 ¾ ) + C f e x p ( ^ t e ) ] 8 1 п ( у ж з ) • (5.1.10) 

Граничные условия (5.1.1) теперь можно записать следую-
щим образом 

Cl {«23 (G + а32) 6 + Ci22^i [G£i - (а3з - р)] }) + 
+ C1

3 {а2 3 (С + а32) 6 + а 2 2 6 [GCl - (а33 - р)] } = 0, 
(5.1.11) 

C1
1 [(O33 - р) + а32£?] + C1

3 [(а33 - р) + а32£2
2] = 0. 

Система линейных однородных алгебраических уравнений 
(5.1.8) относительно Cj , Cf имеет нетривиальное решение в слу-
чае если выполнено условие: 

Ci {«23 (G + а3 2) + а22 [Gil ~ (азз - р)] } («зз - P + «32^2) ~ 

- 6 {«23 (Gf + а3 2) + а22 [Gil ~ (азз - р)] } («зз - P + «32^1) = 0. 
(5.1.12) 

Критическое значение величины р находится из этого урав-
нения в рамках алгоритма численной реализации определения 
корня. 

Результаты численного эксперимента представлены на ри-
сунках 5.1.2 и 5.1.3. На рис. 5.1.2 показана зависимость кри-
тической нагрузки Pq ОТ скорости дилатансии 0 < a ^ 0,5 
характерной для сыпучих сред (песок, гравий) для значений 
C 0 = 0,1, г]О = 0,01. 

Кривая 1 на рис. 5.1.2 соответствует значениям v = 0,5, 
KQ = 0,001; кривая 1' — v = 0,5, KQ = 0,1; кривая 2 — ъ> = 0,3, 
KQ = 0,001; кривая 2'-V = 0,3, K0 = 0,1. 

На рис. 5.1.3 представлена зависимость PQ ОТ CQ при v = 
= 0,3, KQ = 0,001, г/о = 0,01. Здесь все величины, имеющие 
размерность напряжения, отнесены к £ и им приписан нижний 
индекс «0». 
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Кривая 1 соответствует а = 0,7, кривая 2— а = 0,4, кри-
вая 3 соответствует безразмерным характеристикам материала 
типа Ст. 3 при а = 0, v = 0,3, K0 = 0,0014, щ = 0, 0 < C0 ^ 0,008. 
Кривая 4 соответствует безразмерным характеристикам мате-
риала типа медь при а = 0, v = 0,3, Kq = 0,0005, 0 < cq ^ 0,006. 

Po 

0,4 

0,35 

0,2 0,4 

Рис. 5.1.2 

0,002 0,006 0,01 C0 
Рис. 5.1.3 

Штрихпунктирная кривая соответствует результатам рабо-
ты [100], построенная для несжимаемых упруговязкопластиче-
ских сред (а = 0). 

Расчет показал, что вязкость оказывает дестабилизирующую 
роль, т. е. увеличивает область неустойчивости и влияние скоро-
сти дилатансии и коэффициента Пуассона на величину крити-
ческой силы (до 5 %). Однако получающиеся при этом числовые 
значения критических нагрузок, физически нереальны, таким 
образом, явление поверхностной неустойчивости практически не 
наблюдается в рассмотренных пределах изменения параметров 
среды характерных для сыпучих сред. Отметим, что скорость 
дилатансии а = tgp] р— угол внутреннего трения, в частности 
для песка р = 26-400, а а = 0,49-0,82. Это явление не реализу-
ется и для материалов типа Ст. 3 и медь. 

5.2. Определение оптимальных поперечных 
размеров ленточных и цилиндрических целиков 

Камерно-столбовая система разработки занимает в настоя-
щее время большое место в практике эксплуатации месторожде-
ний полезных ископаемых. Эта система разработки отличается 
простотой и высокими экономическими показателями. Широкое 
использование современных высокопроизводительных механиз-
мов значительно повышает эффективность этой системы. По-
лезные ископаемые извлекаются в этом случае обычно камерами 
прямоугольной формы, между которыми оставляются целики 
различных размеров: чаще всего ленточные, реже — столбчатые. 
Различают барьерные, предохранительные, опорные целики, 
функции которых различны. Если оставлять целики больших 

774* 
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размеров, чем необходимо, то это повлечет за собой неоправ-
данно большие потери полезного ископаемого, возрастающие 
с углублением работ. Если же размеры целиков оказываются 
недостаточными, то могут произойти их разрушение и авария. 
Однако разрушение, например, барьерных целиков недопусти-
мо, так как они охраняют поверхность от оседания, локализуют 
распространение зон обрушения и выполняют другие функции. 
Из вышесказанного становится ясно, как необходимо правильно 
рассчитывать оптимальные размеры целиков. 

На напряженное состояние целиков оказывает влияние много 
факторов, учет которых при теоретических решениях не всегда 
возможен. Вследствие этого приходится ограничиваться рас-
смотрением наиболее важных факторов, которыми являются, 
например, геометрические размеры целиков и их глубина. 

Относительно величин нагрузок, действующих на целики, 
существуют две группы гипотез. 

В первой предполагается, что нагрузка на поддерживающие 
целики соответствует полному весу столба вышележащих пород 
с основанием, равным приходящейся на целик части поддержи-
ваемой площади (Турнер и др.). 

В гипотезах второй группы нагрузка на поддерживающие 
целики предполагается значительно меньшей полного веса вы-
шележащих пород за счет разгрузки поддерживающих целиков 
на окружающий массив и опорные целики (Слесарёв В.Д. и др.). 

В вопросе о напряженном состоянии поддерживающих це-
ликов большинство авторов полагают распределение вертикаль-
ных сжимающих напряжений по среднему поперечному сече-
нию целиков равномерным, часть — неравномерным, распреде-
ленным по какому-либо закону. 

Основным допущением, существенно облегчающим ре-
шение задач и принимаемым во всех исследованиях на эту 
тему, является предположение об однородном напряженно-
деформированном состоянии целика. При определении опти-
мального поперечного размера целика, исходя из принципа 
устойчивого состояния равновесия, до настоящего времени 
использовался только приближенный подход Лейбензона-
Ишлинского. Ниже эта задача решается с позиции трехмерной 
линеаризированной теории устойчивости. 

Если в задаче о потери устойчивости нагрузка увеличивается 
от нуля до некоторого критического значения при постоянных 
размерах, то при определении оптимального поперечного раз-
мера целика при постоянной нагрузке меняется ширина ленточ-
ного или радиус цилиндрического целика. При решении этой 
задачи считается, что: 

выработанное пространство поддерживается равноудален-
ными целиками одинаковых размеров; 
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возмущения перемещений в плоскостях торцов целиков от-
сутствуют; 

целики несут нагрузку от веса всей покрывающей толщи 
пород. 

5.2.1. Определение оптимального поперечного раз-
мера ленточного целика. Задача определения оптимального 
размера ленточного целика шириной а и высотой I решается 
по расчетной схеме, изображенной на рис. 5.2.1. Напряженно-
деформированное состояние ленточного целика из упругопла-
стического материала с трансляционным упрочнением (1.1.12), 

О X2 

Рис. 5.2.1 

сжатого равномерно распределенными нагрузками интенсивно-
сти ghL/a вдоль оси Ох\ и р22 вдоль оси Ox2 (давление со сто-
роны выработок, создаваемое, например, рядом подкрепляющих 
штанг), определяется при плоском деформировании соотноше-
ниями 

о о shL 
C r I l = -р l b ^ 2 2 = —Р22 = —Р, Pll= q = , 

op op р
 а (5.2.1) 

£11 = £ 22 = Yc ( \ я - р \ + > P = s i g n ( p - g ) . 

Здесь L - площадь основания столба пород, приходящегося на 
единицу длины ленточного целика, h — глубина, g—объемный 
вес вышележащих пород. 

Если предположить, что в момент потери устойчивости пе-
ремещения происходят в плоскости х±Ох2, т. е. и\ = u\(xi, х2), 
U2 = u2(xi , X2), щ = 0, то, используя общее решение (1.4.23) 
уравнений устойчивости (1.4.16), (1.4.17) и соотношения (1.4.6), 
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(1.4.9) получим 
д2 Г д2 д2 1 ^i = -(// + 012) д д ^2 = (ац - q) — + (/i - р) — Ф, ох\дх2 L cta^J 

СГ22 = {[022(011 - ¢ ) + + 

(5.2.2) 

°\2 = /i 1 ф . 
дх\ 

Здесь а ц = а22 = А + 2/i - а0 , a i 2 = А + а0 , а0 = 2/i2/(2/i + с). 
Граничные условия (1.4.5) при X2 = =Ьа/2 в случае «мертвой» 

нагрузки со стороны выработки принимают вид 
ди2 dui 

° 2 2 = Р — , G i 2 = P - - . OX2 OX2 
Подставив в граничные условия соотношения (5.2.2), полу-

чим 

4 + = Я * " ) - * . ф = 0, X2 = 
^xf дх\ J дх2 \дх1 дх\ J дх\ 2 

(5.2.3) 
где д _ (// - р) (а22 ~ Р ) ^ = Р ( / / ~ Q 1 2 ) ~ ( A I 2 + Р ) / А 

(ail - q) («22 ~ р) ~ «12 (/i - «12)' /i (ail - g) 
Исследуем две формы потери устойчивости: «цилиндриче-

скую»— двухстороннее выпучивание и «стержневую»—одно-
стороннее выпучивание. В первом случае функция U2 должна 
быть четной относительно аргумента X2l во втором — нечетной. 
Решение представим в виде соотношения (5.1.10). При этом 
в первом случае функция Ф имеет вид 

Ф = \С\ ch(£iтх2) + Cf ch(i2mx2)] sin(raxi), 
а во втором 

Ф = \С\ Sh(^imx2) + Cf sh(i2mx2)] sin(raxi), 

где определяются из соотношений (5.1.9). Подставив эти ре-
шения в граничные условия (5.2.3), получим систему двух ли-
нейных алгебраических уравнений относительно постоянных С\ 
и Cf. Из условия существования нетривиального решения этой 
системы получаем уравнения: 

для «цилиндрической» формы потери устойчивости 

(5 .2 .4) 
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для «стержневой» формы потери устойчивости 

X - Ж - . ' ? = * = ± § . 
(5.2.5) 

Из условия отсутствия возмущений перемещений на контак-
те целика с кровлей и почвой U2 = 0 при х\ = О, Z находим 
т = 7Tnfl1 п = 0, 1, . . . , оо. Рассмотрим случай, когда п = 1. 

Докритическое плоско-деформированное состояние ленточ-
ного целика в случае, когда свойства материала описываются 
соотношениями (1.1.15), (1.1.17) определяется в виде 

о о op i / Г ~ 7л 
сгп = - g , Cr22 = - р , £ п = - - л/2х — ), 

22 = ^ ( 3 ^ 1 + у 2 х - , 

где = (^i(сг) — функция объемного сжатия, а = (р + g)/3, % = 
= 2(VS + a a - K ) 2 / c 2 , S = + /3. 

Аналогично придем к характеристическим уравнениям 
(5.2.4), (5.2.5). В этом случае коэффициенты Ctij1 Gь- определя-
ются по формулам (1.4.10), (1.4.11), где г/ = 0. 

Характеристические уравнения (5.2.4) и (5.2.5) решены чис-
ленно. Для конкретных горных пород получены значения оп-
тимального поперечного размера ленточного целика из упруго-
пластического материала с трансляционным упрочнением и из 
сжимаемого с изотропным линейным упрочнением. Осреднен-
ные значения постоянных массива брались из таблиц 3.4.1, 5.2.1, 
5.2.2. 

В табл. 5.2.1 приведены вычисленные значения констант сжи-
маемых горных пород с изотропным линейным упрочнением. 

Таблица 5.2.1 

Материал C0 а 
IO5 Па 

Материал C0 а 
К K0 с 

Аргиллит 2,8216 0,212 758,54 0,1073 187255 

Песчаник, не опасный 
по выбросам 2,2921 0,387 1499,96 0,1199 286712 

В табл. 5.2.2 первая строка относится к несжимаемому углю 
с трансляционным упрочнением, вторая — к сжимаемому с ли-
нейным изотропным упрочнением. Для объемных деформаций 
выбирался степенной закон [62] 

/ \ 1 /га 
ст = Sem, щ = ( ! ) ; 
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Воспользовавшись общим решением (1.4.21) уравнений 
устойчивости (1.4.16), получим из (1.5.2) выражения для 

физических составляющих ком-
понент сгг, GRQ1 GRз тензора на-
пряжений в цилиндрической си-
стеме координат. Коэффициенты 
a,ij hGj- определяем по формулам 
(1.5.5) : 

a n = а22 = А + 2/i — ао, 
ayi = A - ао, 

а 3 3 = A + 2 / i - J a 0 , (5.2.8) 

2 /i2  
aO — - ; Ь j — 

3 2// + с J 

Рис. 5.2.4 а величины Сг (¾ = I5 2, 3)—по 
(1.4.30). 

Решения Ф^ (г = 1, 2, 3) выберем в виде: 

Фх = A 1 Z n ( ^ r ) S i n ( ^ 3 ) cos0, 

Ф 7 ; = A 7 T 7 7 Y ^ R ) C O S F / З Ж З ) C O S ( (5.2.9) 

f3 = m у , г = 2, 3 , 

где In- модифицированные функции Бесселя n-го порядка. 
Используя зависимости (1.5.2) для составляющих тензоров 

напряжений и перемещений и приведенные выше решения, из 
граничных условий на свободной поверхности получим систе-
му алгебраических уравнений относительно констант Ai (г = 
= 1, 2, 3). Для случая п = 1 она принимает вид: 

A1R ¢ - 1 ) ^ ( ^ 1 ) + 6 / 2 ( ¾ ! ) 

f A2Z2 ( & 2 ) /36 ( 

+ 

^ - 2 ) + А з / 2 ( & З ) & З ( ^ - 2 ) = 0 , 

(5.2.10) 

\aii-p / V /i/ 6 
Qll ~ P / /i - < 
ai3 + // 

- A 3 J j ( /36)6 /3 a i i ~ p f - ^ 2
2 V i - р ) 

«13 + Van — р / V /iJ 
- ^ ) - 1 = 0, 
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Осесимметричная форма потери устойчивости (Ф = 0, 
— Фг = 0, г = 1, 2, 3) исследуется по системе уравнений: 
дО 

Аг \ а 1 2 Ы [ & ) + °i3 ^ ( j ^ l ~ $ ) h ( Ь ф -
L V / a i 3 + / i \ a n — Р J V J 

- ( р - а п ) ^ 1 " Ш ] + ^ 1 2 6 ^ ( / % ) + 

+ a i 3 J ^ L - _ C l ) I i ( P b ) P - о P - « п ) е 3
2 К ( & з ) «13 + Van - P / 

- e l ) ( i - -
Lai3 + Van - P / V / / / 

+ АзЫЖз) ( j ^ l ~ й ) ( l " £ ) " l] Lai3 + Van — р / V f i / J 
Из условия существования нетривиального решения линей-

ной алгебраической системы уравнений (5.2.10) или (5.2.11) 
получим характеристическое уравнение для определения опти-
мального радиуса целика R*. 

Докритическое состояние целика из сжимаемого упругопла-
стического материала с изотропным линейным упрочнением 
определяется соотношениями 

O O о 
CrIl = ^22 = —Р, СГЗЗ = -<L 

= 0, 
(5.2.11) 

+ 

1 = 0. 

£33 = Ч>\ - СЛД , X = (^VS + АА К 

S = { p ~ q ) \ а = - 2 - ^ . 
3 3 

Все уравнения для исследования устойчивости целиков, по-
лученные в предыдущем случае, остаются в силе и для этого 
варианта, только при определении коэффициентов ац и G^ сле-
дует воспользоваться формулами (1.4.10) и (1.4.11), где следует 
положить Г] = 0. 

Решение на ЭВМ проводилось для конкретных горных пород 
(см. таблицы 2.1.1 и 5.2.2), при этом для вычисления моди-
фицированных функций Бесселя использовалось их разложе-
ние в ряд. Для объемных деформаций по-прежнему выбирался 
степенной закон с постоянными, приведенными в табл. 5.2.3. 
На рис. 5.2.5 показаны зависимости безразмерных критических 
параметров и gh/E (Е — модуль Юнга материала целика от R/1) 
при р = 0. Штриховые линии соответствуют осесимметричной 
форме потери устойчивости, сплошные — произвольной. 
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Вычисления проводились при следующих значениях вели-
чин L/1: кривые ПРИ значении 3; 5, 6, 7, 8 при 
значении 5; 9, 10, 11, 12 при значении 7. Номера кривых 
соответствуют таким случаям. Аргиллит: 1,5, 9— сжимаемая 

12 3 4 

Рис. 5.2.5 

модель с изотропным линейным упрочнением; 2, 6, 10 —несжи-
маемая модель с трансляционным упрочнением; уголь: 3, 7, 
11 —сжимаемая модель с изотропным линейным упрочнением; 

8, 12—несжимаемая модель с трансляционным упрочне-
нием. 

5.3. Неустойчивость бесконечного 
упруговязкопластического пространства 

с круговой цилиндрической полостью 
Рассмотрим явление поверхностной неустойчивости беско-

нечного пространства с круговой цилиндрической полостью ра-
диуса RQ, ОСЬ которой совпадает с осью OXЗ (Рис. 5.3.1), сжатого 
вдоль полости «мертвой» нагрузкой р. 

Докритическое состояние определяется соотношениями 
(1.4.2), где 

о 1 = а°вв = 0, O0
z = - P (5.3.1) 
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Общее решение трехмерных уравнений (1.4.16) имеет вид 
(1.4.28) при q = 0 и 

д_ = A = I A (5.3.2) 
дп дг' дт г дв 

Корни определены (1.4.30) при g = 0, а функции ipi 
соотношениями (1.4.32). Выбирая решение, удовлетворяющее 
условиям затухания при г оо 
в (1.4.32) C^1

n = 0 (i = 1, 2, 3) 
и удовлетворяя граничным усло-
виям 

.о _ п ^o 

[X3 

1M 1M M M M M I p . К̂ ллЛЛЛХ 

Ilt^ 4 О 

Ro 

Рис. 5.3.1 

a ; r = 0, ^ 3 = 0 (5.3.3) 
на свободной поверхности г = 
= RQ круговой цилиндрической 
полости, в случае осесимметрич-
ной задачи, когда длина волны 
формы потери устойчивости зна-
чительно меньше радиуса полости (/ <С RQ) ̂  обычным образом 
получаем характеристический определитель в виде 

det (Xij) = 0. (5.3.4) 
Здесь использованы обозначения 

ЯП = FE2 + Л 2 ) KQ Ш + Z K ^ - 1 K 1 Ш , 

Х\2 = Xn (Ь) , ^21 = - + Cl) i^l (^Ы J 
Х22 = Ж21 ( Ы , Xi = г, 

«13 +P 7. _ «13 «13 - \ h = 
«11 

k2 = 

кз = G(G + a13) 
Gan 

ч 1/2 _ 

an 
? = 

G 
TTR 
I ' 

К I(Xi) = - ( ^ r ) 
1/2 

V 8Хг 

(1 + ̂  
V 8Xi 

Г ) . 128х?-

15F)-128Х? 
определяются из условия Критические значения нагрузки 

(1.4.27). 
Полученный характеристический определитель для рассмо-

тренной задачи в рамках модели упруговязкопластического тела 
верен и для других моделей при соответствующей замене коэф-
фициентов CLij и bij. При этом, если в величинах а^ приведенных 

о 
характеристических уравнений а = 0, то они в точности совпа-
дут с характеристическими уравнениями для упругих тел. 
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5.4. Неустойчивость деформирования 
слоистых массивов, упрочняющихся 

в пластических средах 
В квазистатической постановке рассмотрим задачу о 

неустойчивости деформирования слоистых массивов, упрочняю-
щихся в пластических средах. Чередующиеся слои наполнителя 
и связующего упрочняющиеся упруговязкопластические 
с характеристиками A, /i, с, к, г/; 2h — толщина. Величинам, 

относящимся к наполнителю, 
будем приписывать индекс (1). 
Массив сжат вдоль оси ох з 
усилиями интенсивности р 
(рис. 5.4.1). 

Предположим, что массив 
бесконечен в направлении оси 
Ox2, т. е. исследуем случай плос-
кой деформации в плоскости 
х\Ох%. 

Рассмотрим возможность 
потери устойчивости деформи-
рования массива при сжатии, 
исходя из общих решений 

трехмерных уравнений устойчивости для упрочняющихся 
упруговязкопластических тел. Аналогичная задача в стати-
ческой постановке для материала, состоящего из чередующихся 
ортотропных слоев, рассмотрена в работе [72]. 

Для решения задачи каждый из слоев (г-е слои связующе-
го и наполнителя) отнесем к системам координат (хц, X2г, жзг) 

/ (1) (1) (1)\ 
и \Хц •> x 2 i \ )•> которые получаются из системы координат 
х\, X2, Xs путем параллельного переноса вдоль оси Oxi, и свя-
заны со срединными поверхностями соответствующих слоев. 

Исходя из общих соотношений упруговязкопластических тел 
(см. § 1 гл. 1), можно показать, что напряженно-деформиро-
ванное состояние массива до потери устойчивости без учета 
сжимаемости будет определяться соотношениями о о(1) О о(1) О р ор( 1) СГ11г = и, CTih = U, CTi3̂  = U, CT13i = U, £13г = и, S 13i = U, 

Рис. 5.4.1 

о(1) 
а33г = 

2л/27г0 (с(1)/с - с/с(1)) + (2 + с) с(1)р0 (1 + h0) 

°(D 
_ _ ЗЗг ^ЗЗг = - ho - Po 

(2 + 0(1)) Jioc+(2+ с) /W1) 
1 + H0

 0P °Р kV2 
£ 11г — — ^ ЗЗг — 

(5.4.1) 

ор(1) ор(1) 
611г = ~~ 6 ЗЗг 

ho 
кЫу/2 
2с(!) 

2с 
CT 33 ъ 
2 с 

о(1) 
V ЗЗг 

2с(!) ' 
г = —оо, . . . , 0, . . . , +оо. 
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Здесь и далее, величины, характеризующие связующие слои 
и наполнитель и имеющие размерность напряжений, отнесены 
соответственно к \i и /ii, ро = до-1, /io = / ^ 1 V - 1 > ho = h (h(1)) 

Рассмотрим две формы потери устойчивости: форму потери 
устойчивости первого и второго рода. Предположим, что слои 
теряют устойчивость по одной форме и в одной фазе. Решения 
основных уравнений (1.4.16), периодические по оси Oxз, с пери-
одом 2h-\-2h^l\ удовлетворяющие условиям симметрии, согласно 
(1.4.31) и (2.1.23) запишем в форме 

W 4 = 

Ipi= C i c h ( y f i ^ i i ) + ^2 Ch (у £3Я1г) Sin^yZ3 i) , 
(5.4.2) 

где величины определяемые (1.4.30), имеют вид 

£1,3 — 2То 
3 

^ _ ^±0 °"33г iV(1^T) -(1+ ̂ЗЗг 
(5.4.3) 

То = 2 + C 0 + sr] о 

Формулы для вычисления имеют вид (5.4.3), необходи-
мо лишь в этих формулах всем величинам приписать индекс (1). 
Так как решение в виде (5.4.2) удовлетворяет условиям сим-
метрии и периодичности, то необходимо удовлетворить только 
следующим условиям на линии спая хц = h; h(1^: 

(1) crHi = crIH' 
(1) а13г = CTi3̂  

(1) (1) Uii = Щ/, U3i = UQ 
(5.4.4) 

I l i , U3i = U^j. 
Из уравнений (5.4.4) с учетом (2.1.7) и (1.4.23), а также (5.4.1)-
(5.4.3) при условии существования ненулевых решений получаем 
трансцендентное уравнение относительно s типа (5.3.4) {г, j = 
= 1, 2, 3, 4). Элементы хц определителя (5.3.4) имеют вид 

^ n = £1 (£1 - S) sh(afi) , X12 = жц(£3), 

-13 = ^ (d 1 ) 2 - Bh ( a ^ k ? ) , -14 = -13 ( й 1 ] ) , 

-21 = (1 + Ci) c h « i ) , Х22 = -21 ( 6 ) , (5.4.5а) 

-23 = -цо ( l + ch ( а ^ е Г -24 = - 2 3 ( ^ ) ' 

-31 = 6 sh(a£i), X32 = -3i (Ь) j -зз = sh ( a ^ ^ ) , 
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^34 = ^33 (¾^) , X4I = ch(af i ) , Х42 = ch(af 3 ) , 

ж43 = - ch , ^44 = ж43 (Сз1}) ? 

S = 3 - ^ 70 + Заззг, a = Y ' 
(5.4.56) 

^ = 3 - 1 ^ + 3 ^ , (I) 7T/l(1) 
cr J = 

3 'и I 
В результате решения трансцендентного уравнения (5.3.4) полу-
чим зависимость = / ( / , s), откуда, минимизируя, имеем 

д'Ро _ Q др0 Q 

31 ' ds 
(5.4.6) 

Условие устойчивости примем в виде (1.4.27) 
В случае формы потери устойчивости второго рода, когда 

срединные поверхности слоев связующего остаются плоскими, а 
слои наполнителя теряют устойчивость по ранее рассмотренным 
формам, получаем 

фг = C1 s h ( у f i ^ l i ) + C2 Sh(у £3Я1г) sin ( у X3i 

(5.4.7) ^ = [̂ 1) + ̂ 1) й1^̂ )] 8KH-)-
Подставляя выражения (5.4.7) в граничные условия (5.4.4) 

аналогично только что рассмотренному случаю получаем од-
нородную систему алгебраических уравнений, из условия суще-
ствования нетривиальных решений которой получаем трансцен-
дентное уравнение для определения критических нагрузок 

det (bij) = 0 (г, j = 1, 2, 3, 4) (5.4.8) 

Элементы Ь^ совпадают с Xij1 если при j = 1, 2 sh(a£i ) и 
sh(a^3) поменять местами с ch(a£i) и сЬ(а£з). 

В общем случае решение полученных уравнений может быть 
выполнено численными методами. 

5.5. Неустойчивость неоднородного 
полупространства 

При подходе типа Лейбензона-Ишлинского [257] исследуем 
неустойчивость упруговязкопластического тела (полупростран-
ство с непрерывной неоднородностью) значительных размеров 
в направлении осей Ox и Oy(ось у направлена вниз), находя-
щегося под действием однородного гравитационного поля pgy 
(р — плотность, g— гравитационное ускорение) и горизонтально-
го сжатия P (у) вдоль оси Ox (рис. 5.5.1). 
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Допустим, что 

P = Poe -ау (5.5.1) 

Таким образом, поле состоит из двух частей: члена pgy, уве-
личивающегося линейно с глубиной, и горизонтального сжатия 
Р$е~ау, уменьшающегося с глубиной экспонентно. Положим, что 
в соотношениях напряжения-
деформации для упруговяз-
копластической среды 

О 

ji = /i0e" -ay с = сое -ay 

r/ = r/0e а у , 
' ~ '(5.5.2) А; = к$е~ау, 7 

Л. / ¾ ^ 

fy 
P = Poe-где /i0, с0, г/о, Zc0- значе-

ния физико-механических ха-
рактеристик материала на по-
верхности у = 0. Такая среда 
является несжимаемой анизо-
тропной и неоднородной. Рис- 5-5.1 

Очевидно, что при предположении (5.5.2) прочностные ха-
рактеристики уменьшаются экспоненциально с глубиной при 
постепенном переходе среды от твердого состояния к жидко-
му. Ограничимся случаем плоской деформации, когда потеря 
устойчивости происходит в плоскости хОу, и квазистатической 
постановкой. 

Напряженно-деформированное состояние полупространства 
до потери устойчивости определяется соотношениями: 

а ц = —Р^е 
0P кол/2 
Sll = 

-Р^-аУ _ PgU, °22 = -pgy, °1Ъ = 0, 

2с0 

°Р Л S 12 = 0, 

1 — ехр( — ( - ¾ 0 ) V 7/0 / 
о р 
£22 = 

°Р кол/2 -P0  е Ii = ехр 
2т/о 

О р 
6 22 = 

о р 
- е ц , л е 12 = О, 

О р 
- £ 1 1 , 

V 7/0 / 

(5.5.3) 

если анализ устойчивости этого состояния производить на ко-
нечном интервале времени. Если устойчивость основного состоя-
ния исследовать по предельной системе уравнений (см.§ 2 гл. 1), 
то в соотношениях (5.5.3) следует положить to оо. Далее 
ограничимся только этим случаем. 

Исследование устойчивости этого состояния тела сводится 
к решению уравнений в вариациях и соответствующих гранич-
ных условий, которые имеют вид (1.2.16), где р = 0 и соответ-
ственно (1.2.20), где pi = 0. Эта задача замыкается путем при-
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соединения вариационных соотношений для упруговязкопласти-
ческих тел (1.4.33). Из уравнений равновесия можно получить 

(Sn - S22) = _ (5.5.4) 
OXOy OX2 Oyz 

где, согласно (1.4.33), при учете (5.5.3) и условия несжимаемости 

« S n = 2 (/io - as2) е~ауП1Л = - s 2 2 , 
/P0 °Р \ (5.5.5) ^ 1 2 = м е а у (ui j 2 + ^2, l) , £ = IlJ . 

Граничные условия (1.2.20) на свободной поверхности таковы 

0"12 + <Т11̂ 1,2 = О, G22 + CT22U2^2 = 0 при у = 0. (5.5.6) 

Используя уравнения равновесия (1.2.16), (5.5.4), связь между 
напряжениями и деформациями (1.4.33), а также условие несжи-
маемости, получим следующую систему уравнений: 

-O2U^ 2 + biU911 + Ь2и5112 - Ui 222 ~ Й2^ i + V^ щ ~ V^ I22 = 0, 
, 2 ч 8 ( 5 ' 5 ' 7 ) 

и, 1 +^ ,2 = о, bi = 4а - -7oJ , = - 7о - 3, 

где Ui = и, U2 = v. Здесь и далее величины, имеющие размер-
ность напряжений отнесены к /io, а 7о — определено выражением 
(5.4.3). 

Так как решения уравнений (5.5.7) удовлетворяют условию 
несжимаемости, то должны иметь место следующие соотноше-
ния: 

и = ^l1 v = ^ . (5.5.8) 
ду дх 

В случае деформаций, синусоидальных вдоль оси X1 положим 
f = <p(y) вт(1х) (5.5.9) 

После подстановки (5.5.8), (5.5.9) в (5.5.7) получим уравнение 
для функции (р(у): 

if"" + а3(р" + а2ср' + ai(p = 0 
AI = /4 + OJ

2I2
1 О2 = W 2 , а з = I2 + а 2 + Ь212 

(5.5.10) 

Решение (5.5.10) представим в виде 

Cp = Cie6l7iy + C 2 e
6 ^ y

1 (5.5.11) 
где Si — корни характеристического уравнения 

S4 + O3S2 + A2S + ai = 0. (5.5.12) 
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Выбор решений в форме (5.5.11) обеспечивает затухание 
компонентов напряженного и деформированного состояния при 
у —)• оо. 

Пользуясь соотношениями (5.5.5), (5.5.8), (5.5.9) и уравне-
ниями равновесия, найдем компоненту напряжения G22 воз-
мущенного состояния, при подстановке которой в граничные 
условия на возмущенной поверхности (5.5.6) получаем систему 
однородных линейных алгебраических уравнений относительно 
постоянных интегрирования: 

[(1 -P0 - p0h) (S1Ti)2 + I2] C1 + [(1 -P0- p0h) (S2a)2 + I2] C2 = О, 
(K1 - P0HS1^C1 + (K2 - p0hS2a)C2 = 0 (5.5.13) 

Sia + 1 
P 0 = —, Âo 

Ki = (Si - 1 )а (г = 1, 2). 

При выводе (5.5.13) влияние тяготения заменено силой, про-
порциональной местному изменению высоты, т. е. гидростати-
ческим давлением, при этом на бесконечности напряжения (при 
Po — 0) стремятся к величине 7h (7 = Pg1 7 — объемный вес 
породы, h — высота). Для определения критического давления 
получим уравнение 

Pn = A2D1 (S2-I)-A1D2 (S1-I) 
D1 (S2 - 1) (S2a)2 - D2 (S1 - 1) (S1O)2 (5.5.14) 

Po 

где Ai = I2 + ( I - p0h) (Sia)2, Di = 1 + SiCL - p0h (a)2 Si (Si - 1), 
г = 1, 2 

На рис. 5.5.2 представлена зависимость безразмерной сжи-
мающей нагрузки PQ ОТ безразмерного числа волн = I ja при 
заданных значениях гравитационно-
го параметра /1* = p0h/a и при 0 < 
< г/о 1, C0 = 0,05 близких для 
пластических глин [14]. Сплошные 
кривые ( i , 2) соответствуют упру-
говязкопластическому упрочняюще-
муся массиву, а штриховые (5, 4) — 
упругому массиву [292]. Кривые 1 
и 4 соответствуют /i* = 0,05, а 2 
и 3 — h,к = 0. Как следует из при-
веденных результатов, с ростом h* 
критическая нагрузка Po существен-
но уменьшается. 

% \ M \ 
\ \ \ Y 1 
\ \V xA V 3'\ \ 

\ 
\ 

V 
V \ 

0 2 4 

Рис. 5.5.2 
U 
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