
ВВЕДЕНИЕ 
В ТЕОРИЮ 
ГЕОФИЗИЧЕСКИХ 
МЕТОДОВ 

GEOPHYSICAL 
FIELD 
THEORY 
AND METHOD 



ACOUSTIC 
AND ELASTIC 
WAVE FIELDS 
IN GEOPHYSICS, 1 
A.A. KAUFMAN 
Department of Geophysics, Colorado School of Mines, Golden, 
CO 80401, U.S.A. 
and 
A.L. LEVSHIN 
Department of Physics, University of Colorado, Boulder, 
CO 80309, U.S.A. 

2000 

ELSEVIER 
Amsterdam-Lausanne-New York-Oxford-Shannon-Singapore-Tokyo 



А.А.Кауфман 
А.Л.Левшин 

ВВЕДЕНИЕ 
В ТЕОРИЮ 
ГЕОФИЗИЧЕСКИХ 
МЕТОДОВ 
ЧастьЗ Акустические 

и упругие волновые 
поля в геофизике 
Перевод с английского А.В.Кирюшина 

Ktf Москва Недра 2001 



УДК 
ББК 

550.83 
26.2 
К 30 

Организация-спонсор 
Евро-Азиатское геофизическое общество 

Кауфман А.А., Левшин A.JL 
К 30 Введение в теорию геофизических методов. Часть 3. Акустические 

и упругие волновые поля в геофизике: Пер. с англ. А.В. Кирюши-
на. - M . : ООО "Недра-Бизнесцентр", 2001. - 519 е.: ил. 

ISBN 5-8365-0097-5 
Дано описание основных физических принципов распространения акустических 

и сейсмических волн в жидких и упругих средах. 
На основе законов Ньютона и Гука выводятся уравнения колебаний. Изучают-

ся свободные и вынужденные колебания, происходящие при распространении вол-
ны, описано поведение лучей отраженных, преломленных и головных волн. Сфе-
рические, цилиндрические и плоские волны рассмотрены как в частной, так и во 
временной областях. 

С помощью относительно простых моделей описываются интерференция и 
дифракция волн, приведен вывод формул Гельмгольца и Кирхгофа, описаны прин-
ципы Френеля и Гюйгенса. Принципы геометрической акустики в неоднородных 
средах. 

Для геофизиков, работающих в разведочной и глубинной геофизике. Полезна 
физикам и инженерам-электронщикам, а также студентам геофизических специ-
альностей. 

ISBN 0-444-503-36-6 © Elsevier Science В.V., 2000 
ISBN 5-8365-0097-5 © Оформление. ООО 

"Недра-Бизнесцентр", 2001 
© Перевод на русский язык. 

А.В. Кирюшин, 2001 



ОГЛАВЛЕНИЕ 

Введение 7 
Благодарности Ю 
К русскому изданию Ю 
Список обозначений Ю 

ГЛАВА 1. ЗАКОНЫ НЬЮТОНА И ДВИЖЕНИЕ ЧАСТИЦ 13 
1.1. Законы Ньютона 13 
1.2. Движение системы частиц 25 

ГЛАВА 2. СВОБОДНЫЕ И ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 32 
2.1. Закон Гука для пружины 32 
2.2. Свободные колебания системы груз - пружина 34 
2.3. Вынужденные колебания системы груз - пружина 44 
2.4. Принципы измерения колебаний 54 

ГЛАВА 3. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН 59 
3.1. Распространение волн через систему масс и пружин 59 
3.2. Решение одномерного волнового уравнения. Граничные условия 66 
3.3. Поперечные волны в струне 99 

ГЛАВА 4. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН ДИЛА-
ТАЦИИ ПО 

4.1. Волновые явления в газе и жидкости 111 
4.2. Волновое уравнение и граничные условия для волн дилатации 129 
4.3. Кинетическая и потенциальная энергия волн. Поток энергии. Вектор Пойн-

тинга 140 
4.4. Задача с граничными условиями. Теорема единственности 149 
4.5. Гравитационные волны в жидкостях 158 

ГЛАВА 5. ВОЛНЫ В ОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ 169 
5.1. Сферические волны, возбуждаемые элементарным источником 169 
5.2. Цилиндрические волны, возбуждаемые линейным источником в однород-

ной среде 192 
5.3. Плоские волны в однородной среде 204 

ГЛАВА 6. ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ И ДИФРАКЦИЯ 215 
6.1. Суперпозиция волн от нескольких первичных источников в однородной 

среде 215 
6.2. Формула Гельмгольца 235 
6.3. Теория дифракции Юфхгофа 245 
6.4. Дифракция Фраунгофера и дифракция Френеля 255 
6.5. Формула Гельмгольца - Кирхгофа 274 
6.6. Принципы Гюйгенса - Френеля 283 
6.7. Связь между потенциалом и начальными условиями. Формула Пуассона 298 
6.8. Переход к геометрической акустике 308 
6.9. Уравнение эйконала и уравнение переноса 319 

ГЛАВА 7. СУПЕРПОЗИЦИЯ СИНУСОИДАЛЬНЫХ ВОЛН, ИМЕЮЩИХ РАЗ-
НЫЕ ЧАСТОТЫ И ДЛИНЫ ВОЛН 332 

7.1. Группа волн. Фазовая и групповая скорости 332 
7.2. Суперпозиция синусоидальных волн и метод стационарной фазы 346 

5 



ГЛАВА 8. ПРИНЦИПЫ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ АКУСТИКИ 373 
8.1. Лучи и их основные свойства 373 
8.2. Поведение лучей в среде, где скорость зависит от одной декартовой коор-

динаты 387 
8.3. Поведение лучей в среде, где скорость зависит от одной координаты г 405 
8.4. Лучи вблизи внутренних границ раздела среды 408 
8.5. Поля времен прихода волны 428 
Приложение 1. Векторная алгебра 434 
Приложение 2. Градиент скалярного поля 445 
Приложение 3. Векторные поля 449 
Приложение 4. Комплексные числа 477 
Приложение 5. Обыкновенные линейные дифференциальные уравнения с по-

стоянными коэффициентами 485 
Приложение 6. Ряды Фурье 492 
Приложение 7. Интеграл Фурье 503 
Приложение 8. Интеграл Дюамеля 513 

Предметный указатель 515 
Список литературы 519 



Памяти 
Людмилы Ивановны Ратниковой 

посвящаем 

ВВЕДЕНИЕ 

Существует множество великолепных монографий, в которых подробно 
и глубоко описываются теоретические основы сейсмической разведки и 
сейсмологии. Среди книг, многие годы влиявших на подготовку сейсмоло-
гов, можно упомянуть следующие: К. Аки и П. Ричарде "Количественная 
сейсмология"; JI.M. Бреховских "Волны в слоистых средах"; К. Буллен 
"Введение в теоретическую сейсмологию"; X. Кольский "Волны напряжения 
в твердых телах"; W.M. Ewing, W.S. Jardetsky, F. Press "Elastic Waves in 
Layered Media"; F.S. Grant, G.F. West "Interpretation Theory in Applied 
Geophysics"; J.E. White "Seismic Waves". 

Однако практически во всех этих книгах с самого начала предполагается, 
что читатели обладают достаточно сильной подготовкой в некоторых облас-
тях физики, математики и математической физики. К сожалению, это не 
всегда так. Поэтому, чтобы заполнить существующий пробел, мы попыта-
лись дать описание основных физических принципов распространения акус-
тических и сейсмических волн. Другими словами, мы рассматриваем только 
так называемые "прямые задачи" распространения волн в жидких и упругих 
средах. За пределами данной книги остались "обратные задачи" определения 
свойств среды по наблюдениям волнового поля, а также вычислительные 
аспекты решения "прямых задач". Мы надеемся, что наша книга будет по-
лезна читателям для понимания более сложных вопросов, рассматриваемых в 
других книгах. 

Для удобства читателя материал располагается по принципу "от простого 
к сложному". Последовательные части монографии органично связаны меж-
ду собой. И мы надеемся, что преимущества такого расположения материала 
очевидны. Этот традиционный подход широко используется и в других обла-
стях геофизики. Один из авторов книги (А.А. Кауфман) придерживался 
именно такого способа изложения в своей монографии "Введение в теорию 
геофизических методов", где приводятся описания гравитационных, электри-
ческих и электромагнитных полей, используемых в геофизике. 

Опишем кратко содержание данной книги. Первая глава посвящена зако-
нам Ньютона, которые вместе с законом Гука управляют поведением акусти-
ческих и упругих волн. В этой главе мы напоминаем читателю о таких ос-
новных понятиях, как сила, работа, энергия, количество движения, импульс 
силы и центр масс. Все они используются при выводе уравнений, описыва-
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ющих волновые явления. С этой же целью в главу помещено несколько при-
меров. Например, мы иллюстрируем механизм распространения волн через 
газ и описываем эллиптическую поляризацию, которая типична для боль-
шинства волн. 

Распространение волн в любой среде сопровождается движением 
(колебаниями) и деформацией элементарных объемов. Каждый из этих эле-
ментов можно мысленно заменить системой, состоящей из масс и пружин. 
Движение такой системы описывается во второй главе. Сначала мы вводим 
закон Гука в его простейшей, скалярной форме, т.е. когда сила и смещение 
имеют либо одинаковые, либо противоположные направления. 

Особое внимание уделяется свободным и вынужденным колебаниям, 
происходящим во время распространения волны. С помощью законов Нью-
тона и Гука выводятся уравнения колебаний. Существенно, что точно таким 
законам подчиняются и волновые явления. 

Поскольку в реальности механическая энергия всеща преобразуется в 
тепло, в данной главе мы описываем явление затухания и вводим такие поня-
тия, как декремент затухания, потери энергии и параметр Q. Помимо этого, 
здесь обсуждаются также принципы измерения смещений и ускорений час-
тиц. 

В третьей главе обсуждается совершенно другое явление, а именно, рас-
пространение движения. Чтобы подчеркнуть физические аспекты этого яв-
ления, мы выбрали модель, состоящую из последовательности масс и пру-
жин, соединенных друг с другом. Такой подход не является новым и часто 
используется в литературе. Возможно, Ньютон был первым, кто применил 
эту модель для изучения акустических волн. 

Используя эту модель, мы выводим волновое уравнение, описываем раз-
ницу между состоянием равновесия и динамическим состоянием и исследуем, 
как ведут себя смещение и сила в местах разрыва физических параметров. 
Кроме того, данная модель позволяет наглядно описать, как происходит от-
ражение волн. В третьей главе мы обсуждаем также распространение попе-
речных (сдвиговых) волн вдоль бесконечной струны и вдоль струны конеч-
ной протяженности и, в частности, процесс возбуждения нормальных мод 
(стоячих волн). 

В следующей главе, исходя из принципа сохранения массы, линейной свя-
зи между плотностью и давлением и из законов Ньютона, мы приходим к 
системе уравнений, описывающих волны сжатия (дилатации). Используя 
принцип неразрывности среды, мы формулируем также граничные условия, 
в том числе и вблизи источника. 

Указанные уравнения используются для изучения поведения волн в раз-
личных средах. Поскольку существует бесконечное число решений этих 
уравнений, мы приводим теорему единственности для кусочно-однородной 
среды. В процессе обсуждения вводятся такие понятия, как плотность энер-
гии волн сжатия, поток энергии и вектор Пойнтинга. 

В эту главу мы включили также описание поверхностных (грави-
тационных) волн в несжимаемой жидкости. Это сделано по нескольким при-
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чинам, главная из которых заключается в том, что эти волны во многом 
похожи на волны Рэлея и Стоили, существующие в упругой среде с граница-
ми раздела. 

Следуя принципу "от простого к сложному", в главе 5 мы изучаем пове-
дение волн в однородной среде. Сферические, цилиндрические и плоские 
волны рассматриваются здесь как в частотной, так и во временной областях. 
Особое внимание уделяется их свойствам в ближней, промежуточной и даль-
ней зонах. 

В главе 6 описываются основные свойства интерференции волн. При 
этом используются относительно простые модели (экраны), не требующие 
сложных математических вычислений, однако позволяющие наглядно про-
демонстрировать картину дифракции. Хотя в оптике эти модели очень часто 
имеют большое практическое значение, здесь они используются только для 
иллюстрации явления дифракции. В процессе обсуждения математических и 
физических основ этого явления, мы приводим вывод формул Гельмгольца и 
Кирхгофа и подробно описываем принципы Френеля и Гюйгенса. Кроме 
того, в данной главе рассматриваются зоны Френеля, вторичные источники 
и интерференция волн, вызванных этими источниками, а также влияние 
длины волны и геометрических параметров. 

Помимо этого, здесь обсуждается переход к высокочастотному прибли-
жению, т.е. к геометрической акустике. Для упрощения анализа, мы выпол-
няем его двумя разными способами. Один из них основан на использовании 
экранов и требует только простейших геометрических преобразований. Дру-
гой способ заключается в разложении решения волнового уравнения в сте-
пенной ряд по частоте. Для иллюстрации данного способа приводится про-
стой пример, в котором плоская волна бежит в среде, где скорость меняется 
только в направлении распространения этой волны. 

В главе 7 описывается конструктивная и деструктивная интерференция 
волн с близкими частотами и волновыми числами. Анализ этого явления 
связан с такими понятиями, как волновая группа, групповая скорость и ста-
ционарная фаза. Все эти понятия важны для понимания распространения 
нестационарных диспергирующих волн. 

Последняя, восьмая глава посвящена принципам геометрической акустики 
в неоднородных средах. Сначала, исходя из уравнения эйконала, мы демонст-
рируем справедливость принципа Ферма. Затем рассматриваем поведение 
лучей и волновых фронтов в среде, где скорость является непрерывной 
функцией. Особое внимание уделяется поведению лучей на поверхностях раз-
дела сред. Поскольку уравнение эйконала на этих границах не имеет смысла, 
для вывода законов преломления и отражения Снеллиуса используются дру-
гие методы, основанные на принципе Ферма, принципе Гюйгенса и на реше-
нии граничной задачи для плоских волн. Большую часть этой главы занима-
ет описание лучей отраженных, преломленных и головных волн в присутст-
вии плоских границ раздела. 

В конце этой книги мы поместили несколько приложений, в которых 
содержится необходимая информация об используемом здесь математичес-
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ком аппарате. В них мы попытались описать в краткой форме смысл при-
меняемых здесь элементов математики. Это особенно важно, когда речь идет 
о векторном анализе, поскольку такие понятия, как градиент, дивергенция, 
ротор и лапласиан играют основополагающую роль в теории акустических и 
упругих волн. 

В этом введении мы хотим также вкратце описать содержание следующе-
го тома монографии. Вначале мы продолжим обсуждение приближения 
геометрической акустики и рассмотрим акустические волны, распространя-
ющиеся в слоисто-однородной среде. В следующих двух главах мы рассматри-
ваем отражение и преломление плоской волны в горизонтально-слоистой 
среде. Следующая глава описывает поле сферического источника в присут-
ствии одной плоской поверхности раздела. В пятой главе мы описываем 
распространение нормальных мод внутри слоя с пониженной скоростью. 
Последняя глава посвящена волнам внутри цилиндрического слоя. 
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Глава 1. ЗАКОНЫ НЬЮТОНА 
И ДВИЖЕНИЕ ЧАСТИЦ 

1.1. ЗАКОНЫ НЬЮТОНА 

В 1086 году Ньютон опубликовал свой трактат "Математические начала 
натуральной философии", в котором он сформулировал три физических 
закона природы. Эти законы лежат в основе классической механики, кото-
рая позволяет описывать различные типы движений, включая распростране-
ние волн в акустических и упругих средах. 

Чтобы выразить физические законы в виде формул, описывающих гра-
витационные, электрические и магнитные поля, используют такие понятия, 
как масса, заряд, ток и т.д. Таким же образом можно ввести понятие эле-
ментарной массы (частицы) и затем описать законы Ньютона. Предполагает-
ся, что масса распределена равномерно внутри частицы, а сама частица на-
столько мала, что все составляющие ее элементы имеют в каждый момент 
времени одинаковые скорость и ускорение. В дальнейшем мы покажем, что 
при этом предположении можно пренебречь собственным вращением части-
цы и распространением волн внутри нее. 

Сформулируем теперь законы Ньютона для элементарной массы. 

Первый закон 

Существуют системы отсчета, в которых частица (элементарная масса) ос-
тается в состоянии покоя или движется с некоторой постоянной скоростью V 
при условии, что на нее не действуют никакие внешние силы. Такие системы 
отсчета называются инерциальными. 

Второй закон 

Ускорение а частицы прямо пропорционально действующей на частицу 
внешней силе F 

a = - F , (1.1) т 
где т - масса частицы. 

Третий закон 

Силы всегда возникают парами. Предположим, что частица тх действует 
с силой F12 на частицу т2. В свою очередь частица т2 действует на частицу 
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m, с силой F21, которая имеет ту же величину, что и сила F12, но направлена 
в противоположную сторону (рис. 1.1, я) 

F2i(p,) = -F l 2(p 2) . (1.2) 

Теперь, после того как мы сформулировали законы Ньютона, следует 
сделать несколько замечаний. 

1. Законы Ньютона справедливы в любой инерциальной системе отсчета, 
относительно которой измеряются такие кинематические параметры, как 
скорость и ускорение. Инерциальная система отсчета определяется следую-
щим образом. Если в отсутствии внешних сил скорость частицы постоянна в 
некоторой системе отсчета, то такая система называется инерциальной. 

2. В общем случае на частицу могут действовать сразу несколько сил, 
различающихся величиной и направлением. Соответственно, сила F в урав-
нении (1.1)является суммарной, или полной,силой, действующей на частицу: 

F = I F , . (1.3) 
1=1 

Полная сила является внешней силой, поскольку ее источник находится 
вне частицы. 

Заметим, что в общем случае сумму сил, приложенных к разным точкам 
тела, можно представить в виде полной силы, действующей в некоторой точ-
ке, и вращающего момента. Моментом сил можно пренебречь в предполо-
жении, что вращение частицы отсутствует. 

If!, т-у 

т 

Рис. 1.1. Иллюстрация третьего закона Ньютона (а); сила и работа (б, в, г) 



3. Скорость и ускорение являются векторами, которые связаны друг с 
другом следующим образом: 

a = dv/dt. (1.4) 

Векторы а и V зависят от точки наблюдения и от времени и в общем слу-
чае имеют различные направления. 

4. Как следует из второго закона Ньютона, чем больше масса частицы, 
тем меньше ее ускорение, вызванное данной силой. Таким образом, масса 
представляет собой количественную меру инерции или, другими словами, 
меру способности сопротивляться изменению скорости. Единица измерения, 
используемая в практической системе для измерения массы, - это кило-
грамм: 

[масса] - кг. 

Инерция является свойством тел. Так, например, масса любого тела оста-
ется одной и той же, независимо от того, находится оно на Земле или на 
Луне. В главе 3 мы покажем, как инерция связана со временем распростра-
нения волн в теле. 

5. Поскольку ускорение измеряется в м/с2, единицей измерения силы яв-
ляется 

КГ-M 

с2 " 

Эта единица измерения называется Ньютоном: 

с В системе СГС (Гауссова система) единицей измерения силы является дина: 
1 дина = IO"5 Н. 

6. Согласно равенству (1.1) ускорение прямо пропорционально силе и 
обратно пропорционально массе. Таким образом, масса и сила играют про-
тивоположную роль при ускорении частицы. Мы еще не раз будем это на-
блюдать, рассматривая различные типы движения, включая распространение 
волн. 

7. Из второго закона Ньютона следует также, что сила и ускорение име-
ют одинаковое направление. Векторы скорости и силы, тем не менее, могут 
иметь разную ориентацию, например, они могут быть направлены в проти-
воположные стороны. 

8. Предположим, что результирующая сила F равна нулю. Тогда из (1.1) 
получаем 

а = 0 или dv/dt = 0 

и, следовательно, 

V = const. 
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Принцип инерциального движения был впервые открыт Галилеем. 
9. Формулируя третий закон Ньютона, мы рассматривали две частицы и 

действующие на них силы. Несмотря на то, что эти силы равны по величине 
и противоположны по направлению, их результирующая не равна нулю, по-
скольку эти силы приложены к разным частицам. 

Основываясь на законах Ньютона, введем теперь такие понятия, как ко-
личество движения (импульс частицы), импульс силы, работа, а также кине-
тическая и потенциальная энергия. 

Из равенства (1.1) имеем 

Jv г та- т— = F, 
dt 

или 

dP/dt = Fy (1.5) 

ще 

P = mv (1.6) 

является вектором, который называется импульсом частицы и измеряется в 
Не : 

[/>] = — =Н-с. 
с 

Таким образом, согласно второму закону Ньютона, сила, действующая на 
частицу, равна скорости изменения импульса частицы. Другими словами, 
импульс частицы изменяется именно благодаря действующей на нее силе. В 
частности, в отсутствие сил импульс частицы остается постоянным: 

P = const. (1.7) 

Это еще одна формулировка первого закона Ньютона. 
Запишем теперь уравнение (1.5) в виде 

ClP = Fdt. (1.8) 

Произведение Fdt обычно называют импульсом JN силы, действующей в 
течение интервала времени dt: 

dN = Fdt + dP. (1.9) 

Заметим, что импульс силы и количество движения частицы измеряются 
в одних и тех же единицах. 

Предположим, что на частицу действует сила F(Z) в течение интервала 
времени 

tx<t< t2. 

Тогда из равенства (1.9) имеем 
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JdP=JFWA = N 
п п 

или 

P('2)-P('i) = N, (1.10) 

т.е. импульс силы N равняется разности импульсов частицы в моменты вре-
мени t2 и J1. 

Компоненты этих векторов в прямоугольной декартовой системе коорди-
нат связаны между собой следующим образом: 

PAh)-PAh) = Nxy 

PyU2)- PyUx) = Nr 

PAt2)-P2(U) = N2. 
Введем теперь понятие работы, которую можно определить (рис. 1.1, б) 

как 

W = J F d l , (1.11) 
а 

где F dl - скалярное произведение силы F и перемещения d l . Оно определя-
ется следующим образом 

F d I = F1 dl. (1.12) 

Здесь Fi обозначает тангенциальную компоненту силы в направлении пе-
ремещения. 

По определению, скалярное произведение F dI характеризует работу си-
лы F, затраченную на перемещение частицы на расстояние dl. На рис. 1.1, в 
показаны три возможные ориентации векторов F и dl относительно друг 
друга. В первом случае проекция силы на направление dl является положи-
тельной, и, следовательно, сила F производит работу. Иными словами, в 
результате работы, произведенной силой F , частица перемещается в направ-
лении dl. Во втором случае направления силы F и перемещения dl перпен-
дикулярны друг к другу, и, следовательно, сила не производит работы вдоль 
этого пути. Наконец, в последнем случае, когда угол между этими векторами 
составляет более 90°, работа является отрицательной. Это означает, что ра-
бота по перемещению частицы производится в направлении, противополож-
ном F. 

Как это следует из определения (1.11), работа силы F вдоль пути L = 
= [а, Ъ] (рис. 1.1, в) представляет собой сумму (или интеграл) положитель-
ных и отрицательных элементарных составляющих работы вдоль этого пути. 
Суммарная работа может зависеть от пути Ly а также от положения конеч-
ных точек интервала а и Ъ. В дальнейшем мы будем рассматривать в основ-
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ном такие силы, работа которых от пути не зависит. Такие силы называют-
ся консервативными и, соответственно, в этом случае в определении (1.11) 
путь указывать не обязательно. 

Обратимся теперь к некоторым свойствам векторных полей, рассмотрен-
ных в приложении 3. Как там показано, независимость результата интегри-
рования от пути означает, что работа силы вдоль замкнутого контура равня-
ется нулю: 

W = j F d l = O. (1.13) 

Воспользовавшись определением ротора F, мы приходим к другой форме 
равенства (1.13) 

r o t F = 0. (1.14) 

Данное выражение справедливо в регулярных точках, т.е. там, где суще-
ствуют первые производные силы F. В то же время мы можем предполагать, 
что на некоторых поверхностях сила F терпит разрыв. Тогда, как следует из 
приложения 3, аналогом выражения (1.14) для такой поверхности является 
формула 

п х (F2 - F1) = 0, (1.15) 

или 

п х F2 = п х F1, 

где п обозначает вектор единичной нормали к поверхности (рис. 1.1, г). 
Поскольку эти векторы ортогональны п, заключаем, что тангенциальные 
компоненты силы при переходе через поверхность остаются непрерывными. 

Непосредственно из равенства (1.14) следует, что консервативную силу F 
можно представить в виде градиента некоторой скалярной функции (см. 
приложение 3). Представим эту силу в виде 

F = -grad Uy (1.16) 

поскольку 

grad F = -rot grad U = 0. 

Используя выражение (1.16), можно избежать вычисления интеграла в 
равенстве (1.11) и выразить работу через функцию U. Действительно, под-
ставляя (1.16) в (1.11) и принимая во внимание, что 

dl- grad/7 = —dl = dU, 
Э/ 

получим 

W = -Jgrad U = -*jdU = U(a)-U(b). (1.17) 
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Таким образом, зная значения функции U на концах пути, мы можем 
найти работу без всякого интегрирования. Эта работа равняется разности 
значений функции U в конечных точках интервала. Существует аналогия 
между функцией U и потенциалом электрического и гравитационного по-
лей, с помощью которого можно вычислить работу, производимую этими 
полями. Функция U, так же, как и потенциалы, определяется неоднозначно, 
с точностью до некоторой постоянной. В частности, существует бесконечное 
множество функций Uy которые при подстановке в выражение (1.16) будут 
давать одну и ту же силу F. 

Заметим, что функция U и работа W задаются произведением силы на 
перемещение, и, следовательно, обе эти функции измеряются в джоулях: 

Существует несколько классических примеров консервативных сил. К 
ним относятся гравитационные и не зависимые от времени электрические 
силы, а также силы, возникающие при упругой деформации пружины. С 
другой стороны, работа сил трения или магнитных сил зависит от пути инте-
грирования и, следовательно, такие силы не являются консервативными. 

Прежде чем обсуждать смысл функции Uy естественно ввести понятие 
кинетической энергии. Поскольку в нашем случае работа не зависит от пути, 
будем предполагать, что скорость v направлена по касательной в каждой 
точке пути L. Тогда, используя второй закон Ньютона, выражение под инте-
гралом (1.11) можно записать как 

[Wl = EW = 
КГ -M = Дж. 

С 

dt dt 
Применяя равенство 

dv 
dt 

dv _ dv dl _ ̂  dv 
dt dl dt dl 

имеем 

F-dl = mv—dl = mvdv 
dl 

и, следовательно, 

b b 

dv 

W = IFidl = Hilvdv = 
a a 

mv2(b) my2 (a)  
2 2 

(1.18) 

Функция 

E = Ynv1P* (1.19) 

называется кинетической энергией частицы массы т, движущейся со скоро-



стью v. Таким образом, мы нашли еще один способ выразить работу и при 
этом избежать интегрирования вдоль пути в выражении (1.11). 

Как следует из равенства (1.18), работа W, производимая силой F, равня-
ется разнице кинетических энергий частицы в конечных точках интервала 
пути. Объединяя выражения (1.17) и (1.18), описывающие работу, получим 

W=U(a)-U(b) = E(b)-E(a), 

или 

U (a) + E (a) = £/(&) + E (b). (1.20) 

Последнее соотношение подсказывает, что функция U описывает энер-
гию, которая называется потенциальной энергией частицы. Соответственно, 
уравнение (1.20) означает, что сумма кинетической и потенциальной энергий 
частицы не меняется при условии, что работа по перемещению частицы 
производится консервативными силами. Таким образом, это уравнение явля-
ется формулировкой закона сохранения механической энергии: 

E (р)+ U(p) = const, (1.21) 

где р - произвольная точка пути, по которому происходит движение час-
тицы. 

В соответствии с выражениями (1.17) и (1.18) имеем 

U ф) = U (а) - W 

и 

E (b) = E (а) + W. (1.22) 

Это означает, что если работа силы F является положительной, то по-
тенциальная энергия уменьшается, а кинетическая - увеличивается. И наобо-
рот, если частица движется в направлении противоположном направлению 
силы F, то потенциальная энергия частицы растет, а кинетическая - умень-
шается. 

Заметим, что уравнение (1.21) объясняет, почему сила F называется кон-

Т а б л и ц а 1.1 

Величина Обозначение Выражение Размерность 

Смещение S - M 
Скорость V dsJdt M-C'1 

Ускорение а dvldt MC"2 

Масса т - кг 
Сила F m a H 
Количество движения (импульс P т\ H c 
частицы) 

H c Импульс силы N JFdt H c 

Работа W J F d i Дж 

Потенциальная энергия U J F d i Дж 

Кинетическая энергия E mv2/2 Дж 
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сервативной. Как было показано ранее, если силы подчиняются равенству 
(1.13), то механическая энергия частицы сохраняется. 

При обсуждении законов Ньютона мы ввели несколько основных поня-
тий (табл. 1.1). Рассмотрим теперь несколько примеров, иллюстрирующих 
движение частицы. 

Пример 1 

Предположим, что в течение интервала времени 

О <t<T 

сила F, действующая на частицу, имеет только компоненту х (рис. 1.2, а), 

а б 

>0 T , 

г 

Fx 

0 t 

Рис. 1.2. Поведение силы Fxy скорости Vx и 
смещения sx 

(!) 
I 

т ! 

О! 

(2) 
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Опишем движение частицы при условии, что в начальный момент времени 
она покоилась, т.е. 

(0) = 0, vx (0) = 0, а, (0) = 0. 

Здесь sxy vx и ах - это х-компоненты перемещения, скорости и ускорения 
соответственно. 

Применяя второй закон Ньютона, получим 

sx=\ Vx(t)dt. (1.23) 
о 

Прежде всего, очевидно, что ускорение и сила зависят от времени одина-
ковым образом. До некоторого момента времени t = /0 они направлены 
вдоль оси х. После этого ускорение и сила меняют знак и в момент времени 
t = T становятся равными нулю. Поведение скорости - совершенно другое 
(рис. 1.2, 6). Сначала скорость быстро возрастает и в момент времени t = t0  
достигает своего максимального значения. Затем, по мере уменьшения им-
пульса силы, скорость также падает и в момент времени t = T достигает сво-
его минимального значения. После этого частица движется с постоянной 
скоростью. Зависимость перемещения от времени показана на рис. 1.2, в. 
По определению, скорость равняется наклону этой кривой. 

В соответствии с выражением (1.23), импульс силы в некоторый момент 
времени t определяет мгновенную скорость движения частицы. В частности, 
если 

jFx (t)dt = 0y (1.24) 
о 

то частица прекращает свое движение, и ее скорость становится равной 
нулю: 

(0 = 0. 

Очевидно также, что если импульс силы изменит свой знак, то частица 
начнет двигаться в противоположном направлении. 

Пример 2 

Предположим теперь, что внешняя сила Fx ведет себя как ступенчатая 
функция (рис. 1.2, г), претерпевающая разрыв в момент времени t = 0. Как 
следует из равенства (1.23), ускорение в этом случае также является ступен-
чатой функцией, а для скорости и смещения имеем 

F 
vx(t) = — t И Sx(t)= -1—. 

т 2т 

FxO) 
jFxdt 

V=-
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Таким образом, движение частицы в первый момент времени определяет-
ся следующими начальными условиями 

(0) = 0, vx (0) = 0, ах = FxIm. (1.25) 

Другими словами, в начальный момент времени действие силы приводит 
только к появлению ускорения. 

Пример 3 

Рассмотрим действие прямоугольного импульса, имеющего амплитуду Fx  
и длительность т (рис. 1.2, д). Видно, что после завершения действия этого 
импульса в момент времени г = т ускорение, скорость и смещение частицы 
равняются 

Из этих выражений следует, что при уменьшении длительности т и, сле-
довательно, при уменьшении импульса силы Nx (т) скорость и смещение 
также уменьшаются и в пределе стремятся к нулю. 

Предположим теперь, что уменьшение длительности импульса т сопро-
вождается увеличением силы Fx так, что импульс силы Nx остается постоян-
ным. Тогда в пределе мы получим дельта-функцию Дирака 8, т.е. импульс 
бесконечно малой продолжительности и бесконечно большой амплитуды. 
Начальные условия в этом случае записываются как 

Это означает, что в момент времени t = 0 сила приводит только к появ-
лению ненулевой скорости. 

Заметим, что при изучении стационарных колебаний и распространения 
волн обе эти функции - ступенчатая и дельта-функция - будут использоваться 
довольно часто. 

Пример 4 

Представим себе, что на частицу действуют сразу две силы, которые на-
правлены, соответственно, вдоль оси х и вдоль оси у, а их изменение во вре-
мени описывается синусоидальными функциями. Предположим также, что 
эти колебания имеют один и тот же период и, кроме того, сдвинуты по фазе 
на 90° относительно друг друга. Тогда смещения частиц вдоль каждой из 
осей можно записать как 

где (о - угловая частота, а множители а и b задают амплитуды колебаний. 
Таким образом, вектор смещения записывается в виде 

ах (т) = 0, vx (т) = FxXfm9 Sx (т) = FxZ1Hm. (1.26) 

ах (0) = 0, vx (0) = NJm, sx (0) = 0. (1.27) 

(1.28) 

s (0 = ia sin ш ± j Ь cos ш. (1.29) 
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Здесь i n j - единичные векторы вдоль осей х и у. 
Чтобы определить траекторию движения частицы, представим выражения 

(1.28) следующим образом: 

sx (t)/a = sin cor и sy (t)/b = ±cos cor. 

Возводя эти величины в квадрат и затем складывая их, получим 

Это равенство является уравнением эллипса с полуосями а и Ь, лежащего 
в плоскости XOY (рис. 1.3). Таким образом, за время, равное периоду 

T = 2я/со, 

частица движется по эллиптической траектории и возвращается в начальную 
точку, причем направление движения (по часовой стрелке или против) зави-
сит от знака фазы ±к/2. Так, например, если 

то движение происходит по часовой стрелке. Данное свойство движения час-
тицы называется эллиптической поляризацией. Когда обе амплитуды а и Ь 
равны друг другу, эллипс становится кругом. Также легко показать, что если 
компоненты смещения sx и sy изменяются синхронно, т.е. если отсутствует 
фазовый сдвиг, то частица движется вдоль прямой линии (линейная поляри-
зация), наклон которой относительно оси х равен 

tg ф = Ыа. 

Мы показали, что движение частицы эллиптически поляризовано, когда 
разность фаз между смещениями Sx и Sy равняется ±я/2. Можно также по-
казать, что такое же движение наблюдается при произвольном фазовом 
сдвиге. Однако в общем случае полуоси эллипса уже не будут совпадать с 
осями координат. Позднее, изучая распространение волн, мы рассмотрим 
различные типы поляризации. Эллиптической поляризацией обладают, на-
пример, волны Рэлея и волны Стоили. Стоит также заметить, что если зави-
симость от времени не является синусоидальной, то траектория движения 
частицы имеет, как правило, очень сложную форму. 

s2
x(t)/a2 +S2

yMb2 =1. (1.30) 

У 

т 

Рис. 1.3. Эллиптическая поляризация 
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В заключение добавим следующее. Предположим, что в момент времени 
t = 0 частица покоится, т.е. v(0) = 0. Если затем на частицу действует систе-
ма сил так, что суммарная сила в каждый момент времени равна нулю, т.е. 

X F w W = O , t > О, (1.31) 

то, как следует из равенства (1.5), частица двигаться не будет. Таким обра-
зом, частица находится в состоянии равновесия, если удовлетворяется условие 
(1.31), а вращение частицы отсутствует. 

1.2. ДВИЖЕНИЕ СИСТЕМЫ ЧАСТИЦ 

До сих пор мы рассматривали движение одной единственной частицы. 
Теперь целесообразно дать описание некоторых общих свойств движения 
системы частиц. С этой целью введем понятие центра масс. Предположим 
сначала, что имеются всего две частицы с массами тх и т2, движущиеся 
вдоль оси х (рис. 1.4, а). В каждый момент времени t их положение опреде-
ляется, соответственно, координатами Jt1 (г) и x2(t). Центр масс этих частиц 
задается следующим образом: 

1 > Л 

тх + т2 M M M (1.32) 

ще 
M = m, + т2 

является полной массой системы. 
Как видно из выражения (1.32), центр масс расположен между части-

цами, причем ближе к частице с большей массой. В частности, если мас-
сы частиц одинаковы, центр масс располагается точно посередине. Таким 

т л 

*2 

б 

тх 

V2=-O 
W 9 JC 

тп тп m тп ... тп 
I I I 

Рис. 1.4. Центр масс (а, б); пара сил (в); соударение двух частиц (г); система масс (д) 
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образом, центр масс характеризует, в некоторой степени, распределение час-
тиц. 

Центр масс обладает двумя другими важными свойствами. Формулу (1.32) 
удобно переписать в виде 

M x0(t) = тххх ( 0 + YYi7X1 (г). ( 1 . 3 3 ) 

Дифференцирование последнего выражения по времени дает 

M V0x (t) = YnlVlx (Г) + YtX1Vlx (г), ( 1 . 3 4 ) 

где vlx9 Vlx и v0x - скорости частиц и центра масс. 
Это соотношение показывает, что в общем случае скорость центра масс 

отличается от скоростей частиц. Поскольку правая часть уравнения (1.34) 
представляет собой сумму импульсов обеих частиц, естественно назвать ее 
импульсом (количеством движения) системы 

Px (0 = Pix (0 + PM 
Равенство (1.34) тогда запишется следующим образом: 

Mv0x=Px(t\ (1.35) 

т.е. скорость центра масс определяется импульсом системы и ее полной мас-
сой. 

После дифференцирования соотношения (1.34) получим 
г/2^ л2 w ^2 »Jt d Xo d хх , d X7 M V- = YYlx 1- + т 2 -
dtL dt dt 

или 

M Ci0x = тх аХх (г) + YYi1 а1х (0. (1.36) 

Здесь а0х- это ускорение центра масс, аХх и а2х - ускорения, соответст-
венно первой и второй частицы. 

Применяя второй закон Ньютона, вместо уравнения (1.36) получим 

M a 0 = F x x + F l x . (1.37) 

Здесь Fxx и Flx обозначают результирующие силы, действующие на каж-
дую частицу. 

Нам важно различать два типа сил: внутренние и внешние. Внутренние 
силы возникают из-за взаимодействия частиц системы, в то время как источ-
ники внешних сил находятся вне ее. Соответственно, имеем 

Fu = Fu+r;x, F2x = F;x+F;x, (i.38> 

где F1' и Flx обозначают внешние силы, источником которых не являются 
частицы самой системы. И наоборот, силы Fxx и Flxy вызванные частицами 
самой системы, являются внутренними. Так, например, Fxx - это сила, с ко-
торой вторая частица действует на первую. 
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Согласно третьему закону Ньютона внутренние силы, например гравита-
ционные, электрические или поверхностные, возникают парами так, что 

F1 '=-F^ или F;x = - F i x . 

Таким образом, правая часть соотношения (1.37) упрощается, и мы по-
лучаем 

M a 0 x = F Z + F;x = Fx\ (1.39) 

где Fe
x -результирующая внешняя сила. 

Это означает, что движение центра масс не зависит от внутренних сил, 
хотя они и влияют на движение каждой частицы в отдельности. 

Выражение (1.39) можно переписать в виде 

dPJdt= Fx', (1.40) 

поскольку 

АЛ АЛ dvOx dpX M а0=М —— = —Ч 
dt dt 

Таким образом, движение центра масс можно представить как движение 
частицы массы M под действием внешней силы Fx. Таково третье из упомя-
нутых ранее свойств центра масс. 

Обобщим теперь этот результат. Предположим, что имеется произволь-
ное число частиц, причем в общем случае эти частицы имеют различные 
скорости, ускорения и направления движения (рис. 1.4, б). 

Координата х центра масс такой системы определяется так же, как и 
раньше: 

*о(0 = - £ - 5 > Л . (1.41) 
M л=! 

где хп - координата х частицы массы тпУ M - полная масса системы: 

M = 1Lmn. л=1 

Для непрерывного распределения масс с линейной плотностью р вдоль 
некоторой линии L имеем 

M = \pdl и * 0( / ) = —Jpxr f* , (1.42) 
L M l 

где р dx - масса линейного элемента. 
Точно так же определяются две другие координаты центра масс: 

(1.43) M M M 
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После дифференцирования этих выражений по времени имеем 

Дифференцируя еще раз, получим 

Л - 1 ¾ . „ _ „ _ Im j l f l i t t 

Л/ ' Af • 

Умножая каждую из сумм в выражениях (1.43) соответственно на векто-
ры i, j и к, а затем складывая результаты, получим 

Г о = ^ , vO = ^ X 3O = ^ T T l ' d -45 ) M M M 
где г0 - радиус-вектор центра масс, а г„ - радиус-вектор частицы с номе-
ром п (рис. 1.4, б): 

Г„ = X11 i + yj + Zn к. 
В частности, для непрерывного распределения масс имеем 

f p r dV f p \ d V f p a dV 

"°*Чг- ">'Чг- (146) 

где р - объемная плотность, dV - элементарный объем. 
Как следует из равенств (1.45), 

M v 0 = I X v n = P (1.47) 
/1=1 

M a 0 = $ > „ a „ = : £ F ; = F ' , (1.48) 
/1=1 /1=1 

поскольку сумма внутренних сил равна нулю. 
Как и ранее, мы видим два замечательных свойства центра масс, а 

именно: 
1) импульс центра масс совпадает с количеством движения тела массы M 

и равняется следующей сумме: 

P = E P n ; 

2) ускорение центра масс определяется суммарной внешней силой и мас-
сой всей системы. Этот факт сильно упрощает изучение его движения. В 
отличие от центра масс, чтобы определить смещение, скорость и ускорение 
некоторой частицы системы, необходимо знать действующие на нее внутрен-
ние силы. Но эти силы существенно зависят от расстояния между частицами, 
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которое, в общем случае, изменяется со временем. Поэтому вычисление ки-
нематических параметров частиц системы обычно является более сложной 
задачей, чем вычисление этих параметров для центра масс. 

Как отмечалось ранее, в случае непрерывного распределения масс сум-
мирование внешних сил в выражении (1.48) приводит к результирующей 
силе, приложенной к центру масс, и силовому диполю, т.е. паре сил, имею-
щих одинаковую величину и противоположное направление (рис. 1.4, в). 
Здесь мы предполагаем, что эта пара сил отсутствует. 

Выражение (1.48) можно переписать как 

t! t! * л 
Таким образом, если результирующая сила равняется нулю, импульс, а 

также скорость центра масс остаются постоянными: 
N 

P = ^ m n V n = const, v0 = const (если Fe - 0). (1.49) 
/1=1 

В то же время частицы системы могут двигаться с ускорением. Первое из 
соотношений (1.49) представляет собой формулировку закона сохранения 
импульса для произвольного распределения масс, например для их непре-
рывного распределения. 

Мы рассмотрели систему элементарных масс и, в частности, поведение ее 
центра масс по двум причинам. Одна из них связана с изучением столкнове-
ний частиц. Другая причина заключается в том, что распространение волн 
сопровождается движениями элементарного объема среды. Чтобы получить 
уравнение, описывающее движения такого объема, необходимо применить 
второй закон Ньютона: 

Wia0 = F ' , 

где т - масса объема, Si0 - ускорение его центра масс, a P - внешняя сила. 

СТОЛКНОВЕНИЯ ЧАСТИЦ 

Вернемся теперь к случаю простейшей системы, состоящей из двух час-
тиц, и рассмотрим их соударение. Предположим, что интервал времени, в 
течение которого происходит столкновение, чрезвычайно мал, и частицы в 
это время не меняют своего положения. Предположим также, что неконсер-
вативные внешние силы отсутствуют и, следовательно, полная механическая 
энергия до и после столкновения остается одной и той же. В общем случае 
наличие неконсервативных сил приводит к некоторым потерям механичес-
кой энергии. 

Во время своего соударения частицы деформируются. Соответственно, 
они приобретают некоторое количество потенциальной энергии. Затем, по-
сле деформации, частицы восстанавливают свою первоначальную форму, и 
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потенциальная энергия снова переходит в кинетическую. В действительности 
этот процесс занимает некоторое время, но в нашем приближении можно 
считать, что он происходит мгновенно. В качестве примера рассмотрим слу-
чай, когда частица массы тх движется вдоль оси х с постоянной скоростью 
V1 навстречу частице с массой т2 (рис. 1.4, г). Предположим также, что 
внешние силы отсутствуют. Таким образом, оказываются удовлетворенными 
все условия, необходимые для сохранения импульса системы и ее механиче-
ской энергии. 

До столкновения имеем 

P = YnxVx и E = YnxV1J 2, (1.50) 

поскольку 

V2 = 0. 

Обозначая скорости частиц после столкновения как V1, и v2„ приходим 
к следующим выражениям для импульса и энергии: 

т, v\ т-у V2 

P = YYllV* + Ytl2Vr И E = - ^ - + 2 . ( 1 . 5 1 ) 
2 2 

Принимая во внимание закон сохранения импульса и закон сохранения 
энергии, получим систему из двух уравнений относительно неизвестных ско-
ростей частиц после столкновения: 

тх V1 = Ynl V1. + m2v2., 
(1.52) 

Ynl v]/I = Ynl Vf /2+т2 v\n/2. 

Решение этой системы имеет вид 

= ~ ̂ 2 V1 и vr = — ^ — V 1 (если а 2 = 0). (1.53) 
тх + т2 My -f ITt2 

Из соотношений (1.53) можно сделать следующие выводы. 
1. Скорость первой частицы и . не может превышать скорость vx этой 

же частицы до столкновения, поскольку часть энергии передается другой 
частице. 

2. Если массы обеих частиц равны между собой, то первая частица в ре-
зультате соударения остановится, а вторая будет двигаться со скоростью, рав-
ной скорости V1: 

V2•= V1. 

3. Если масса первой частицы больше массы второй частицы: mx> т2, то 
обе частицы будут двигаться в одном направлении. При увеличении отноше-
ния YnJm2 скорость первой частицы будет стремиться к и „ а скорость вто-
рой частицы - к Ivv 
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4. Если масса т х меньше массы т 2 , то после столкновения первая час-
тица начнет двигаться в противоположном направлении, а скорость второй 
частицы будет меньше скорости Vi. 

Рассмотрим теперь распределение кинетической энергии. Согласно фор-
муле (1.19) кинетическая энергия частиц определяется как 

т \ £>|2 
E l = ^ f - , E2 = О 

2 тх v.* 
E,=-^-

{ ш, — т<у 

E. 
2 . 2 2 т 2 V2* _ 4тх m2Dj 

2 2 2 ( m , + w 2 ) 2 

ИЛИ 

= I и faL =
 4 ^ 2 ( 1 5 4 ) 

E1 ^m1 + т 2 ) Ex (тх + т2) 

Отсюда, например, следует, что когда массы частиц равны друг другу, вся 
кинетическая энергия первой частицы передается после столкновения второй 
частице. 

С другой стороны, если разность масс велика, энергия первой частицы 
практически не изменится. В то же время энергия второй частицы будет от-
носительно мала, если 

TnJmx « 1 или т2/тх» 1. 

Полезно также рассмотреть систему, состоящую из нескольких частиц 
одинаковой массы, расположенных на расстоянии / друг от друга вдоль оси 
Jc (рис. 1.4, д). Предположим, что в момент времени t = 0 первая частица 
начинает двигаться в сторону другой частицы со скоростью v. Затем, в мо-
мент времени 

X = Uv 

она сталкивается со второй частицей и останавливается. В результате соуда-
рения частица массы щ также начинает двигаться, и это показывает, каким 
образом движение и энергия передаются в системе. Например, в момент вре-
мени 

nl/v 

частица тп+х начинает двигаться со скоростью v. 
Для процесса переноса требуются последовательные соударения частиц. 

Этот процесс играет важнейшую роль при распространении волн в газе, од-
нако в жидкостях и твердых телах механизм распространения волн совершен-
но иной. 
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Г л а в а 2. СВОБОДНЫЕ 
И ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ 

Теперь, используя законы Ньютона, приступим к изучению колебаний. В 
качестве простейшего примера рассмотрим движение системы, состоящей из 
пружины и подвешенного к ней груза (груз - пружина). В общем случае 
движение возникает за счет внутренних и внешних сил. Как будет показано в 
следующей главе, данный пример полезен для понимания процесса распрост-
ранения волн. Кроме того, мы обсудим здесь такие важные вопросы, как 
закон Гука и методы измерения смещения и ускорения тела. 

2.1. ЗАКОН ГУКА ДЛЯ ПРУЖИНЫ 

Предположим, что пружина подвешена к телу А так, что ее верхний ко-
нец остается неподвижным (рис. 2.1). Нижний конец пружины, соединен-
ный с грузом массы т , начинает двигаться вниз под действием гравитацион-
ной силы 

P = m g , 

где g - гравитационное поле, P - вес груза. 
По прошествии времени движение груза прекращается и устанавливается 

равновесие. Поскольку в состоянии равновесия сумма сил, действующих на 
груз, равняется нулю, можно заключить, что растяжение пружины приводит 
к появлению силы, равной по величине весу P и направленной вертикально 
вверх: 

F = F или F = - Р . (2.1) 

Это явление было открыто Робертом Гуком. Результаты выполненных 
им экспериментальных исследований, опубликованные в 1678 г., показали, 
что при малых смещениях существует практически линейная связь между 
весом груза и растяжением пружины в положении равновесия, т.е. 

5 - Р . (2.2) 

В этом и состоит закон Гука. 
Позднее Томас Юнг провел исследования, позволившие ему обобщить 

этот закон и найти его аналитическую форму. Так, например, для пружины 
закон Гука приобрел следующий вид: 

F ' = к s или F = -ks. (2.3) 

Здесь P обозначает внешнюю силу, приложенную к грузу. В частности, 
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Рис. 2.1. Система, состоящая из пружины и груза. Закон 
Гука 

примером такой силы является вес Р. Сила F - это 
упругая сила, вызванная растяжением или сжатием 
пружины, т.е. ее деформацией. Величина s - это 
смещение нижнего конца пружины от его начального 
положения. 

Коэффициент к называется жесткостью пружины. 
Он характеризует способность пружины удерживать 
массу, и его величина зависит от материала, из кото-
рого изготовлена пружина, а также от ее длины. На-
пример, при увеличении жесткости пружины даже 
относительно небольшое ее растяжение приводит к 
появлению упругой силы, способной прекратить 
движение груза. 

Здесь полезно отметить следующее: 
а) соотношение 2.3 представляет собой простейшую формулировку за-

кона Гука. В дальнейшем аналогичные, но гораздо более сложные выраже-
ния будут получены для жидкостей и упругих тел. Эти выражения играют 
фундаментальную роль в теории распространения акустических и упругих 
колебаний; 

б) как показали экспериментальные исследования, коэффициент жест-
кости пружины к обратно пропорционален ее первоначальной длине 

к ~ 1/1. 

Отсюда, с учетом формулы (2.3), получим 

S = F e I k - I F e
i 

т.е. смещение s прямо пропорционально первоначальной длине пружины /, 
при условии, что сила Fe является постоянной. В частности, груз, подвешен-
ный к нижнему концу полубесконечной пружины, будет испытывать беско-
нечные смещения. Это означает, что сила, возникающая при растяжении 
пружины, не в состоянии прекратить движение груза. Такая зависимость 
смещения груза от первоначальной длины пружины означает, что ее нижний 
конец "знает", как далеко он находится от верхнего конца. Отсюда следует, 
что эта информация распространяется волнами, бегущими вдоль пружины. 
Мы подробно обсудим это важное следствие позже; 

в) закон Гука выполняется при условии, что силы Fe не слишком велики 
и, соответственно, величины смещений, вызванных этими силами, лежат в 
так называемом упругом диапазоне. Последнее означает, что если убрать 
силы Fe

9 пружина вернется в свое первоначальное положение; 
г) предполагается также, что масса пружины пренебрежимо мала по 

сравнению с массой груза, и, таким образом, пружина может считаться без-
массовой. Иными словами, у пружины нет инерции, и сила, приложенная к 
одному из ее концов, мгновенно передается во все точки. 
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2.2. СВОБОДНЫЕ КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМЫ ГРУЗ - ПРУЖИНА 

Теперь, когда мы готовы рассмотреть различные типы движений, естест-
венно будет начать с простейшего случая колебаний в отсутствии внешней 
силы. 

КОЛЕБАНИЯ БЕЗ ЗАТУХАНИЯ 

Предположим, что под действием некоторой силы груз перемещается 
вниз, на расстояние s от его первоначального положения (см. рис. 2.1). По-
сле этого, в момент времени t = 0, внешняя сила исчезает. В результате из-за 
деформации пружины возникает упругая сила F, направленная вертикально 
вверх, и, в соответствии с законом Гука, 

F = -ks. (2.4) 

Поскольку груз находится под влиянием упругой силы, он начинает дви-
гаться вверх. В момент времени, когда груз достигает своего первоначально-
го положения s = О, упругая сила становится равной нулю, однако груз про-
должает двигаться в том же направлении. Это происходит из-за того, что 
груз имеет ненулевую скорость и, следовательно, обладает кинетической 
энергией. Дальнейшее движение груза приводит к сжатию пружины, и, сле-
довательно, вектор скорости и сила направлены теперь в разные стороны. 
Скорость груза из-за этого падает, и в конце концов груз останавливается. В 
этот момент кинетическая энергия переходит в потенциальную энергию сжа-
той пружины, а упругая сила направлена вертикально вниз. Груз начинает 
двигаться в направлении своего первоначального положения s = 0, минует 
его, и возвращается в то положение, где вся механическая энергия запасена в 
виде потенциальной энергии растянутой пружины. После этого груз снова 
начинает двигаться вертикально вверх под действием силы F. Таким образом, 
мы наблюдаем свободные колебания груза, возникающие только под дейст-
вием внутренней силы системы. Выражение "свободные колебания" означа-
ет, что внешние силы во время движения отсутствуют. Тем не менее, в нашем 
случае имеется внешняя сила, а именно вес груза Р. Она вызывает некоторое 
начальное растяжение пружины S0 и начальную упругую силу F ' . Поскольку 
сумма этих двух сил равняется нулю в любой момент времени, мы можем 
пренебречь их влиянием и трактовать движение груза как свободные колеба-
ния, при условии, что начало отсчета ^ = O находится на расстоянии ^0 от 
исходного положения нижнего конца пружины. 

Получим теперь уравнение движения груза, используя законы Ньютона и 
Гука 

m ^ = F и F = -ks. (2.5) 
dt2 

Исключая из этих уравнений силу F, имеем 
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d2s , л  т—- + ks = 0 
dt2 

или 

^ + со2* = О, (2.6) 
dt2 

где s = s (/) - расстояние между текущим и начальным положениями груза, 
t - время, а величина 

со0 = '>fk]~fti (2.7) 

является параметром системы. 
Решение уравнения (2.6) имеет следующий вид (см. приложение 5): 

s (г) = С sin GV + D cos (O0 t. (2.8) 

Здесь С и D - неизвестные коэффициенты, зависящие от времени. Таким 
образом, свободные колебания рассматриваемой системы происходят сину-
соидально, с частотой со0, которая обычно называется естественной частотой 
системы. 

Период этих колебаний, т.е. интервал времени, в течение которого груз 
возвращается в исходное положение, определяется как 

T0 = ^ = InJf. 
(O0 V к 

(2.9) 

Важно отметить, что период свободных колебаний зависит только от па-
раметров системы т и к у г именно от их комбинации V т / к . В частности, 
период T0 не зависит от положения и скорости груза в начальный момент 
времени. Иными словами, колебания системы происходят с постоянной час-
тотой со0, независимо от поведения внешней силы. Чтобы оценить значение 
этого факта, представьте себе, что могло бы случиться, если бы частота 
звучания музыкальных инструментов зависела от силы, прикладываемой 
музыкантом. 

Из выражения (2.9) следует, что период колебаний T0 увеличивается при 
увеличении массы груза, а также при уменьшении коэффициента жесткости 
пружины. Такая зависимость легко объяснима. Действительно, поскольку с 
увеличением массы возрастает ее инерция, скорость движения падает, а пе-
риод, соответственно, увеличивается. Такая же тенденция наблюдается при 
уменьшении коэффициента жесткости пружины, поскольку в этом случае 
пружину необходимо деформировать сильнее, чтобы прекратить движение 
груза. 

В отличие от естественной частоты системы со0, коэффициенты ChDb 
выражении (2.8) зависят от начальных условий. Предположим, что в на-
чальный момент времени t = О смещение и скорость груза известны и 
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S(O) = S0 и s (O) = v0. (2.10) 

Здесь точка над символом s обозначает дифференцирование по вре-
мени. 

Подстановка t = 0 в выражение (2.8) дает 

D=S0. (2.11) 

Затем, дифференцируя по времени обе части формулы (2.8) и снова по-
лагая t = 0, получим 

C = V о/о)0. (2.12) 

Таким образом, равенство (2.8) переписывается в виде 

s(t) = — sin a v + ¾ cos со0/. (2.13) 
C O n 

^ i S L 

Вводя обозначения 

J0 = As incp и V(Ja)0 = A cos <р (2.14) 

и подставляя их в (2.13), получим 

s (О = A sin (O)0 t + <р). (2.15) 

Амплитуда А и начальная фаза колебаний ф легко выражаются через на-
чальные условия. 

Из соотношений (2.14) следует, что 

A = Js2
0+V2

0Iu2
0 и ( p ^ t g - 1 ^ - . (2.16) 

Так, например, если начальное смещение равняется нулю, то 

s(t) = A sineO0 г, (2.17) 

ще 

А = — = V0JmJk. 
C O 0 

Таким образом, <р характеризует сдвиг фазы движения (2.15) относи-
тельно колебаний системы, происходящих в том случае, когда начальное 
смещение отсутствует. 

В соответствии с формулой (2.15), скорость и ускорение груза определя-
ются следующими выражениями 

V = — = (X)0A cos(co0f + Ф) ( 2 - 1 8) 
dt 

и 
,2 , 

а = — f = -со0Л sin(co0r + ф). 
dt2 

36 



Очевидно также, что упругая сила определяется как 

F =-к S =-к A sin (со0 + ф). (2.19) 

Рассмотрим теперь поведение энергии при таком движении. Учитывая 
(2.18), кинетическую энергию груза опишем следующим выражением: 

= а & А г cos2(co0r-f Ф). (2.20) 
2 2 

По определению, потенциальная энергия, запасенная пружиной, есть 

U(s) = -\Fds = \ksds = —. (2.21) 
о о 2 

Таким образом, потенциальная энергия пружины прямо пропорциональ-
на квадрату смещения. В дальнейшем мы будем часто использовать эту зави-
симость, чтобы характеризовать потенциальную энергию, запасенную в пру-
жине или в упругой среде. 

Используя выражение (2.15), запишем 

U = — s i n 2 (со0/ + ф). (2.22) 
2 

Соответственно, полная механическая энергия системы 

W = £ ( 0 + «/(0 = — (2.23) 
2 

не меняется в процессе движения и полностью определяется начальными ус-
ловиями и параметрами системы. Это означает, что колебания будут про-
должаться неограниченно долго. 

КОЛЕБАНИЯ ПРИ НАЛИЧИИ ЗАТУХАНИЯ 

До сих пор мы предполагали, что движение груза и пружины происхо-
дит без сопротивления и, следовательно, амплитуда свободных колебаний 
остается постоянной. Однако в реальных условиях всегда присутствуют внеш-
ние и внутренние силы трения. Трение может возникать, например, между 
движущимся грузом и окружающим его воздухом. При изучении влияния 
трения мы будем использовать закон Кулона - Мора и предполагать, что 
сила сопротивления прямо пропорциональна скорости движения, т.е. 

F r = -Ctv, (2.24) 

где а - коэффициент пропорциональности, зависящий, в частности, от 
свойств среды, окружающей систему. Знак минус в формуле (2.24) указыва-
ет на то, что направление силы сопротивления F r противоположно скоро-
сти V. 
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Как и ранее, предположим, что груз до начала движения находился в 
равновесии, т.е. его вес был компенсирован силой натяжения пружины. 
Тогда, в соответствии с законом Ньютона, уравнение движения, описываю-
щее свободные колебания, имеет вид 

d2 s , _ ds 
т — - = - t o - a — , 

dt dt 
ИЛИ 

^ f + I n — + CoJj = O, (2.25) 
dt2 dt 

ще 

CO2
0= к/т и In = а/т. (2.26) 

Как показано в приложении 5, смещение s (t) можно представить как 

s (t) = A е", (2.27) 

где А и р - не зависящие от времени постоянные. 
Подстановка выражения (2.27) в уравнение (2.25) дает характеристичес-

кое уравнение 

р2 +2пр + щ = 0. (2.28) 

Таким образом, функция s (0, задаваемая формулой (2.27), удовлетворяет 
дифференциальному уравнению движения при условии, что значения параме-
тра р являются корнями уравнения (2.28). 

Решая уравнение (2.28), получим 

Pi =-п + ^п2 -со 2 и р2 = -п-^п2 — соq . (2.29) 

Общее решение уравнения (2.25) запишется в виде 

s(t) = Cep>l+DeP2\ (2.30) 

ще коэффициенты C H D определяются из начальных условий. 
Чтобы изучить полученное решение, полезно выделить следующие три 

случая: 

1) п > со0; 2) п = со0; 3) п < со0, 

которые мы рассмотрим отдельно друг от друга. 

Первый случай: п > со0 

Из соотношений (2.26) следует, что 

а > lyfkm, 



и, соответственно, сила трения настолько велика, что никаких колебаний не 
возникает. Действительно, оба корня, р , и ръ являются действительными. 
Поскольку в этом случае они являются также отрицательными, смещение 
системы дается выражением 

*(0 = C e ~ W ' + D e W ' , (2.31) 

из которого ясно, что синусоидальные колебания в системе отсутствуют. 
Для иллюстрации рассмотрим движение при двух различных начальных 

условиях. Положим сначала, что 

s (0) = 0 и dsjdt = V0. 

Как было показано в главе 1, эти условия соответствуют случаю, когда в 
начальный момент времени на систему действует внешняя сила в виде кратко-
временного импульса. Воспользовавшись выражением (2.30), получим сле-
дующие уравнения для коэффициентов C h D : 

C + D = О 
и 

р{С +P2D = V0. 

Отсюда 

D = V0Kp2 -P1), С = -V0Kp2 -P1) 
и 

5(0 = — ( 2 . 3 2 ) 
Px-Pi 

Вначале из-за действия исходного импульса груз движется от положения 
равновесия, и смещение s ( t ) растет. Поскольку направления возвратной си-
лы и силы трения противоположны направлению скорости, она уменьшается 
со временем и, в конце концов, движение прекращается. В этот момент по-
тенциальная энергия, запасенная пружиной, меньше работы, произведенной 
импульсом внешней силы, так как часть механической энергии груза пере-
шла в тепло. В следующий момент времени груз начинает двигаться в обрат-
ную сторону, и в момент достижения исходного положения его скорость 
становится экспоненциально малой величиной, поскольку вся механическая 
энергия перешла к этому времени в тепло. Поведение функции s (0 показа-
но на рис. 2.2, а (кривая /). 

Предположим теперь, что 

S(Q) = S0 и V (0) = 0. 

Обращаясь снова к выражению (2.30), получим 

J ( 0 = - V е - ^ ' - ^ е - * ' . (2.33) 
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Рис. 2.2. Свободные колебания 

Кривая // на рис. 2.2, а иллюстрирует поведение функции s (/) в этом 
случае. 

Второй случай: п = CO0 

Этот случай обычно называется критическим затуханием. Как следует из 
выражений (2.29), оба корня в данном случае равны друг другу: 

Pi=P2 = -л- (2-34) 
Соответственно, правая часть формулы (2.30) содержит только один экс-

поненциальный член и, следовательно, она не описывает общего решения. 
Тем не менее, в этом особом случае функция 

Dt е"" 

также удовлетворяет уравнению (2.25), поскольку п = <о0. Таким образом, 
общее решение этого уравнения дается следующим выражением: 

5 (0 = (С + Dt) е~"'. (2.35) 

Если, например, 

S(O) = O и V (0) = v0i 

то легко находим 
^ (0 = v0t е"". (2.36) 

Сначала смещение растет и в некоторый момент времени достигает свое-
го максимального значения, однако затем груз постепенно возвращается к 
своему первоначальному положению, как это было в предыдущем примере. 

Третий случай: о > п0 

В этом случае из выражений (2.29) следует, что оба корня являются ком-
плексными: 

40 



P1=-H + i P0 и P2 =-П- i р0 , (2.37) 

ще 

Po = V<»o-"2- (2.38) 

Подставляя выражения (2.37) в (2.29) и используя формулу Эйлера (см. 
приложение 4) 

e ± i x = cos х± i sin Xj  

находим 

5 (t) = е"" (A sin P 0 1 + В cos P0 0- (2 39) 

Полагая 

А = A0
 c o s Ф и £ = Л0 si** Ф» 

выражение (2.39) можно переписать как 

5 (0 = Л0 е " s i n (р0 t + ф). (2.40) 

Таким образом, в отличие от двух предыдущих случаев, движение груза 
теперь описывается осциллирующей функцией, амплитуда которой уменьша-
ется со временем (рис. 2.2, б). Иными словами, максимальное смещение 
груза со временем уменьшается, и в конце концов он перестает двигаться и 
замирает в положении равновесия. Функция s(t), задаваемая формулой 
(2.40), безусловно отличается от синусоиды, однако мы будем продолжать 
использовать для этой функции понятия амплитуды и фазы. 

Частота р 0 таких колебаний связана с параметрами системы, включая 
коэффициент трения а , а ее значения меньше, чем со0: 

Po < ^ 0 . 

Однако с уменьшением силы трения частота р0 стремится к со0: 

Po W0, если а 0. 
В дальнейшем удобно представить экспоненциальный член в выражении 

(2.40) следующим образом 

е-«< = е~пТт = QjTT = е~а*г, (2.41) 
ще 

а , = пТ = - = — или п = а , / , (2.42) 
/ 2 rnf 

a / - частота. Параметр а» называется логарифмическим декрементом. Он 
указывает на то, что амплитуда колебаний уменьшается в Q a ' раз за интер-
вал времени, равный периоду Т. Действительно, беря отношение смещений 
s (г) для двух расстояний, различающихся на период T = 2тс/р0, имеем 
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или 

In = - ^ - = CX,. (2.43) 
S{t + T) 

Например, можно взять смещения s (J) и s (J + Г), соответствующие по-
следовательным максимумам осциллирующей кривой. 

Рассмотрим одно интересное свойство колебаний в присутствии силы со-
противления. В случае простого гармонического движения, т.е. при а , = О, 
функция 

|j(J)| = |A Sin(O)0J+ ф)| 

имеет максимальные значения в следующие моменты времени: 

_ я/2 - ф _ 371/2 - ф _ 5к/2 - ф 
ч ~ > '2 ~ > tз ~ »•••» 

( O 0 C O 0 C O 0 

а груз проходит через положение равновесия $ = (0), когда 

О _ 71 - ф о _ 2 Tt-ф о _ Згс- ф 
M — » 2 ~~ ' «з 

C O 0 C O 0 C O 0 

Это означает, что время, затрачиваемое на движение в противоположных 
направлениях от точки равновесия, одинаково. 

Чтобы определить моменты времени, в которые функция j (г), задавае-
мая выражением (2.40), принимает максимальные значения, решим уравне-
ние 

ds (t)/dt = 0. 

Дифференцируя правую часть (2.40), получим 

У П 

Найдя корни этого уравнения, можно увидеть, что интервал времени, в 
течение которого груз движется от положения равновесия J = OK точке со-
ответствующего максимального удлинения пружины, меньше интервала вре-
мени, требующегося для возвращения в исходную позицию. Это происходит 
вследствие того, что в процессе движения часть механической энергии пере-
ходит в тепло. 

По определению, параметр л, стоящий в равенствах (2.26) и характеризу-
ющий затухание колебаний, прямо пропорционален коэффициенту трения а 
и обратно пропорционален массе системы. Действительно, с увеличением 
массы система становится более инертной и, следовательно, требуется боль-
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ше времени, чтобы остановить движение. Очевидно, что интервал времени, 
необходимый для того, чтобы вся механическая энергия преобразовалась в 
тепло, почти всегда конечен. Для описания этого процесса можно ввести 
некоторую постоянную т, которая называется временем релаксации. Очевид-
но, что с увеличением затухания колебательный характер движения исчезает 
и вместо него наблюдается экспоненциальное затухание. 

В случае с пружиной коэффициент а является постоянным, а логариф-
мический декремент а . прямо пропорционален периоду колебаний. В то же 
время теоретические и экспериментальные исследования показывают, что 
для непрерывных сред а , часто не зависит от частоты в широком диапазоне 
со. При этом из равенств (2.41) следует, что колебания более высокой час-
тоты будут затухать быстрее. 

Полезно продемонстрировать, как изменение механической энергии свя-
зано с параметром а , . Очевидно, что в отсутствие затухания максимум меха-
нической энергии со временем не меняется. В частности, в момент времени, 
соответствующий максимальному смещению .Smax, полная энергия сосредото-
чена в виде потенциальной энергии и равняется 

Однако при наличии затухания часть этой энергии переходит в тепло. 
Чтобы охарактеризовать эти потери, естественно рассмотреть следующее 
отношение: 

где Wx и W2- максимальные значения потенциальной энергии, соответству-
ющие последовательным периодам. Отсюда имеем 

AW Ux - U2 

Wi Ux 

Ограничимся рассмотрением слабого затухания: 

U1 - U2. 

Тогда, принимая во внимание соотношение (2.44), получим 

ш _ Sj2 - s\ _ (S1 -S2Xsl + J 2 ) _ Д5 

Ч ' ~ ' 2 * 

Учитывая, что (см. 2.43) 

(2.44) 

имеем 

Л WIW = 2а*. (2.46) 



Отношение AWlW обычно называют удельными потерями, и при малом 
затухании оно равняется двойному логарифмическому декременту. 

Оба параметра, A W f W и а . , используются при изучении затухания коле-
баний, а также затухания волн в различных средах. 

Следует также отметить, что наряду с удельными потерями AW/W часто 
применяется безразмерный коэффициент Qj определяемый как 

Q = kW/AW. 

2.3. ВЫНУЖДЕННЫЕ КОЛЕБАНИЯ СИСТЕМЫ ГРУЗ - ПРУЖИНА 

До сих пор мы изучали только свободные колебания груза, вызванные 
возвратной силой пружины. Рассмотрим теперь более сложный случай дви-
жения, когда к грузу приложена также внешняя сила F(t) (см. рис. 2.1). 
Предположим сначала, что затухание отсутствует. Тогда уравнение движения 
запишется как 

т^АИ = F(t)-ks(t) 
dt 

или 

^ + (O2
0Sit) = / ( 0 , (2.47). 

dt2 

где 

f ( t ) = F (О/т. (2.48) 

Таким образом, мы приходим к неоднородному дифференциальному 
уравнению второго порядка с постоянным коэффициентом сO0. Существен-
но, что данное уравнение является линейным. Его решение состоит из двух 
частей (см. приложение 5): 

^ (0 = (0 + ^2 (t). (2.49) 

Функция S1 (t) является решением рассмотренного ранее однородного 
уравнения 

^ U a f o W - O . 

dt 

В соответствии с выражением (2.8), 

S1 (0 = С sin CD0 Г + D COS CO0 л 
В отличие от функции S1 (г), второй член, S2 (t) представляет собой част-

ное решение уравнения (2.47). Его поведение полностью определяется внеш-
ней силой и параметрами системы. Поэтому представляется естественным, 
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что эта часть решения называется вынужденными колебаниями. Таким обра-
зом, движение системы в присутствии внешней силы описывается суммой 
свободных и вынужденных колебаний. В дальнейшем удобно рассматривать 
отдельно два типа внешних сил. Первый тип - это силы, имеющие гармони-
ческую зависимость от времени, например, F = F0 sin cor или F = F0 cos cor; 
а второй - произвольные функции времени F (г). 

Существуют, по крайней мере, две причины для такой классификации. 
Первая причина заключается в том, что, если внешняя сила является синусо-
идальной функцией, то и движение ^2 (г) - также синусоидальная функция 
той же частоты (см. приложение 5). Другими словами, вход F (г) и выход 
S2 (г) такой системы всегда имеют одну и ту же зависимость от времени. Это 
одно из самых замечательных свойств любых линейных систем, имеющих 
синусоидальную функцию на входе. 

Другая причина такой классификации связана с тем, что произвольную 
функцию F (г) можно представить в виде интеграла или суммы синусоид, 
имеющих различные амплитуды, фазы и частоты. Таким образом, зная, как 
движется масса под действием единичной синусоидальной силы, и применяя 
затем принцип суперпозиции, можно определить движение s (г), возникаю-
щее под действием произвольной силы F (г). 

По этой причине мы сначала подробно рассмотрим вынужденные сину-
соидальные колебания груза. 

Предположим, что на систему, находящуюся в состоянии покоя, в момент 
времени г = 0 начинает действовать сила 

где частота со отличается, в общем случае, от частоты свободных колеба-
ний со0. 

Соответственно, вместо уравнения (2.47) получим 

Поскольку сила, действующая на массу, описывается гармонической 
функцией, будем искать частное решение уравнения (2.51) также в виде гар-
монической функции (приложение 5): 

(2.50) 

(2.51) 

и 

/ о = F J n i . (2.52) 

S2 (Г) = L COS со г, (2.53) 

где L является неизвестным коэффициентом. 
Подставляя выражение (2.53) в уравнение (2.51), получаем 

-CO2L + CO0L = / 0 
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или 

L—b-t. (2.54) 

и частное решение S2 (0 записываем как 

coscot . (2.55) 

Таким образом, мы убедились в том, что предположение (2.53) оказа-
лось верным, и показали, что внешняя сила и вынужденные колебания ^2 (г) 
имеют одинаковые частоты. В то же время амплитуда и фаза движения ^2 (t) 
зависит как от амплитуды и фазы внешней силы, так и от параметров сис-
темы. 

В соответствии с выражением (2.49) полное решение уравнения (2.51) 
имеет вид 

где первое и второе слагаемые описывают свободные колебания с естествен-
ной частотой со0, а последний член характеризует вынужденные колебания с 
той же частотой, которую имеет внешняя сила. 

Не зависящие от времени коэффициенты CnD определяются следующи-
ми факторами: 

а) начальным смещением и скоростью массы; 
б) частотой свободных и вынужденных колебаний; 
в) амплитудой внешней силы и массой системы. 
Таким образом, внешняя сила (2.50) вызывает движение системы, кото-

рое описывается двумя гармоническими функциями, обычно имеющими 
разные частоты. 

В реальных системах присутствуют также силы трения, поэтому свобод-
ные колебания полностью исчезнут, если они возникли задолго до рассмат-
риваемого момента времени. Тем не менее, в этом случае по-прежнему будут 
наблюдаться вынужденные колебания S2 (0, имеющие частоту внешней силы. 
Изучим теперь, как происходят такие движения. Функцию L из формулы 
(2.54) можно представить как 

L = 2
 / о

2 2 = V l - ' • (2.57) 
W 0 ( I - G ) / ( O 0 ) * ( l - G ) / ( O 0 ) 

так как 

/ о = FJm и со0 = к/т. 

Согласно закону Гука, 

s(t) = Csin (O0/ + D cos со0/ + — - cos сOt9 
( O 0 - O ) 

(2.56) 
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F0 = kl, 

ще I обозначает смещение массы от положения равновесия под действием 
постоянной силы F0. Таким образом, выражение (2.57) можно переписать 
как 

L =/(l-CD2AOo)'1. (2.58) 

Отсюда видно, что максимальное смещение L вынужденных колебаний 
отличается от статического смещения /. На рис. 2.3, а показана частотная 
характеристика отношения ILI//. На низких частотах амплитуда вынужден-
ных колебаний близка к статическому смещению /: 

ILI —» /, если со —> 0. 

С увеличением частоты со амплитуда колебаний также увеличивается и 
стремится к бесконечности, когда со стремится к со0. Это явление называет-
ся резонансом, а соответствующая частота внешней силы - резонансной. 

Конечно, в реальных ситуациях амплитуда вынужденных колебаний из-за 
затухания всегда имеет конечное значение. Как следует из (2.58), при со < со0 

внешняя сила и смещение S2 (0 изменяются синхронно, т.е. фазовый сдвиг 

ш 0 0>о 

Л 
2 

Рис. 2.3. Амплитудная и фазовая частотные характеристики вынужденных колебаний (а, 
б); биения (в) 
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между ними отсутствует. Например, в момент времени, когда сила F(t) име-
ет максимальное значение, масса будет находиться в наиболее низкой точке, 
при условии, что эффект свободных колебаний пренебрежимо мал. 

При дальнейшем увеличении частоты, когда со > со0, амплитуда ILI 
уменьшается и стремится к нулю на высоких частотах со » с о 0 . В этом пре-
деле имеем 

L 0, если со/со0 <». 

Такое поведение легко объяснимо. Действительно, уменьшение периода T 
внешней силы означает, что интервал времени, в течение которого сила F(t) 
сохраняет свое направление, становится короче. Соответственно, смещение 
массы при со > CO0 уменьшается, и на достаточно высоких частотах со » с о 0 
длина пружины практически не изменяется. Это явление имеет большое зна-
чение для измерения кинематических параметров движения. 

Как следует из (2.58), сдвиг фаз между функциями S2 (г) и F(t) при со > 
> со0 равняется п (рис. 2.3, б). В частности, в момент времени, когда сила 
имеет максимальное значение и направлена вниз, масса находится в своей 
верхней точке. 

Рассмотрим далее полное смещение s (0- Предположим, в качестве при-
мера, что в начальный момент времени смещение и скорость массы равня-
ются нулю, т.е. 

^(O) = O и i (0) = 0 при / = 0. 

Из выражения (2.56) получим 

О = D + и 0 = со0С. 
о>0 -О) 

Отсюда 

D = — J ^ T И C = O. (2.59) 
2 

( O 0 - O ) 

Подстановка (2.59) в (2.56) дает 

s(t) = /° (cos co0r+cos со0г). (2.60) 
( O 0 - O ) 

Последнее выражение показывает, что внешняя сила вызывает свободные 
и вынужденные колебания одинаковой амплитуды. Поэтому при близких 
частотах со и со0 наблюдаются так называемые биения. Чтобы проиллюст-
рировать это явление, воспользуемся равенством 

. . ( ( O - O ) 0 ) / . ( О ) + ( O 0 ) / 
cos с o t - cos сo0r = - 2 sm —sin — . 

° 2 2 

Далее функцию s(t) можно записать как 
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s (t) = A (t) sin сo*r, (2.61) 
ще 

со* = (со -со 0 ) / 2 

и 

А(0= 2
2/о

 2sinco fcr. 
о>о - со 

(2.62) 

Здесь 

COfc = (со0-со)/2. (2.63) 

В соответствии с выражением (2.61), движение массы описывается про-
изведением двух гармонических функций. Период одной из них, sin со* г, рав-
няется 

r T = 2я/со* = 4я/(со0 + со). 

Множитель А (() также ведет себя как синусоидальная функция с частотой 
cofc. Период этих колебаний, равный 

Tfc = 2rc/cofc, 

называется периодом биений (рис. 2.3, в) и значительно превышает T 7 если 
разность между частотами мала. В подобном случае частоты со* и со близки 
между собой, а амплитуда колебаний изменяется на интервале T J l от срав-
нительно высоких до малых значений (рис. 2.3, б). 

Когда частоты со* и со приближаются друг к другу, период биений T 
стремится к бесконечности и при наступлении резонанса (со0 = со) смещение 
s (0 становится равным 

а его амплитуда неограниченно возрастает со временем. Конечно, в реально-
сти, из-за наличия затухания, такое поведение никогда не наблюдается. 

ВЛИЯНИЕ ЗАТУХАНИЯ 

Теперь мы снова предположим, что сила трения прямо пропорциональна 
скорости движения (закон Кулона - Мора): 

F = - ay. 

Применяя второй закон Ньютона, получим следующее уравнение для 
смещения s (t): 

s(t) = ^ - s i n со Г, 
2<о0 

(2.64) 

т - = -к s ( t ) - + F0 cosco t 
И*2 dt dt2 dt 
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или 

d2 d 
— f 4 - 0 ) ^ ( 0 = / о cos со г, если f > 0 , (2.65) 
<*Г Л 

ще 

2я = a / m , CO0 = к/т, Z0 = F0Zm. (2.66) 

Уравнения (2.65) и (2.51) совпадают при отсутствии затухания 
(диссипации), т.е. когда а = 0. 

Поскольку внешняя сила по-прежнему является гармонической функцией, 
естественно ожидать, что вынужденные колебания также описываются гар-
монической функцией той же частоты со (см. приложение 5). Поэтому ча-
стное решение уравнения (2.65) можно представить как 

J2 (О = A sin Ш + В cos cor. (2.67) 

Подставляя последнее выражение в (2.65), получим 

L sin ш + M cos со/ = / 0 cos со/, (2.68) 
ще 

L = (COo-CO2M-2л cotf, 

M = (со2 - с о 2 ) Я + 2лсоЛ. 

Поскольку соотношение (2.68) справедливо для произвольного момента 
времени коэффициенты должны удовлетворять следующим условиям: 

(со2 -CO 2 M-2лco t f = О, 
(2.69) 

(со2 -(O2)B-2пыA = f0. 

Решением этих уравнений являются 

Д = 2 ж о / о 

(O)J - C O 2 ) 2 + 4 л 2 а > 2 

tf = (в>о-в>2)/о . (2.70) 
( O ) J - C O 2 ) 2 + 4л2о>2 

Таким образом, поведение синусоидальных вынужденных колебаний описы-
вается формулой 

/ ^ 2ло> sinco f + ( ( O 0 - g > 2 ) c o s c o / Г9 7 П 
S2Kn-Jo — : — г - ; — - г - ; • 

((O 0 - ( О 2 ) 2 + 4 Л 2 ( 0 2 

В отличие от свободных колебаний они не уменьшаются со временем, а 
их период равняется периоду внешней силы. 
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На относительно небольших временах (2.50) важную роль играют как 
вынужденные, так и свободные колебания. Однако с увеличением времени 
свободные колебания угасают, и полное смещение определяется только 
функцией S2 (/). Чтобы упростить дальнейшее изложение, введем следующие 
обозначения: 

А = S0 sin ф и В = s0 cos ф. (2.72) 

Тогда выражение (2.67) дает 
S2 (Г) = s0 cos (cor - ф), (2.73) 

где 5 0 и ф обозначают, соответственно, амплитуду и фазу колебаний. 
Из (2.72) следует, что 

J 0 = / о , / о (2 .74) 
V(coj-O)2)2 +4Л2(Д>2 

и 

9 = (2.75) 
0>о - ( O 2 

Угол ф (со) характеризует сдвиг фаз между колебаниями J2 (0 и внешней 
силой F (г). 

Рассмотрим, прежде всего, частотный отклик S0 (со), который удобно 
представить как 

= Sst Ф (со/соо, 7)» (2.76) 
ще 

S — rr- — 

COq JfHxi0 * 

является статическим смещением массы; параметр 

Y = 2л/со0 (2.77) 

зависит от затухания, и 

( \ ГУ 2 V 2 V n 

ф J!L f у = . (2 .78) 
VcoO J \\ W0; Co0 _ 

Очевидно, что амплитуда смещения приближается к Sst в низкочастотной 
части спектра: 

s —> sst, если со/со0 -> 0. 

Это означает, что смещение J2 (г), вызванное силой 
F0 cos cor, 

можно в каждый момент времени вычислить непосредственно из закона Гу-
ка, так как со « с о 0 . 

4* 51 



В то же время, если to значительно больше со0, амплитуда движения 
стремится к нулю. Заметим, что такое же асимптотическое поведение коле-
баний наблюдалось и в отсутствии затухания. По мере достижения резонанс-
ной частоты со -> со0, амплитуда S0 увеличивается, и этот эффект резонанса 
становится более заметен при уменьшении затухания. Поведение функции 

Ф — , у показано на рис. 2.4, а. Для каждой кривой указано соответсгву-
V c o O J 

ющее значение параметра у. 
Как видно из представленных кривых, максимальная амплитуда колеба-

ний уменьшается с увеличением затухания. Можно также увидеть, что, по 
сравнению со свободными колебаниями, этот максимум смещен влево, в 
сторону низких частот. В случае относительно слабой диссипации смещение 
максимума мало. 

а 
Ф 

10 

5 

О 

в 

Рис. 2.4. Амплитудная и фазовая частотные характеристики (а, б); внешняя сила 
FU) (в) 
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Из приведенных выкладок видно, что влияние затухания сказывается наи-
более сильно вблизи резонансных частот. Из-за действия силы трения, как 
бы мала она ни была, амплитуда движения всегда имеет конечное значение. 
Однако вне указанного частотного диапазона влияние диссипации становится 
меньше, а в нижней и верхней частях спектра оно практически исчезает. 

Приступим теперь к изучению фазы колебаний. Из выражения (2.75) 
следует, что 

и, следовательно, между колебаниями и внешней силой всегда существует 
сдвиг фаз. 

В низкочастотной части спектра (to « с о 0 ) фаза растет почти линейно с 
увеличением частоты. Вблизи резонансной частоты о)0, фаза становится 
равной я/2. Это означает, что в момент времени, когда сила F (t) имеет 
максимальное значение, масса находится в средней точке. При дальнейшем 
увеличении частоты ( о » с о 0 ) фаза продолжает увеличиваться и постепенно 
достигает значения я (рис. 2.4, б). 

До сих пор мы изучали движение массы под действием синусоидальной 
силы. Рассмотрим теперь совершенно другой случай, когда сила F (t) ведет 
себя как (рис. 2.4, в) 

где т является константой, характеризующей изменение силы во времени. 
Предположим, что вынужденные колебания имеют ту же зависимость от 

времени: 

Чтобы проверить это предположение, подставим последнее равенство в 
уравнение движения 

(2.79) 

t< О, 
/ > О, 

(2.80) 

S 2 = A o r t l z
y если г > 0. (2.81) 

dt dt 
(2.82) 

Здесь / 0 = А т 
После сокращения на множитель е~'А, получим 
Л . . 1 П А + 0 ) г А = / о >  

Xz T 
+ 0)%А = f0, 

или 

A = & 
X 2 - 2лх 1 + COq 

(2.83) -2 
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Таким образом, наше предположение оказалось верным и частное реше-
ние уравнения (2.82) есть 

, ч 10 , г < 0 , hi0sL- „о. (284) 

Полное смещение массы записывается как 

SiO = Si (0 + А е Л (2.85) 

где А определено в (2.83), a (г) представляет собой свободные колебания 
системы. Из-за наличия диссипации, колебания затухают со временем, неза-
висимо от того, какое значение имеет параметр т. 

Полезно рассмотреть предельный случай, при котором сила ведет себя 
как ступенчатая функция и, следовательно, х —> °о. Из формулы (2.83) 
имеем 

л - /о _ ^o _ с — ; ; — S s n 
0>0 к 

и 
5 (0 = (О + Stt. (2.86) 
Таким образом, полное смещение массы представляет собой сумму двух 

слагаемых. Первое из них - свободные колебания, затухающие во времени. 
Другое слагаемое представляет собой смещения вызванные постоянной 
силой F0. Мы видим, что вначале движение системы происходит аналогично 
свободным колебаниям, а затем оно постепенно приближается к асимптоти-
ческому значению 

В заключение следует добавить, что в случае, ковда внешняя сила является 
произвольной функцией времени, функцию s(t) можно определить, исполь-
зуя интеграл Фурье (см. приложение 7). 

2.4. ПРИНЦИПЫ ИЗМЕРЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ 

В предыдущих разделах мы изучали движение системы, состоящей из 
пружины и подвешенного к ней груза, при условии, что точка подвеса О 
оставалась неподвижной. Опишем теперь движение массы для случая, когда 
верхний конец пружины также вовлечен в процесс движения системы (рис. 
2.5, а). Этот случай полезен для понимания работы приборов, позволяющих 
записывать колебания. Такие приборы могут измерять движение кораблей и 
различных механизмов, а также вертикальную и горизонтальную составляю-
щие движения земной поверхности, вызванного землетрясениями, взрывами 
и другими источниками. 

Предположим, что платформа движется в вертикальном направлении, а 
ее смещение s ({) описывается синусоидальной функцией 

s(t) = b cos cor. (2.87) 
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а б 
s(t) = b cos cor 

m 

Рис. 2.5. Колебания верхнего конца пружины (а); измерение колебаний (б); частотные 
характеристики А0(со) и \|г(со) (в, г) 

Наша задача состоит в том, чтобы измерить амплитуду и частоту колеба-
ний массы т и затем получить информацию о функции s (г). С этой целью 
представим себе простейший прибор, размещенный на платформе и состоя-
щий из следующих элементов (рис. 2.5, б): 

а) рамы Л; 
б) вращающегося барабана В с бумагой, связанного с рамой А; 
в) вертикально подвешенной пружины с грузом массы т , верхний конец 

которой жестко закреплен на раме А\ 
г) самописца р , прикрепленного к грузу и записывающего движения на 

вращающемся барабане. 
Существенно при этом, что рама А прибора движется вместе с платфор-

мой. Другими словами, все точки рамы, включая точку С, двигаются точно 
так же, как и сама платформа. Это условие является необходимым при из-
мерении колебаний. 
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Рассмотрим теперь движение массы J2 (О и установим связь между этим 
движением и движением платформы, задаваемым выражением (2.87). Это 
означает, что, записывая движение массы на вращающемся барабане, мы тем 
самым пытаемся определить значения функции s (t). Ясно, что скорость 
вращения барабана влияет только на временной масштаб записи. 

Если платформа не движется, прибор, включая груз, также покоится и, 
следовательно, самописец рисует горизонтальную линию на бумаге, надетой 
на барабан. Предположим, что платформа вместе с рамой А начинают дви-
гаться, например, вниз. Такое движение приводит к сжатию пружины, в ре-
зультате чего возникают упругие силы. Масса также начинает двигаться и 
растягивать пружину. Таким образом, силу пружины, действующую на массу, 
можно представить как 

F = Zc(S-S2)y 

где j (г) и J2 (t) - смещения соответственно рамы прибора и массы, имеющие 
в общем случае различные амплитуды и фазы. 

Следует заметить, что упругая сила возникает вследствие движения обоих 
концов пружины. Учитывая, что сила трения, вызванная окружающей сре-
дой, прямо пропорциональна скорости движения массы относительно рамы, 
имеем 

Далее, применяя второй закон Ньютона, получим для функции J2 (t) 
уравнение, описывающее движение массы: 

Fr = - а - ( * 2 - J ) . 
dt 

ИЛИ 

d2 (s2 -s) 

dt2 dt 

поскольку 

сO0 - к/т. 

Вводя новую переменную 

A(t) = s2(t)-s(t)y  

перепишем уравнение движения в виде 

(2.88) 

dt2 dt 

d2s(t) 

dt2 
(2.89) 

В случае синусоидальных колебаний (2.87) имеем 
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£ ж + 2 л + CD2
0AW = CD2 cos CD / . (2.90) 

dt2 dt 

Это уравнение совпадает с уравнением (2.65), при условии, что / 0 = со2Ь. 
Поэтому, в принципе, можно было бы использовать результаты предыдуще-
го раздела. Однако здесь удобнее применить комплексную форму синусои-
дальных функций. 

Далее мы будем рассматривать только вынужденные колебания S2 (0- Ра-
нее было показано, что эти колебания ведут себя как гармоническая функ-
ция 

А = A0 cos (cor - \\r) 

или, используя формулу Эйлера (приложение 4), 
A R e ( Z ) C t o f ) , (2.91) 

ще 
V = A 0 e ' v (2.92) 

является комплексной амплитудой смещений. 
Подставляя (2.91) в уравнение (2.90) и выражая правую часть этого урав-

нения через комплексную амплитуду (см. приложение 5), получим 

V = ^ (2.93) 
0)0 - О)2 -2/ло) 

ИЛИ 

A0 = 
-J(O)I-Oi2)2 + 4л2Ш2 

v = t g - i _ J « o ( 2 9 4 ) 

(D0 - О) 

Очевидно, что, если рама А и масса т испытывают одинаковые смеще-
ния, то запись на барабане не покажет какого-либо смещения от начального 
положения. Иными словами, амплитуда записи прямо пропорциональна раз-
ности смещений массы и рамы, т.е. функции A(t) . Это является важным 
свойством вибрографов - приборов, измеряющих вибрации. 

Как следует из выражений (2.94), на высокочастотном конце спектра 
(со » с о 0 ) 

А 0 -> b и у я , 

поскольку масса почти не движется. Этот диапазон частот, безусловно, явля-
ется самым лучшим для измерений смещений прибора. 

В отличие от предыдущего случая, при низких частотах (со <<со0) 
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A0 — > — и \|/ —> 0. 

Это означает, что по записи можно определить ускорение рамы. 
Похожее поведение наблюдается, когда движение прибора описывается 

произвольной функцией времени S1 (t). Действительно, если колебания изме-
няются быстро, то первое слагаемое в левой части уравнения (2.89) является 
доминирующим. В соответствии с этим 

Ci2AU) „ d2s(t) 

dt2 dt2 

и функция А (0 характеризует движение прибора. 
В противоположном случае, когда движения являются медленными, пре-

валирует последнее слагаемое, и поэтому 

д ^ 1 d2s(t) 

U2
0 dt2 

т.е. запись определяется ускорением. 
Функции A0 (со) и \|г (со) показаны на рис. 2.5, в, г. 
В данном разделе мы проиллюстрировали основные принципы измере-

ния вибраций, используя простой механический прибор с малой чувстви-
тельностью. В действительности, такие приборы являются гораздо более 
сложными. Например, электромагнитный преобразователь, установленный в 
большинстве геофонов и преобразующий механическую энергию колебаний 
в электромагнитную энергию, позволяет измерять движения чрезвычайно 
малых амплитуд порядка IO"5 - IO"7 м. 



Глава 3. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН 

3.1. РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН ЧЕРЕЗ СИСТЕМУ 
МАСС И ПРУЖИН 

Приступим теперь к изучению нового явления - распространения движе-
ния. Вначале мы дадим его качественное описание, а затем выведем уравне-
ние, которое называется уравнением движения. С этой целью рассмотрим 
простейшую модель среды, а именно, однородную пружину бесконечной 
длины. Пусть в некоторый момент времени t = О левый конец пружины 
начинает двигаться со скоростью v . Чтобы упростить анализ и избежать 
необходимости решать волновое уравнение, мы будем рассматривать только 
приближенную модель, в которой каждый относительно небольшой элемент 
пружины заменяется системой, состоящей из двух частей: 

а) короткой пружины с нулевой массой; 
б) небольшого твердого тела. 
Заметим, что жесткость и масса этой небольшой системы определяются 

соответствующими параметрами исходной пружины. В результате модель 
представляет собой систему, состоящую из пружин (одинаковой длины и 
жесткости) и элементарных тел (одинаковой массы), как это показано на 
рис. 3.1, а. 

Рассмотрим две массы, т0 и т , , и предположим, что в момент времени 
t = 0 масса т0 начинает двигаться с постоянной скоростью v. В результате 
этого движения пружина сжимается и возникает сила, действующая на массу 
/и,. Поскольку мы предположили, что масса пружин равняется нулю, эта 
сила мгновенно возникает на противоположном конце первой пружины. С 
течением времени пружина продолжает сжиматься и, следовательно, сила 
увеличивается. В результате импульс силы, действующей на массу /и„ стано-
вится достаточным для того, чтобы привести ее в движение со скоростью v. 

Таким образом, для того чтобы масса тх начала двигаться со скоростью, 
равной скорости движения массы т0, требуется некоторое время. Обозначим 
это время задержки как т. Конечно, в действительности масса тх начинает 
двигаться практически одновременно с массой /я0, хотя и с гораздо меньшей 
скоростью. Тем не менее, в рассматриваемом приближении предполагается, 
что масса покоится в течение промежутка времени 

О < t < т. 
В конце этого интервала времени длина / первой пружины становится 

меньше и величину ее сокращения можно выразить как 

/ — /i = VXy (3.1) 

где Z1 - длина пружины в момент времени t = т. 
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S 

Рис. 3.1. Система масс и пружин (а); сме-
щения масс как функции времени (б) О т 2т ST 4Т t 

Поскольку при t > т оба конца пружины движутся с одинаковой скоро-
стью Vt ее длина не меняется и остается равной I1. Конечно, сумма внутрен-
них сил, действующих на массу тх, равняется нулю. Как только масса т1 
приходит в движение, это приводит к сжатию второй пружины и возникно-
вению силы, действующей на массу т2. Поскольку все пружины и массы 
одинаковы, масса т2 начинает двигаться со скоростью v в момент времени 

В этот момент длина второй пружины становится равной длине первой 
пружины. Обобщая полученный результат, можно утверждать, что масса, 
расположенная на расстоянии 

от левого конца, начинает двигаться со скоростью v в момент времени 

Здесь п обозначает порядковый номер массы. 
Итак, мы имеем дело с таким движением, при котором массы в системе 

начинают двигаться не одновременно: каждая последующая масса вовлекается 
в общее движение с некоторой задержкой. Такой тип движения называется 
распространением волн. Он заключается в переносе движения элементарной 
массы и пружины, а также силы, количества движения, кинетической и 
потенциальной энергии. 

СКОРОСТЬ РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛНЫ 

Определим теперь скорость распространения волны вдоль системы, со-
стоящей из масс и пружин. Поскольку масса т2 начинает двигаться с задерж-
кой т относительно массы т и а расстояние между этими массами равняется 
/, скорость волны определяется следующим выражением: 

г = 2т. 

L = nl (3.2) 

(3.3) 

с = //т. (3.4) 
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Очевидно, что это же соотношение можно получить, рассматривая про-
извольную массу тп данного массива и используя выражения (3.2) и (3.3). 

Наша следующая цель состоит в том, чтобы выразить скорость распрост-
ранения через жесткость пружины к и массу т. Для этого мы используем 
закон Гука и связь между импульсом силы и количеством движения. 

Легко найти силу F, которая передается вдоль массива и вызывает движе-
ние каждой массы со скоростью v. Действительно, из закона Гука следует, 
что 

Мы будем трактовать упругую силу, действующую на массу т , как внут-
реннюю, и исключим из рассмотрения массу т 0 , поскольку ее движение не 
вызвано сжатием пружины. Учитывая, что импульс этой силы 

N = Ft* 

равняется количеству движения масс 

Ft* =nmv, 

и используя равенства (3.3) и (3.5), получим 

kvx пх = nmv. 

Отсюда 

X = V m M . (3.6) 

Соответственно, скорость переноса движения, т.е. скорость волны 

Чтобы проиллюстрировать этот вывод, рассмотрим массу тх на интерва-
ле времени 

х <t < 2х. 

Поскольку движется только эта масса, импульс силы и количество дви-
жения системы равняются 

N = Fx = kvx х и P = mv. 

Отсюда 

kv X2 = mv или х = л1т/к , 

и мы снова получаем формулу (3.6). 
Этот же результат полезно вывести из соотношения между работой и 

энергией. Чтобы привести в движение массив, состоящий из масс и пружин, 
к системе прикладывают силу F. За время f масса т{ перемещается на рас-
стояние 

F = к(1-1х) = kvx. (3.5) 

C = I - J k J m . (3.7) 

J1 = vt*. 
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Следовательно, работа, произведенная силой, равняется 

W = F Sl = IcvTvnT =kv2 п(1/с)2, (3.8) 

поскольку 

F = kv т, t* = пх = п-. 
с 

Благодаря произведенной работе система, состоящая из п масс, приобре-
тает кинетическую энергию, а потенциальная энергия аккумулируется в 
п пружинах, соединяющих эти массы. При этом кинетическая энергия п масс 
равняется 

Е = (3.9) 

а потенциальная энергия п пружин длины / есть 

U ^ n W - l Q 2 (ЗЛО) 
2 2 2 г 2 ' 

Принимая во внимание, что 

W = E+U 

и используя выражения (3.8) - (3.10), получаем 

kv2n\^\ =п^-+п 2 J / 1" _ „mv2 , „to2 I2 

или 

с = 1л]к/т, 
что, конечно же, совпадает с (3.7). 

Здесь следует сделать несколько замечаний. 
1. Скорость волны с зависит от следующих параметров: 
а) жесткости пружины к; 
б) длины пружины /; 
в) массы т . 
2. Согласно закону Гука, с увеличением жесткости пружины к та же са-

мая сила будет передаваться при меньшем сжатии пружины. Это означает, 
что время задержки т, необходимое для сжатия пружины, также становится 
меньше. Скорость с при этом увеличивается. 

3. С увеличением массы ее ускорение уменьшается и, следовательно, для 
переноса такого же количества движения требуется большая деформация 
пружин. Поэтому скорость волны уменьшается. 

4. Скорость движения v никак не связана со скоростью распространения 
волны с. Для данного массива скорость v определяется импульсом внешней 
силы. 
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Обычно эти скорости отличаются друг от друга на несколько порядков, 
причем с » v. При выводе выражений для времени задержки т и, следова-
тельно, для скорости с мы использовали два разных подхода, и в обоих слу-
чаях скорость масс v не играла никакой роли. 

5. До сих пор наши рассуждения основывались на том, что распростра-
нение волны сопровождается сжатием пружины. Иным словами, мы рассма-
тривали волну сжатия, для которой обе скорости имеют одно и то же 
направление. Таким же образом можно предположить, что движение 
масс приводит к растяжению пружин и, следовательно, возникает волна рас-
тяжения. В этом случае скорости с и v имеют противоположные направ-
ления. 

В нашем приближении смещения sn и скорости vn можно представить в 
следующем виде: 

ще h (t - О - ступенчатая функция. Поведение функции sn(t) показано на 
рис. 3.1, б. 

В предыдущей главе рассматривались колебания, при которых в каждый 
момент времени все элементы системы были вовлечены в движение. Теперь 
мы наблюдаем совершенно другую картину. В каждый момент времени мас-
сив можно условно разделить на две части. Все массы и пружины первой 
части вовлечены в движение, в то время как вторая часть системы покоится. 
В таком приближении граница между этими частями представляет собой 
волновой фронт, описывающийся ступенчатой функцией и перемещающийся 
вдоль массива со скоростью с. 

Простота формул (3 .11)-(3 .12) объясняется тем, что мы пренебрегли 
несколькими факторами, включая действие внутренней силы пружины, рас-
положенной перед каждой из масс. Мы предположили, что в момент време-
ни / = О масса т0 начинает двигаться с постоянной скоростью Vy в то время 
как каждая последующая масса приобретает ту же скорость с задержкой по 
времени т после предыдущей. Это означает, что каждая масса, находившаяся 
в покое, приобретает конечную скорость мгновенно, т.е. в момент начала 
движения ее ускорение становится бесконечно большим. Конечно, такое 
поведение невозможно, поэтому мы опишем, по крайней мере, качественно, 
основные черты реального движения. Пусть, как и прежде, масса т0 начина-
ет двигаться с постоянной скоростью V в момент времени t = 0. При этом 
первая пружина сжимается, и возникает сила, действующая на массу /и,. В 
результате масса тх начинает двигаться с некоторым ускорением и ее ско-
рость растет. Смещение массы тх приводит к сжатию второй пружины, ко-
торое вызывает силу, также действующую на тх. Направление этой силы 
противоположно направлению движения. Помимо этого, как только начина-

(3.11) 

и 

Vn it) = Vh (/-о, (3.12) 
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ет двигаться масса щ , другие массы в массиве также оказываются вовлечен-
ными в движение, хотя их смещения могут быть чрезвычайно малы. Сначала 
из-за инерции сжатие первой пружины играет лидирующую роль, и скорость 
массы /и, растет. Однако со временем силы, вызванные второй и последую-
щими пружинами, увеличиваются, и их влияние приводит к уменьшению ус-
корения. Существует такой момент времени, когда массы щ и тх движутся с 
одинаковой скоростью, а результирующая сила, действующая на т х , равняет-
ся нулю. Движение второй и последующих масс происходит точно так же, но 
с некоторой задержкой по времени. Оказывается, что такое представление 
движения является приблизительным только в пределах относительно не-
большого промежутка времени, когда масса начинает свое движение. С уве-
личением времени оно становится все более точным. 

В начале данного раздела мы заменили пружину бесконечной длины мас-
сивом элементов (рис. 3.1, а) и предположили, что каждый элемент длины / 
реальной пружины эквивалентен системе, состоящей из твердого тела массы 
т и пружины, имеющей нулевую массу и жесткость к. Изучение распростра-
нения волн вдоль такого массива чрезвычайно интересно, однако в дальней-
шем мы сконцентрируем наше внимание на случае, когда длина / каждого 
элемента бесконечно мала. Как следует из закона Гука, 

F = k s = kl± = E*±, (3.13) I l 
где параметр 

F = JW (3.14) 

в отличие от жесткости к не зависит от длины элемента пружины / и опре-
деляется свойствами ее материала. 

Введем также линейную плотность р пружины в исходном состоянии: 

т = р/. (3.15) 

В соответствии с этим, выражение для скорости распространения волны 
запишется как 

C = UJKF^ = IQI2 =JE*/ р . (3.16) 1 ' ' 

Таким образом, переходя от дискретного случая к случаю непрерывной 
пружины, находим, что скорость волны зависит только от упругого параме-
тра E4 (жесткости) и плотности р. В частности, если источник возбуждает 
синусоидальные волны, то скорость волны не зависит от частоты. Иными 
словами, волны различных частот имеют одинаковую скорость. Это означа-
ет, что бегущая волна, распространяющаяся вдоль пружины и представляю-
щая собой суперпозицию синусоидальных волн, сохраняет свою форму. Это 
важное свойство наблюдается во многих случаях, хотя и не всегда. 



ВЫВОД ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ 

Выведем теперь уравнение движения произвольной массы тп (см. рис. 
3.1, а). Пусть V „ 5яи Sn^l обозначают смещения масс т п и соот-
ветственно. Тогда, согласно закону Гука, силы, действующие на массу тп, 
равняются 

Z7* = , - sn)t F„+1 = -к (Sn-Sn^i). (3.17) 

Применяя второй закон Ньютона, получим следующее уравнение движе-
ния массы тп\ 

= F„ + / w (3.18) 
dt2 

Здесь мы учли третий закон Ньютона. Очевидно, что силы, действующие 
на массу, имеют противоположные направления. Подставляя (3.17) в (3.18), 
приходим к следующему уравнению: 

т ^ = k(sn.{ + sft+x-2sn). (3.19) 
Br 

Пусть положение масс тп_]у тп и тп+] характеризуется координатами л:/н.,, 
д:л и хя+ |. Это означает, что 

V l = S(X^1)9 Sn = s(xn) и = s(xn+l). 

Как известно, если расстояние между двумя точками достаточно мало, 
первая производная непрерывной функции $(0 связана с разностью ее значе-
ний следующим образом: 

с с -Bs _ SfI ~ -yH-I  Bx 

Sn+1 ~ Sn — J"" 

Ax 

(3.20) 

Предположим, что на каждом интервале функция s(t) ведет себя линей-
ным образом и ее производная постоянна. Однако значения производной на 
разных интервалах в общем случае отличаются друг от друга. 

Аналогичным образом, в точках Xn.!, хп и xn+i можно найти соотноше-
ние между функцией J(JC) И ее второй производной. Действительно, вычитая 
первое уравнение (3.20) из второго, получаем 

V . - * , + = ^ = (Ax) 2 , (3.21) 
Bx 

где вторая производная Э2^/Эх2 постоянна на интервале 
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Подстановка (3.21) в уравнение (3.19) дает 

э/2 ах2 

Поскольку 

т = р А л' и Е* = к Ах, 

имеем 

1 /) , Э25(х, О 
C2 д , 2 й с 2 ' ( ^ 

Здесь с - скорость распространения волны вдоль пружины, s(xy t) - сме-
щение центра масс любого однородного элемента. 

Поскольку смещение s(xt t) зависит от двух аргументов, уравнение (3.22) 
содержит частные производные и называется волновым уравнением для од-
номерного случая. 

Прежде чем приступить к обсуждению решения этого уравнения, заметим 
следующее: 

а) при выводе уравнения (3.22) мы использовали второй и третий законы 
Ньютона, а также закон Гука. Этот подход остается справедливым во всех 
случаях уравнений движения, вызванного распространением волн; 

б) мы рассматривали элемент, состоящий из трех масс и двух соединяю-
щих их пружин (см. рис. 3.1, а). В общем случае, эти пружины деформиру-
ются по-разному, что приводит к появлению ускорения у массы тп. Помимо 
этого, смещения, скорости и ускорения масс тп_{, т и тп+х также могут от-
личаться друг от друга; 

в) левая часть уравнения движения характеризует ускорение центра масс. 
Правая часть этого уравнения связана с результирующими внешними силами, 
нормированными на массу элемента. 

3.2. РЕШЕНИЕ ОДНОМЕРНОГО ВОЛНОВОГО УРАВНЕНИЯ. 
ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 

Как было описано в предыдущем разделе, распространение волны сопро-
вождается смещением частиц s(x, t)y которое подчиняется волновому уравне-
нию 

Э2.фг, 1 Э2 (̂дг, /) (3 23) 
Эх2 с2 dt2 

Здесь 

C = VzFTp (3.24) 

обозначает скорость волны. Уравнение (3.23) является дифференциальным 
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уравнением с частными производными второго порядка. Это означает, что 
решением этого уравнения может быть только функция, имеющая вторые 
производные по координате х и времени t. Такие функции, как ступенчатая 
функция, не удовлетворяют волновому уравнению в окрестности точки раз-
рыва. 

МЕТОД ДАЛАМБЕРА 

Рассмотрим теперь решение волнового уравнения, играющее фундамен-
тальную роль в теории распространения волн. Заметим, что уравнение (3.23) 
является самым простым вариантом уравнения движения, соответствующим 
одномерному случаю, поскольку смещение s(x, t) зависит только от одной 
пространственной координаты х вдоль пружины. 

Как известно, решение обыкновенного дифференциального уравнения, 
так же, как и уравнения в частных производных, исторически было получе-
но методом проб и ошибок. Так, например, Даламбер предложил решение 
волнового уравнения (3.23), введя две новые переменные: 

Lt = X - C t и л = j c + с / . ( 3 . 2 5 ) 

Затем, применяя цепное правило дифференцирования (рис. 3.2, я), он 
заменил производные 

d2s д Э 2S 

дх2 Bt2 

производными относительно £ и г\. 

в 

Фронт волны 
i  

т п-1 ™п+1 

Фронт волны 
I  

Ш 
т п-1 тп+1 

Фронт волны 

1 
TTi Ttl п+j 

Рис. 3.2. Связь межу переменными функции s(x, г) (а); скорость частиц как функция 
времени (б); положения волнового фронта относительно элемента пружины (в) 



Действуя таким образом, первые производные можно представить в виде 

Bs _ Bs Bq j Bs ^П _ Bs Bs 
Bx Bq Bx ^rj Эд: Bc3 Эг| 

И 

Bs _ Bs Bq ^ Bs ^n _ с Bs ^ c Bs 
Bt Bci Bt Br) Bt Bq Эг|' 

поскольку 

= = l i i = - с и — = с 
Bx Bx Bt Bt 

Для вторых производных имеем 

B2S _ В Bs _ В (Bs ( Bs 
Эд:2 дд: Bx{Bq 

ИЛИ 

B2S _ В (Bs t Bs) Bq ] в (Bs t Bs)Br) ^ B2S + 2 ^ s 

Bx2 dgU<; BnJBx Эп1э<; Вц)Вх э<;2 ^ d q ^n 2 

Аналогичным образом производная d2s/dt2 записывается как 

Эг2 

-v2 -\2 -ч2 

a s _ 2 + о s 

I4 Bq2 ^ + W 

(3.26) 

(3.27) 

Подстановка (3.26) - (3.27) в (3.23) приводит к следующему уравнению: 

B2S2 _ 
BqBr\ 

• = 0 . (3.28) 

Здесь ss = s, поскольку предполагается, что смещение имеет только х-
компоненту. 

Данный вид волнового уравнения позволяет получить его решение очень 
простым способом. Действительно, из равенства 

Bq{b)) 

следует, что функция Э^/Эг| не зависит от Cft т.е. 

Br1 
где ф (л) - некоторая функция от г\. 

Интегрируя по т\ обе части полученного уравнения, получим 

Л) = + (3.29) 
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Здесь С - коэффициент, не зависящий от TJF хотя он может являться 
функцией от 

Таким образом, правая часть выражения (3.29) является, в общем слу-
чае, суммой двух функций, причем каждая из них зависит только от одной 
переменной (TJ ИЛИ Q: 

* Д , Л ) = АЛС> + Я*<Л). (3.30) 

Здесь 

AZ(C) = Cf Я£ (Л) = {Ф(ЛУП, 

а А и В - некоторые постоянные, не зависящие от т| и Как будет показано 
далее, эти постоянные обычно определяются из начальных и граничных ус-
ловий. 

Теперь, используя (3.25), решение волнового уравнения можно предста-
вить как 

sx(xy t) = Af(x-ct) + Bg(x + ct). (3.31) 

Посмотрим, прежде всего, какой смысл имеет функция f (х - ct), завися-
щая от аргумента Ci = х - ct. По определению, данная функция является по-
стоянной до тех пор, пока остается постоянной разность х - ct, независимо 
от значений х и t. Это означает, что эта функция описывает волну, распро-
страняющуюся вдоль оси х9 например вдоль пружины. Действительно, с уве-
личением расстояния х от начала пружины одно и то же значение функции 
f ( x - ct) будет наблюдаться на все больших временах. 

Аналогично можно заключить, что второй член в выражении (3.31), т.е. 
функция g (х + сг), описывает волну, распространяющуюся в противопо-
ложном направлении, в сторону левого конца пружины. Таким образом, 
решение волнового уравнения является суммой двух волн, бегущих в проти-
воположных направлениях. В связи с этим следует заметить следующее. 

1. Функция f(x-ct) обычно описывает волну, которая распространяется 
от источника, расположенного в начале координат х = 0. Эта волна называ-
ется первичной или падающей волной. Указанная функция может характери-
зовать также волны, возникающие на внутренних границах неоднородности 
пружины. Такие волны, которые часто называются проходящими или пре-
ломленными волнами, распространяются так же, как и падающая волна, в 
сторону от источника. 

2. Функция g (х + ct) может описывать отраженные волны, возникаю-
щие на границе между двумя частями пружины с разными значениями р 
и Е\ 

3. Мы показали, что произвольные функции аргументов х -ct и х + ct 
могут характеризовать распространение волн, поскольку такие функции яв-
ляются решениями уравнения (3.23). Конечно, эти функции должны быть 
непрерывными вместе со своими первыми производными. Легко показать, 
что функции от аргументов 
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a ^ t b и a r \ ± b, (3.32) 

где а и b - независимые константы, также удовлетворяют волновому уравне-
нию. Соответственно, аргументы функций, описывающих распространение 
волн, могут иметь следующий вид: 

а(х ± ct) (3.33) 
и 

р/ ± а х ± 

если 

Yi= Р/с, Y2 = Ctc. 

Присутствие здесь коэффициентов а и P является необходимым и следует 
из физических условий задачи. Так, например, функция 

е(ДГ - Cl) 

удовлетворяет волновому уравнению, но не имеет никакого физического 
смысла, поскольку ее аргумент не является безразмерным. 

4. Таким образом, практически любая функция / (х, t) может быть ре-
шением волнового уравнения (3.23) при условии, что ее аргументы jt и t вхо-
дят в нее в виде комбинации (3.32). Например, произвольная функция вида 

/[a (x2-ct)] 

не удовлетворяет уравнению (3.23). Другими словами, волновое уравнение 
накладывает очень жесткие условия на соотношение между расстоянием jc и 
временем хотя сами функции / (jc, /) и g (х, t) могут быть практически 
любыми. Это означает, что волновое уравнение имеет бесконечное число 
решений. Это условие является тривиальным, поскольку можно представить 
себе бесконечное число различных внешних сил, действующих на один из 
концов пружины. Естественно, что они будут вызывать появление совершен-
но разных волн, каждая из которых будет удовлетворять волновому уравне-
нию. 

5. Поскольку в каждой точке однородной пружины волна описывается 
одними и теми же функциями f ( x - 1 ) и g (х + t)y мы снова видим, что фор-
ма волны не меняется с расстоянием х. Конечно, как уже отмечалось ранее, 
такое поведение проявляется в одномерном случае и означает, что механиче-
ская энергия не переходит в тепло. 

6. Предположим, что аргументом функции f ( Q является 
Cf = а (х-ct). 

Этот аргумент характеризует волновой профиль, распространяющийся 
вдоль оси х, и называется фазой волны. 

Таким же образом аргумент функции g Сп): 
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Tl = а(д: + ct) 

является фазой волны, распространяющейся в противоположном направле-
нии. 

7. Согласно (3.33) скорость волны является, по существу, скоростью рас-
пространения фазы и в соответствии с этим называется фазовой скоростью. 
Позднее мы ознакомимся с другим типом скорости, а именно групповой 
скоростью. 

ДЕФОРМАЦИЯ И ЗАКОН ГУКА ДЛЯ ПРУЖИНЫ 

Рассмотрим теперь волны сжатия и растяжения, в которых частицы дви-
жутся в направлении распространения волны или в противоположном на-
правлении. Такое движение сопровождается переносом упругой силы и де-
формацией пружины. Чтобы исследовать поведение этих волн, обратимся 
снова к дискретной модели пружины (рис. 3.1, а). Как было показано в 
главе 2, упругие (восстанавливающие) силы пружин, расположенных до и 
после массы тю определяются выражениями 

Fn^l =-к (sn-sn+l) 

и (3.34) 

Fn = CVi 

Полагая, что длина каждой из пружин стремится к нулю, а их масса распре-
делена однородно, мы снова можем осуществить переход к случаю непре-
рывной пружины. Тогда разность смещений запишется как 

S t t m l - S m = - ^ b x 9  
Эх 

^ - V i = H r A * . Эх 

Подстановка этих выражений в (3.34) дает 

FN = Г и F„T =E*^ (3.35) 
Эх Эх 

или 

F(X9I)= е* d s A * ' 0 . (3.36) 
Эх 

Здесь sx = 5. 
Соотношение (3.36) представляет собой закон Гука для пружины. По оп-

ределению, производная dsjdx задает относительную величину изменения 
смещений и характеризует деформацию пружины. Например, если оба конца 
пружины имеют одинаковые смещения, то деформации отсутствуют и произ-
водная dsjdx равняется нулю. Вводя эту величину, мы предполагали, что 
элемент пружины настолько мал, что смещения в пределах этого элемента 
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изменяются линейным образом. Производную Э s j d x называют обычно де-
формацией: 

ехх= BsJdxt (3.37) 

и закон Гука (3.36) можно записать в виде 

Fx = Fexx. (3.38) 

Очевидно, что, если dsx/dx < 0, то происходит сжатие пружины, а 
дг-компонента силы Zr

jc является отрицательной. И наоборот, если dsjdx > О, 
то пружина растягивается и компонента Fx является положительной. 

ВЫРАЖЕНИЕ ДЕФОРМАЦИИ ЧЕРЕЗ СКОРОСТИ ВОЛНЫ И ЧАСТИЦ 

Установим теперь соотношение между скоростью vx, деформацией ехх и 
компонентой силы Fx для волны, распространяющейся со скоростью с. 
Вначале предположим, что мы имеем дело с уходящей волной. Это означает, 
что 

Sx=S0/[a (x-ct)], 

vx =-а с s0 f [а (х-ct)], (3.39) 
ex.x=as0f/[a(x-ct)], 

Fx=E*as0f'[a(x-ct)], 

г д е / ' - производная по аргументу а (х-ct). 
Из формул (3.39) приходим к следующему важному соотношению: 

VxIc = -FxIE* = - е^. (3.40) 

Аналогично, для приходящей волны 

Jjf (*, t) = S0 g [а (х + ct)l 

Vx (.X, t) = acs0 g'[ а (х + Ct)), 

exr(x, t) = as0g/[a(x + ct)l 

Fx(х, 0 = Е* a s0 g' [а (х + cr)J-

Отсюда 

VxIC = -FxIE4 = -Cxx. (3.42) 

Таким образом, деформация определяется отношением скорости элемен-
та пружины к скорости волны. 

Прежде чем перейти к рассмотрению примеров распространения волн в 
пружине, полезно сделать несколько очевидных замечаний. Предположим, 
что сила Fx ведет себя как прямоугольный импульс. Тогда, используя прин-
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цип суперпозиции, мы можем представить результирующую волну как 
разность двух ступенчатых функций. Одна из них описывает волну сжатия с 
^xr < 0 а вторая - волну растяжения с е^ > 0. 

Принимая во внимание соотношения (3.40) и (3.42), приходим к выводу, 
что после прекращения действия импульса элемент пружины перестает дви-
гаться и его деформация исчезает. Применяя второй интеграл Дюамеля (см. 
приложение 8), т.е., по существу, принцип суперпозиции, можно увидеть, 
что такой же результат будет наблюдаться в случае импульса произвольной 
формы: 

Vx = 0, ехх = 0 и Fx = 0. (3.43) 

Как следует из второго закона Ньютона, элементарная масса т после 
действия импульса внешней силы Nx начинает двигаться с постоянной ненуле-
вой скоростью 

Ujr = Nx/т. (3.44) 

Сравнение (3.43) с (3.44) показывает, что эффекты действия импульса 
силы на изолированную массу и на элемент пружины при распространении 
волны отличаются друг от друга. Чтобы объяснить этот очевидный пара-
докс, рассмотрим движение, вызванное ступенчатой волной, распространя-
ющейся вдоль пружины (рис. 3.2, б). Очевидно, прежде всего, что данная 
функция не удовлетворяет волновому уравнению вблизи волнового фронта, 
поскольку в этой области у нее не существует производных по времени и 
расстоянию. 

Рассмотрим три различных положения волнового фронта по отношению 
к произвольному элементу пружины (рис. 3.2, в). В первом положении вол-
новой фронт еще не достиг элемента пружины, и тот продолжает находиться 
в состоянии покоя. Следующее положение соответствует моменту времени, 
когда волновой фронт находится в пределах указанного элемента. Это оз-
начает, что смещение, скорость, деформация и сила являются разрывными 
функциями аргументов х и t. В то же время при выводе волнового уравнения 
мы предполагали, что все эти функции являются непрерывными. В частнос-
ти, мы предположили, что упругая сила пружины изменяется линейно между 
границами элемента. Другими словами, это уравнение не описывает движе-
ние элемента пружины, если волновой фронт находится в пределах это-
го элемента. Заметим, что этот вывод применим для любой волны, даже 
если вторые производные S1SxZdх* и S 1Sjdt 1 принимают конечные значе-
ния. 

Когда волна достигает передней границы элемента пружины (третье по-
ложение), все составляющие его частицы движутся с одинаковой скоростью 
vx. В этот же момент времени, согласно второму закону Ньютона, на ука-
занную границу начинает действовать внешняя сила. Это вызвано деформаци-
ей пружины, расположенной перед рассматриваемым элементом. Начиная с 
этого момента, полная внешняя сила равняется нулю, и, следовательно, масса 
движется с постоянной скоростью. Поэтому в результате действия импульса 

73 



силы, являющегося суперпозицией двух ступенчатых функций с противопо-
ложным направлением скоростей частиц, движение элемента пружины пре-
кращается. Поскольку любая волна представляет собой систему импульсов, 
возникающих в различные моменты времени, мы можем сказать, что после 
того, как произвольная волна пройдет через элемент пружины, он обяза-
тельно останавливается. Таким образом, мы объяснили разницу между дей-
ствием импульса силы на изолированную массу и на элемент пружины при 
распространении волны. 

Заметим, что если элемент пружины находится позади волнового фрон-
та, имеющего форму ступенчатой функции (рис. 3.2, в), то смещение являет-
ся линейной функцией времени и расстояния, и поэтому левая и правая части 
волнового уравнения равняются нулю. Иными словами, в этом случае урав-
нение (3.23) корректно описывает движение элемента пружины. 

ПОВЕДЕНИЕ ВОЛНОВЫХ ПОЛЕЙ 

В качестве первого примера, иллюстрирующего волновое поведение, рас-
смотрим волну сжатия, показанную на рис. 3.3. С учетом (3.40) скорость 
частиц в этом случае описывается следующим выражением: 

Отсюда видно, что скорость направлена вдоль оси х и прямо пропорцио-
нальна упругой силе пружины Fx. 

По определению, 

Vx= dsx/dt> 

и, следовательно, смещение Sx есть 

t 
sx(xj) = \vxdt. ( 3 . 4 5 ) 

'i 

Здесь г, обозначает момент времени, в который волна приходит в точку 
наблюдения. Таким образом, смещение JJR, постепенно увеличиваясь, дости-
гает своего максимального значения в момент времени t = t2i а затем оста-
ется постоянным. 

Как следует из равенства (3.45), максимальное смещение определяется 
как 

s ™ = — < 7 ) F x ( x , t ) d t > 0 9 
Е 'I 

поскольку скалярная компонента Fx является отрицательной. 
Очевидно, что в случае импульса силы волны растяжения мы получим 
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Рис. 3.3. Поведение 
и sx(t) (волна сжатия) 

FM vJLt) а  

F i 

похожий результат (рис. 3.4). В частности, минимальное смещение, вызван-
ное волной в некоторой заданной точке, 

S f n = - - t ) d t < 0. 

Теперь мы готовы к тому, чтобы изучить поведение смещения, скорости 
и упругой силы в гораздо более сложных случаях. Предположим, что мы 
знаем смещение Sx (дс, г), связанное с распространением волны (рис. 3.5, а, 
б). Вначале, когда волна приходит в заданную точку в момент времени г= tly  
функция sx (х, /) начинает возрастать, затем достигает своего максимального 
значения, после чего уменьшается и становится равной нулю в момент вре-
мени г = /2. 

Дифференцируя функцию Sx (*, г) по времени и снова используя соотно-
шения (3.40) и (3.42), мы определим скорость и упругую силу (рис. 3.5, а). 
Последняя кривая позволяет объяснить поведение функции sx (xf t). Действи-
тельно, мы видим, что волну, вызванную этой силой, можно представить в 
виде двух последовательных импульсов. Один из них соответствует волне сжа-
тия, Fx < 0, которая приходит вначале и вызывает смещение пружины вдоль 
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Рис. 3.4. Поведение функций Fx{t), 
vx(t) и sx(t) (волна растяжения) 

оси х. Затем приходит волна растяжения и вызывает смещение в противопо-
ложном направлении. Поскольку площади Ac и At отличаются только зна-
ком (рис. 3.5, я), частицы пружины возвращаются в свое первоначальное 
положение. 

Как уже отмечалось, полное смещение, вызванное действием произволь-
ной волны, определяется площадью под кривой Fx (t). 

Два других примера волн представлены на рис. 3.6, а, 6. В первом при-
мере волновой источник приводит к появлению импульса сжатия, вызываю-
щего смещение вдоль оси х. В течение некоторого времени положение час-
тицы не меняется до тех пор, пока не появится импульс растяжения и не вер-
нет частицу в исходное положение. 

Во втором примере предполагается, что частица была смещена относи-
тельно своего первоначального положения, после чего возник импульс рас-
тяжения, параметры которого были таковы, что частица снова вернулась в 
исходную точку, т.е. 

S0=-Z7) Fjlt. 
E 

Обсудим теперь одно интересное свойство волн, распространяющихся 
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а б 

вдоль пружины. Как можно увидеть из рис. 3.5, а и б, они являются зер-
кальным отражением друг друга. При этом поведение волн в пространстве и 
времени не является случайным и проявляется для любой волны в одномер-
ном случае. Действительно, произвольную волну можно представить как 
систему импульсов, возникающих в различные моменты времени (см. при-
ложение 8). Рассмотрим, например, импульс, приходящий первым в некото-
рую заданную точку пружины, или, иными словами, импульс, который был 
раньше других сгенерирован на одном из концов пружины. Если мы рассмо-
трим волновое поле как функцию расстояния х, то окажется, что этот им-
пульс прошел большее, чем другие, расстояние. И наоборот, если мы рас-
смотрим последний из импульсов, приходящих в точку наблюдения, то в лю-
бой заданный момент времени окажется, что он прошел наименьшее рассто-
яние. Таким образом, кривые 

Sx(X) и (0 . 
VAx) и VxU). 
FAx) и FJ 0. 
еа(х) и е„(0 

являются зеркальным отражением друг друга. 
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X = const X = const 

к/ 

Fx  

о ! V 

Xi 

IA 
Рис. 3.6. Поведение функций sx(t), vK(t) и Fx(t) 

Итак, мы вывели волновое уравнение для смещения. Теперь, дифферен-
цируя по времени обе части уравнения (3.23), мы приходим к волновому 
уравнению относительно скорости: 

B2Vx _ 1 

Bx2
 C 2 d t 2 

Аналогичным образом, 

д2ехх _ 1 д1ехх 

Bx2 с2 Bt2  

Отсюда, используя соотношение (3.38), получаем 
^2Fx _ 1 B2Fx 

Bx2 с2 Bt2 

Таким образом, все кинематические и динамические характеристики волны 
удовлетворяют волновому уравнению. 

СВЯЗЬ МЕЖДУ ВОЛНОЙ И ЕЕ ИСТОЧНИКОМ 

Мы рассмотрели несколько примеров волн различной формы, вызван-
ных источниками, действующими на конец пружины, находящийся в точке 
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х = 0. Теперь легко установить связь между волной и ее источником. Дейст-
вительно, предположим, что внешняя сила F / , приложенная к концу пру-
жины, ведет себя как 

(о,о= F0I0 ' t I 0
f ; 0.46) 

[ф (cit), t> 0. 

Тогда для любой точки упругая сила, вызванная деформацией пружины, 

10, t<x/c 

г / , ч1 (3.47) 
Очевидно, что эта функция удовлетворяет волновому уравнению, поскольку 
ее аргумент имеет вид 

a (t- х/с) 
и описывает волну, распространяющуюся вдоль оси х от начала пружины. 
Скорость волны равняется с, поскольку волновой фронт приходит в точку 
наблюдения в момент времени t = х/с. Более того, на левом конце пружины 
функция Fx (0, 0 отличается от внешней силы Fx (0, t) только знаком. Так, 
например, в случае волны сжатия, сила F/ (0, t) является положительной, в 
то время как скалярная компонента упругой силы Fx имеет противополож-
ный знак. 

Чтобы проиллюстрировать сказанное, предположим, что 

О, t< О, 
е"' / х , / > 0 , 

^ = - Z 7 O : , / t . Г (3.48) 

где т характеризует скорость изменения силы со временем. 
В частности, с увеличением т функция Fx стремится к нулю более мед-

ленно, и в пределе мы приходим к ступенчатой функции. 
Как следует из равенства (3.48), упругая сила, вызванная волной, рав-

няется 

!

О, t<x/c 

-*JSL ' (3.49) 
е * , t>x/c. Откуда, учитывая (3.40), для скорости Vx получим 

10, t<x/c 

zizilc / с " (3.50) 
е х t>x/c, ще 
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Соответственно, смещение частиц равняется 

где 
1 1-х/с 

/ = J e т dt, если (>х/с, 

или 

I=XU-Q х I 
НЕПРЕРЫВНОЕ ИЗМЕНЕНИЕ ПАРАМЕТРОВ ПРУЖИНЫ 

Мы получили уравнение движения в предположении, что пружина явля-
ется однородной, т.е. оба параметра, масса и жесткость, не зависят от коор-
динаты х. Рассмотрим более сложный случай, когда эти параметры являются 
непрерывными функциями от х. Предположим вначале, что жесткость пру-
жины к постоянна, а вдоль пружины изменяется только линейная плотность 
р. Чтобы вывести уравнение движения, мы снова используем дискретную 
модель пружины (рис. 3.7, а). Как и в случае однородной пружины, силы, 
действующие на массу тп, определяются как 

Fn = к (Vi " s n ) и Zv1 =-k(sn-Vi )• 

Следовательно, результирующая сила 

Fx = к CVi + Vi ~ 2 sn). 

В пределе, когда элемент пружины становится бесконечно малым, получим 

Применяя второй закон Ньютона, приходим к следующему уравнению: 

Э s 
Ъх1 Ъх 

поскольку 

d/2 At 
(3.51) 

ще т - масса элемента, расположенного на интервале 

V i < V-i» 

ЯП 



a F F m»-i • т„ т„ч 

-WVH KWVH K W V I P W V 
mn-i > k„.j-k„—kn+} 

б F F , rrin-i " тп "+у тпЧ 

-WVH KWV] KWVH K W V 
кп кпЧ  

rrin-i =тп=тп+1, кп-1*к„*кпЧ 

т0 т, YYl 2 

\ I I \ 
S S 

т. 

к2 к2 к J SQ кх 

Граница раздела 

Рис. 3.7. Вывод волнового уравнения (д, б); граничные условия (в) 

и она равняется 

jrZH-I 
/л = Jp(х) dx. (3.52) 

хп-\ 

Поскольку Ax очень мало, можно предположить, что в пределах каждого 
элемента плотность р является линейной функцией от х. Тогда вместо (3.52) 
получим 

т = р(х„) Ах. (3.53) 

Здесь р (хп) - плотность в средней точке элемента. 
Подстановка (3.53) в (3.51) дает следующее уравнение движения: 

д Sx д s 
p ^ e ^ 

или (3.54) 

d2sx _ 1 B2Sx 

Эх2 с2(х) Bt2 

Тем не менее, коренное отличие данного примера от случая однородной 
пружины состоит в том, что здесь плотность р и, следовательно, параметр с 
являются функциями расстояния х. 

Предположим теперь, что масса распределена однородно, а жесткость к 
зависит от х. Из рис. 3.7, б следует, что 

6 — 1 6 7 3 8 1 



Fn - К (̂ «-I "" S„)> Fя (SH ** ^m-l) 

и, следовательно, результирующая сила, действующая на массу тпУ записыва-
ется как 

^x-mK ~ s„) - кCsn-J^1) 

или 

Fx-к** 1 (sn+i -s„) — K(Sn-Sr^i). 

Мы можем предположить, что с уменьшением Ax приведенные выше функ-
ции становятся непрерывными, тогда 

dsx(x + Д*/2) dsx(x-bx/2) 

Эдг Эх 

Аналогичным образом получим 

| (Д*)2 . 

Д х . 

F=± 
дх 

(3.55) 

Согласно второму закону Ньютона, 

pP1 
а* 

или 

э Ч _ э 
Эх 

Эд: J 

Эх) 
(3.56) 

Последнее уравнение отличается от волнового уравнения для однородной 
среды. 

Таким образом, мы продемонстрировали, что как только пружина ста-
новится неоднородной, уравнение движения становится более сложным и 
обычно перестает совпадать с уравнением для однородной пружины. 

ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 

Рассмотрим случай, когда плотность и жесткость пружины имеют разры-
вы. В этих точках уже нельзя применять уравнение движения, а также соот-
ношения (3.S4) и (3.56). Чтобы понять поведение волны в таких точках, мы 
снова используем дискретную модель пружины (рис. 3.7, в). Вертикальная 
линия на этом рисунке указывает точку, в которой параметры пружины 
имеют разрыв. 

Мы предполагаем, что распространение упругой волны вдоль пружины 
не нарушает ее целостности. Это означает, что массы /л, и /и2, расположен-
ные в окрестности указанной внутренней границы, должны иметь одинако-
вые смещения: 

82 



Six=S2x = Sxt если jc = JC0. (3.57) 

В то же время смещения масс щ и т3у расположенных на некотором не-
большом расстоянии по разные стороны этой границы, всегда будут отли-
чаться друг от друга, если кх * к 2 . Равенство (3.57) описывает первое свойст-
во волны на внутренней границе. 

Чтобы получить второе граничное условие, примем во внимание тот 
факт, что массы InlMm2 имеют одинаковое смещение Sx и, следовательно, их 
можно интерпретировать как одну частицу с массой 

т = т{ + т2. 

Применяя второй закон Ньютона, получим 

( " i + m J ^ F * + / ? , . (3.58) 
Э/ 

Здесь Ffx и F2x - силы, действующие на массу т со стороны пружин. 
Случаи волн сжатия и растяжения удобно рассматривать раздельно. 

Первый случай 

Предположим, что вдоль оси jc распространяется волна сжатия (рис. 3.7, 
в). Тогда на массу т действуют следующие две силы: 

Ffx = (s0x - sx) и F2x= - к2 (sx - Syx)у (3.59) 

имеющие противоположные направления. Поскольку волна сжатия приводит 
к отрицательной деформации е^ < 0, то 

Flx< 0 и F7r< О Ix 

или 

F\х = -Flc и F2x=F2xy  

где силы Flx и F2x подчиняются закону Гука (выражения (3.37) и (3.38)) 

F = Е* —. г д* 

Тогда уравнение (3.58) можно переписать в следующем виде: 

= Flx-F11. (3.60) 
Ot 

С уменьшением длины AJC массы тх и т2 уменьшаются и в пределе стре-
мятся к нулю. Это означает, что правая часть уравнения (3.58) также должна 
исчезнуть. В противном случае, ускорение S t Sjd t 1 станет бесконечно боль-
шим. Поскольку это невозможно, мы должны заключить, что упругие силы 
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пружин, расположенных по обе стороны от внутренней границы, равны 
друг другу: 

F u = F l x . (3.61) 

Второй случай 

Предположим теперь, что вдоль оси х распространяется волна растяже-
ния. Учитывая, что компонента смещения sx является отрицательной, мы 
видим, что 

F1̂  < 0 и F 2 > 0. 

В то же время, в отличие от предыдущего случая, деформация ехх являет-
ся положительной. Поэтому 

F u - - F u и IS c=F 2 j r f (3.62) 

и мы снова приходим к уравнению (3.60). Следовательно, граничное условие 
(3.61) остается справедливым в обоих случаях. Непрерывность упругой си-
лы - это второе важное свойство волны на внутренней границе. 

Соотношения (3.57) и (3.61) называются граничными условиями и явля-
ются заменой волновому уравнению в точках разрыва параметров р и Е\ 
Последнее из указанных условий можно переписать в виде 

Е* ^ = е* d S l x 

Эх Эх 
или (3.63) 

FV0 - Е*еа) z l̂ cXX ~ cjItXX -
Это условие показывает, что деформация пружины по разные стороны 

внутренней границы различна, т.е. 

ей) ф е<2) 
^xx cXX ' 

и, следовательно, смещения S0 и S3 не равны друг другу. 

ВОЗНИКНОВЕНИЕ ОТРАЖЕННОЙ ВОЛНЫ 

Мы показали, что вдоль однородной пружины распространяется единст-
венная волна от источника. Совершенно другая картина возникает, когда в 
пружине имеется граница, на которой происходит разрыв параметров р и Е\ 
Покажем, что на таких границах появляются новые волны, а именно отра-
женные и проходящие волны. Невозможно переоценить значение этого яв-
ления в сейсмологии. 

Сначала мы попытаемся качественно объяснить, как возникают отра-
женные волны. Предположим, что волна сжатия распространяется вдоль 
однородной системы масс и пружин к ее свободному концу (рис. 3.8, а). 
Рассмотрим момент времени, когда все массы движутся с одинаковой 
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Рис. 3.8. Возникновение отраженной волны 
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скоростью. Это происходит тогда, когда все пружины сжаты одинаковым 
образом и, следовательно, результирующая сила, действующая на каждую 
массу, кроме последней, равняется нулю. В этом случае на массу тп действует 
только одна единственная сила, вызванная последней пружиной, в результате 
чего эта масса начинает двигаться с ускорением, а пружина испытывает рас-
тяжение. 

Сначала скорость массы т„ увеличивается и может значительно превзой-
ти начальную скорость v. В течение этого интервала времени упругая сила 
Fn последней пружины становится меньше. В момент времени, когда длина 
пружины совпадет с исходной, сжатие пружины, а также ее упругая сила 
исчезают. Уменьшение деформации последней пружины сопровождается, с 
некоторым запозданием по времени, ускорением предыдущей массы тп_х. В 
результате пружина, расположенная между массами тп_х и тп_2 также ис-
пытывает растяжение и, наконец, ее сжатие исчезает. Очевидно, что с тече-
нием времени все больше пружин испытывают растяжение, а массы приоб-
ретают скорость, большую, чем начальная скорость v. 

Таким образом, наблюдается волна растяжения, распространяющаяся от 
свободного конца пружины. Другими словами, падающая волна сжатия при-
водит к появлению волны растяжения, распространяющейся в противопо-
ложном направлении. Эта последняя из указанных волн называется, естест-
венно, отраженной. Точно так же мы можем наблюдать формирование вол-
ны сжатия, когда волна растяжения достигает свободного конца пружины. 

Поскольку на правом конце системы упругая сила отсутствует, второе 
граничное условие (соотношение 3.61) заметно упрощается, и мы имеем 

Flx(X0) = 0, (3.64) 

где X0 - координата свободного конца. Следовательно, упругие силы, сопро-
вождающие волны сжатия и растяжения имеют одинаковую величину, но 
противоположные знаки. Используя соотношения (3.40) и (3.42), мы можем 
показать, что существование отраженной волны приводит к удвоению скоро-
стей и величины смещения масс: 

Vx= Iv и Sx= 2sXx. (3.65) 

Это важный результат. Мы снова увидим эти равенства, когда будем изу-
чать отражение плоских волн на поверхности Земли. 

Рассмотрим далее случай, когда правый конец системы является идеально 
жестким, т.е. масса т„ двигаться не может (рис. 3.8, б). Предположим, что в 
момент времени г все массы, кроме /я„, движутся со скоростью Vt а все 
пружины сжаты одинаково. Как и раньше, это означает, что результирую-
щая сила, действующая на каждую движущуюся массу, равняется нулю. 

Благодаря инерции, масса т ^ х продолжает движение и, соответственно, 
последняя пружина оказывается более сжатой, чем другие. Поскольку до-
полнительная упругая сила, действующая на массу /я„_,, направлена противо-
положно ее движению, масса, в конце концов, останавливается. В этот мо-
мент времени следующая масса продолжает свое движение, но по про-
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шествии некоторого времени она тоже останавливается и вторая от конца 
пружина также становится более сжатой. С течением времени все большее 
количество масс прекращает свое движение, и сжатие пружин между ними 
увеличивается. Таким образом, в отличие от предыдущего случая, в данном 
примере падающая волна сжатия порождает отраженную волну того же типа. 
По этой причине смещения и скорости частиц, относящиеся к этим волнам, 
имеют противоположные направления, а знаки упругих сил, наоборот, сов-
падают. Соответственно, из-за суперпозиции этих волн система прекращает 
свое движение, но деформация при этом усиливается. Конечно, это же явле-
ние возникает, если падающей волной является волна растяжения. 

В общем случае, когда пружина состоит из двух однородных, но разли-
чающихся между собой частей, естественно ожидать возникновения также и 
проходящей волны. Эта волна, так же, как и отраженная, распространяется 
от границы раздела, но в противоположном направлении. 

ОТРАЖЕННЫЕ И ПРОХОДЯЩИЕ ВОЛНЫ 

Продемонстрируем теперь, что прямая волна, а также волны, возникаю-
щие на внутренней границе, могут удовлетворять граничным условиям. Пусть 
начало оси х совпадает с границей раздела X0 = 0 (рис. 3.9, я), а падающая 
волна 

Si(x,t)= s0f[a(t-x/cx)] (3.66) 

распространяется вдоль пружины и достигает этой границы. В соответствии с 
нашим предположением имеем 

^ , 0 = ^ / ^ , ( ' + * / ^ ) ] , 

и (3.67) 

S 2 (х , 0 = Bf2[a2(t-x/c2)\ х>0. 

Здесь 5 г И 5 2 - смещения отраженной и проходящей волны соответствен-
но. Коэффициенты А и В, так же, как и коэффициенты ах и аъ неизвест-
ны. Помимо этого, необходимо определить функции fx и / 2 . 

Таким образом, мы представили смещения частиц в обеих однородных 
частях системы как 

Sl(X^t) + * < ° 

и (3.68) 

s 2 ( x , f ) = £ / 2 [ a 2 ( f - x / c 2 ) ] , х>0. 

В соответствии с равенствами (3.57), (3.63), граничные условия запишем 
как 

J 1 , = и = * = 0. 
Эх Эх 
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Рис. 3.9. Неоднородная пружина (а); движение 
пружины (5); скорость центра пружины (в); 
смещение как функция времени (г); скорость 
центра пружины в отсутствие силы, т - Цс (д) 

Подстановка выражения (3.68) в первое из приведенных выше соотноше-
ний дает 

s0f(at) + A f l (axt) = Bf2 (a2t). (3.69) 

Равенство (3.69) справедливо для любого момента времени. Это означа-
ет, что все три функции, а также их аргументы равны между собой: 

/ i = /2 = / и Gx^a1 = а. 

Таким образом, вместо (3.68) получим 

(*, t) = j0/[a(r-хZcl)]+A f\a(t + х/C1)], л: < О 

и (3.70) 

S2(X^t)=Bf[a(t-x/c2)\ х>0. 

Это важный результат, поскольку он показывает, что отраженные и про-
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ходящие волны зависят от времени и расстояния так же, как и падающая 
волна. 

Далее, подставляя выражения (3.70) в граничные условия, получим сис-
тему уравнений относительно коэффициентов А и В: 

S0 +A = B, 

с, ^ С, 1 ~ ^2
 2' 

Ее решением являются 

E I г, E9 с, 
E1 C2 + E2 Cj 

д _ Ч с2 2 1 

д = V 
E1 с2 + E2

 ci 
! =

 2Eic:  
Е*( 

Поскольку 

= рс\ 

удобно представить эти коэффициенты в следующем виде: 

л = V ^ l 5 o и я = (3.72) 
Zj "Ь Z2 Z j "Ь Z2 

где 

Z = p c (3.73) 

является импедансом. 
Таким образом, мы показали, что для того, чтобы удовлетворить гра-

ничным условиям, необходимо ввести отраженные и проходящие волны. По 
существу, мы решили так называемую граничную задачу, т.е. математически 
доказали существование этих волн. Более того, соотношения (3.70) и (3.72) 
подтверждают наш качественный анализ волнового поведения. Действитель-
но, рассмотрим два предельных случая. 

Свободная граница 

Предположим, что рассматриваемая граница является свободной: Z2 = 0. 
Тогда выражения (3.72) дают 

Л = 50 (3.74) 
и 

Su (*, t) = S0 f[a(t - х / c1)]+ j0 f[a(t + х / c1)]. (3.75) 
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В частности, на свободной границе 

5 , , ( 0 . 0 = 2 ^ ( 0 . 0 . (3.76) 

где JIR (0, г) - смещение частицы, вызванное падающей волной. 
Таким образом, обе волны на границе вызывают одинаковые смещения, 

хотя они и распространяются в разные стороны. Очевидно также, что 

^ , ( 0 , 0 = 2 ^ , ( 0 , 0 . (3.77) 

Дифференцируя это соотношение по Xt находим следующее выражение 
для деформации ем: 

e , ^ ^ f \ a ( t - x l c ) Y 5 ^ f \ a ( t ^ x l c ) \ (3.18) 

и, следовательно, на границе выполняется условие 

= 0. (3.79) 
Это означает, что падающая и отраженная волны приводят к разному типу 
деформации. Например, падающая волна сжатия вызывает волну растяжения. 
Ранее мы пришли к такому же заключению, основываясь на физических 
соображениях. 

Жесткая граница 

Предполагая, что конец пружины является идеально жестким: Z 2 = <*>, име-
ем 

A = -S0, (3.80) 
и соответственно 

Six=S0 f[a(t - * / с , ) ] - J0 f[a(t + х/C1)]. (3.81) 

Например, на границе выполняются следующие условия: 
S l j r = 0 и O l j r = Of ( 3 .82 ) 

а деформация равняется 

e„(0,t) = ^ Г (at) 
ci 

или 

^ ( 0 , 0 = 2 ^ ( 0 , 0 , (3.83) 

где ^xx - деформация, вызванная падающей волной. 
Таким образом, в отличие от предыдущего случая, отраженная волна, 

возникающая на границе, приводит к такой же деформации, что и падающая 
волна. В частности, падающая волна растяжения приводит к появлению от-
раженной волны растяжения. Мы снова видим, что наш качественный ана-
лиз подтверждается. 
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Общий случай 

Как следует из выражений (3.70) и (3.72), деформация в окрестности 
границы (х < 0) определяется выражением 

/ 

е = — 
Ct 

-^T1T-IЛа/) 

ИЛИ 

= (3.84) 
Z1 + Z2 C1 Z1 + Z2 

Например, если Z2 < Z1, то 
е с л и * = 0, 

т.е. результирующая волна приводит к уменьшению деформации. Другими 
словами, падающая и отраженная волны принадлежат к разным типам волн. 
В противоположном случае, когда Z2 > Z1, деформации увеличиваются 
(ехх > ехх)> и э т о указывает на то, что обе волны приводят к одинаковому 
типу деформации (либо к сжатию, либо к растяжению). 

Полезно заметить, что, несмотря на простоту рассматриваемой модели, 
выражения (3.72), описывающие отраженные и проходящие волны, играют 
важную роль в разведывательной сейсмологии. 

Сделаем в связи с этим три замечания: 
а) коэффициент отражения не превосходит единицу и меняется в преде-

лах 

-1 < А < 1; 

б) коэффициент прохождения может изменяться в следующих пределах: 

0 < В < 2; 

в) как следует из выражений (3.72), проходящая волна всегда приводит к 
деформациям того же типа, что и падающая волна. 

Используя полученные результаты, рассмотрим два примера, иллюстри-
рующие некоторые важные свойства второго закона Ньютона и закона Гука. 

Закон Ньютона и распространение волн 

Предположим, что в момент времени г = 0 на левый конец пружины 
длины / начинает действовать постоянная сила (рис. 3.9, б) 

(3.85) 

* К . ' £ 0 . 

Наша цель - изучить движение пружины. 
Ol 



Очевидно, что указанная сила порождает волну сжатия, которая распро-
страняется вдоль пружины со скоростью с. Этот процесс сопровождается 
движением частиц, которое происходит с некоторой скоростью V09 и 
обычно 

В момент времени t = Uc вся пружина оказывается сжатой, и все ее частицы 
движутся с одинаковой скоростью V0. Существенно, что в этот момент на 
противоположном конце х = / возникает волна растяжения, которая начина-
ет распространяться к левому концу пружины. Эта волна приводит к расши-
рению элементарного объема и к его движению со скоростью V0. Следова-
тельно, позади ее волнового фронта частицы начинают двигаться со скоро-
стью V = Iv0, но деформация исчезает. Например, в момент t = 21/с 
вся пружина не деформирована и движется со скоростью Iv0. Кроме того, в 
этот момент возникает и начинает распространяться вдоль пружины отра-
женная волна сжатия. Это происходит из-за того, что оба конца пружины 
являются свободными и, как мы уже знаем, падающая и отраженная волны 
всегда имеют различный тип. Соответственно, в момент времени t = 3//с 
волна сжатия снова приводит к появлению новой волны растяжения на пра-
вом конце пружины. Очевидно, что данный процесс генерации отраженных 
волн непрерывно повторяется, поскольку мы пренебрегли затуханием в пру-
жине. 

Чтобы проиллюстрировать влияние распространения волн на движение 
пружины, рассмотрим ее средние точки. Хотя постоянная сила F0x начинает 
действовать в момент времени t = О, частицы в центре масс остаются в по-
кое до момента времени t = 21/с. В этот момент сюда приходит волна сжа-
тия, и частицы начинают двигаться со скоростью V0. Такое поведение сохра-
няется в течение интервала времени 

поскольку волна растяжения, возникшая на правом конце пружины, прихо-
дит в центр масс только в момент времени t = 3//2с. Затем эти частицы 
начинают двигаться со скоростью v = Iv0. 

Следующее увеличение скорости происходит, когда волна сжатия прихо-
дит от левого конца пружины в момент времени t = 5//2с. Скорость при 
этом становится равной 3v0. 

Обобщая этот результат, мы видим, что в момент времени 

V0 « с. 

У 
2 с 

tn
 = (2л - 1) —, п>\ 2 с 

скорость центра масс равняется 

(3.86) 

vn = nv0. 

Таким образом, в течение каждого интервала времени 
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T = IIc (3.88) 

скорость остается постоянной, однако в моменты времени tn она скачкооб-
разно увеличивается на одну и ту же величину, равную V0. 

Поведение скорости в средней точке пружины как функции времени по-
казано на рис. 3.9, в. Из этого рисунка ясно видно, что распространение 
волн между концами пружины приводит к тому, что скорость со временем 
увеличивается. 

Поскольку скорость распространения относительно высока, интервал 
времени T9 в течение которого волна проходит от одного конца пружины к 
другому, достаточно мал. Так, например, если с = 5 х IO3 м/с и / = 1 м, то 

T = 2 х IO"4 с = 0,2 мс. 

Легко увидеть, что скорости частиц в различных частях пружины ведут 
себя схожим образом. Исключение составляют только времена когда из-
менение скорости зависит от того, в каком месте оно происходит. 

Как следует из второго закона Ньютона, скорость центра масс ведет себя 
во времени совершенно по-другому. Действительно, поскольку постоянная 
сила приводит к постоянному ускорению 

а = Flm, 

скорость частиц должна линейно возрастать со временем: 

Более того, все частицы пружины должны двигаться с одной и той же ско-
ростью. 

Безусловно, движение реальной пружины и, в частности, ее центра масс 
отличается от рассмотренной модели. Это хорошо заметно в начале движе-
ния, когда время наблюдения сравнимо с T (формула 3.88). Тем не менее, с 
увеличением времени, реальное движение частиц асимптотически стремится 
к тому, которое описывается вторым законом Ньютона. Действительно, при 
t » T увеличение скорости на величину V0 в момент времени tn становится 
мало по сравнению со скоростью v (tn). Соответственно, разрывную функ-
цию V (t) можно приближенно заменить линейной функцией (3.89). 

Наклон прямой v = at равняется 

Покажем теперь, что параметр а является ускорением, входящим во вто-
рой закон Ньютона. 

Как следует из (3.42), для каждой волны выполняются равенства 

v0/c = FxIE* или V0Ie= FvIe2 р0, 

V = at = — t. (3.89) 
т 

а = V0IT = V0Cll. (3.90) 

так как 

= C2P0. 
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Таким образом, 

V0 = FxIcp0 = FJZ. 

Подстановка этого выражения в формулу (3.90) дает 

а = FJm9 (3.91) 

и мы снова приходим ко второму закону Ньютона. Здесь т = Q0I является 
массой пружины. 

Таким образом, у нас есть три выражения для ускорения: 

а = = £ о = £о£ a==dv и a=F ( 3 9 2 ) 
T T I Bt т 

Последние два выражения характеризуют величину изменения скорости, 
как если бы она была непрерывной функцией времени. В действительности, 
это изменение происходит довольно резко, и первое из соотношений (3.92) 
может служить мерой такого изменения. 

Как уже отмечалось, второй закон Ньютона можно применять к пружине 
или к любому другому телу при условии, что время наблюдения значительно 
превышает Т: 

t»T. (3.93) 

В этом случае скорости всех частиц тела практически одинаковы, и с 
увеличением времени резкое изменение скорости становится менее замет-
ным. Таким образом, можно сказать, что закон Ньютона справедлив, если 
тело является бесконечно малым (/-»«>) и жестким (с —> <»). В обоих слу-
чаях время Г стремится к нулю. 

Рассмотрим также поведение смещения Sx средней точки пружины на 
рис. 3.9, г. Поскольку на интервале 

tn< t < tn+l 

скорость частиц постоянная, sx(t) является линейной функцией. На каждом 
последовательном интервале времени увеличение наклона прямой, описыва-
ющей смещение, одинаковое. В пределе, при г —» °о, эта система прямых 
образует параболу 

sx(t) = рг2. 

Таким образом, ускорение 

а = ^ = 2В. (3.94) 
Bt2 

Наконец, мы получаем известное выражение для линейного движения с по-
стоянным ускорением: 

sx(t) = at2PL, если / » Т. 

Рассмотрим далее зависимость от времени деформации ехх в окрестности 
центра масс. 
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На интервале времени 

О < / < //2с 

деформация равна нулю. Затем е „ становится отрицательной, поскольку в 
рассматриваемую точку приходит волна сжатия, и затем остается постоянной 
до момента времени t = 3//2с, когда в центр масс приходит отраженная вол-
на растяжения. В этот момент деформация снова исчезает. В результате воз-
действия отраженных волн деформация периодически изменяется. В течение 
первой половины периода T деформации отсутствуют, а во второй - прояв-
ляется сжатие, и такое поведение наблюдается на всех временах. Ранее мы 
обсуждали поведение пружины для случая, когда внешняя сила Fx приводила 
к ее сжатию. Очевидно, что похожий результат получится, если сила Fx  
будет иметь противоположное направление и порождать в пружине волну 
растяжения. 

Как мы уже знаем (см. главу 1), масса тела и, в частности, пружины, яв-
ляется мерой его инерции. Она характеризует интервал времени, требующий-
ся для того, чтобы тело могло достичь определенной скорости. Так, напри-
мер, с увеличением массы ускорение тела становится меньше и, соответст-
венно, это время увеличивается. Это может произойти из-за увеличения 
плотности пружины и ее длины. Ранее мы показали, что оба эти фактора 
приводят к увеличению времени распространения отраженных волн между 
концами пружины. Это означает, что интервал времени, в течение которого 
скорость остается постоянной, также увеличивается. Таким образом, можно 
сказать, что инерция в качестве свойства, присущего телу, связана со време-
нем распространения волн между его краями. Такая же тенденция наблюда-
ется, когда мы увеличиваем поперечное сечение тела, поскольку в этом слу-
чае скорость частиц становится меньше. 

Рассмотрим еще раз переход от реальной к идеально жесткой пружине. 
С увеличением жесткости скорость распространения с увеличивается, по-
скольку 

В то же время скорость частицы, связанная с волной, становится меньше. 
Действительно, из (3.42) имеем 

Таким образом, мы видим, что увеличение Е* ведет к уменьшению ско-
рости V09 а также интервала времени t = Hc9 в течение которого скорость 
vn(t) остается постоянной. В предельном случае идеально жесткой пружины 

с —> °о, £>0 —» О 

скорость vn(t) становится непрерывной функцией и описывает движение 
всех частиц пружины. 
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Данное рассуждение подтверждает также тот факт, что жесткость Е* не 
влияет на инерцию. Согласно (3.86) и (3.87) имеем 

/ Ivn —л = ——, если и » 1 . 
С CV0 

Здесь tn - момент времени, в который скорость центра пружины равня-
ется vn. Из выражения (3.42) следует, что 

cv о = FJpy 

следовательно, произведение скорости волны и скорости частицы не зави-
сит от E \ Поэтому 

Iv P V 
Г, = = — т. 

F F 1X tX 

Последнее выражение ясно показывает, что только масса является мерой 
инерции. 

Предположим, что на тело действует импульсная сила, которую можно 
рассматривать как сумму двух ступенчатых функций противоположного зна-
ка. Тогда легко получить суперпозицию отраженных волн, вызванных каж-
дой из этих функций. Полагая, что ширина х импульса достаточно велика, 
мы видим (рис. 3.9, д), что тело начинает двигаться с постоянной скоростью 
(первый закон Ньютона). 

ЗАКОН ГУКА И РАСПРОСТРАНЕНИЕ ВОЛН 

В главе 2 мы обсуждали закон Гука для пружин и уделили особое внима-
ние его основному свойству, а именно тому, что смещение нижнего конца 
пружины, Sx = А/ (рис. 3.10, а)у прямо пропорционально ее первоначальной 
длине /: 

Такое поведение Sx заставило нас задаться следующим вопросом. Откуда 
нижний конец пружины (точка р на рис. 3.10, а) "знает", где находится ее 
противоположный конец? Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим дви-
жение нижнего конца пружины под действием постоянной силы Fx: 

при условии, что верхний конец прикреплен к абсолютно жесткой среде 
(рнс. 3.10, а). 

Поскольку сила направлена вниз, в первый момент времени возникает 
волна растяжения, которая распространяется к верхнему концу. В то же вре-
мя точка р движется с постоянной скоростью вдоль оси х. В результате от-
ражения исходной волны в момент времени t = Hc возникает волна растяже-

Д / ~ / . 
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Рис. 3.10. Сила, приложенная 
к пружине (а); зависимость 
скорости нижнего конца пру-
жины от времени (б); зависи-
мость смещения нижнего 
конца пружины от времени (в) 

V 

Щ 1 I • I 
I I 

21 I 41 I 61 I t 
С J с I с I 
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ния, распространяющаяся вниз, хотя сами частицы при этом двигаются в 
противоположном направлении. Поэтому движение пружины позади волно-
вого фронта прекращается. В момент времени t = 2Не указанная волна до-
стигает нижнего конца, и вся пружина прекращает свое движение. Однако в 
этот момент возникает отраженная волна сжатия, которая распространяется 
вверх. В соответствии с этим изменяется и направление движения частиц. 
Таким образом, скорость нижнего конца пружины остается постоянной 
только на интервале времени 

0 < t < 2Не. 

Как только волна сжатия достигает верхнего конца в момент времени t = 
= 31/с, появляется новая волна сжатия. Эта волна распространяется вниз, а 
скорость частиц направлена по направлению оси х. Соответственно, части 
пружины, находящиеся позади волнового фронта, не движутся. В частности, 
в момент времени t = 4Uc все точки пружины находятся в состоянии покоя. 
Однако в этот момент снова появляется волна растяжения, которая распрост-
раняется вверх. Таким образом, мы начинаем наблюдать такое же поведение 
скорости. Очевиден периодический характер этого поведения во времени 
(рис. 3.10, б). Период 

T = 41/с, (3.95) 

а в пределах периода 

к , - 7 7 2 < г < 0 , 

[-V0y 0 < г < 7 7 2 . 

Последнее выражение показывает, что в течение первого полупериода 

7 — 1673 97 



смещение sx нижнего конца пружины линейно растет со временем и дости-
гает своего максимального значения 

Jx = " ¾ (3.97) с 

в момент времени t = 2Не. Затем, во втором полупериоде, смещение линей-
но уменьшается, и нижний конец возвращается в свое исходное положение в 
момент времени t = 4Hc (рис. 3.10, в). 

Периодическую функцию Sx удобно представить в виде суперпозиции раз-
личных синусоидальных гармоник. Поскольку Sjr(J) является четной функци-
ей, ее ряд Фурье имеет следующий вид (см. приложение 6): 

Sjr (0 = — + E К cos 2ял - , (3.98) 
2 п=\ T 

ще 
А 7/2 / 

^ = - Kwcos 2тсп dt. (3.99) 
т о т 

В частности, коэффициент Ь0 равняется 

^ 2//с г, / 

' о с 
Отсюда 

b j 2 = »о//с. (3.100) 

Таким образом, полное смещение нижнего конца пружины представляет 
собой сумму постоянного смещения Al и набора гармоник с различными 
частотами. 

Примечательно, что постоянная составляющая смещения 

Al = bjl = V0Ife (3.101) 

прямо пропорциональна исходной длине пружины /. Другими словами, Al 
пропорционально времени, в течение которого волна распространяется от 
нижнего к верхнему концу пружины. 

Как следует из выражения (3.101), 

Alfl = V0Ze. (3.102) 

Этот результат не удивителен, поскольку правая и левая части этого ра-
венства характеризуют деформацию. 

Согласно (3.42), 

Vofe = F0JE\ 

и, соответственно, (3.102) переписывается в виде 

AHl = F0JE' 
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или 

F0x = к А/, (3.103) 

А/ = V0Ifc и к = £ 7 / . 

Конечно, соотношение (3.103) описывает закон Гука при условии, что 
А/ равняется половине максимального смещения нижнего конца пружины. 

В связи с этим следует заметить следующее. Закон Гука основывается на 
экспериментальных данных. Он означает, что смещение конца пружины под 
действием постоянной силы достигает некоторого значения и далее остается 
постоянным. Такое поведение противоречит функции $,(г), показанной на 
рис. 3.10, е. Это несоответствие можно объяснить, если учесть влияние зату-
хания. В реальной ситуации колебания, описываемые гармониками ряда Фу-
рье при п > 1, затухают со временем относительно быстро, поскольку пери-
од T обычно мал. Наблюдения, выполненные за период времени, существен-
но превосходящий Ty позволяют нам определить А/. 

3 3 . ПОПЕРЕЧНЫЕ ВОЛНЫ В СТРУНЕ 

До сих пор мы изучали распространение продольных волн в пружине, 
когда скорости частиц и волны имели либо совпадающие, либо противопо-
ложные направления. Теперь мы рассмотрим поведение поперечных 
(сдвиговых) волн, распространяющихся вдоль струны. 

РАСТЯЖЕНИЕ И СМЕЩЕНИЕ СТРУНЫ 

Предположим, что в начальный момент времени прямая струна подверга-
ется некоторому растяжению (рис. 3.11, а). Из-за деформации возникают 
внутренние силы растяжения, приложенные к каждому элементу струны 
(рис. 3 .11,6) . 

Согласно закону Гука имеем 

ще T0 обозначает величину внутренней силы, к - жесткость струны, а А Г -
удлинение элемента А/ (АГ « А/). 

Поскольку струна однородная, растяжение T0 - постоянно: 

Пусть в некоторый момент времени t происходит небольшое смещение 
элемента струны в вертикальном направлении. Благодаря действующим внут-
ренним силам, в струне возникнет движение, и наша задача состоит в том, 
чтобы изучить это явление. 

В дальнейшем мы будем предполагать, что наклон каждого элемента от-
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Рис. 3.11. Струна в состоянии растяжения 
(д); деформация элемента струны (б)\ изгиб 
элемента струны (в); прямолинейный эле-
мент струны (г); криволинейный элемент 

X2 х струны (д) 

носительно его первоначального положения очень мал. Из рис. 3.11, в вид-
но, что наклон элемента струны равняется 

Эх 
(3.106) 

Здесь s(xy t) - вертикальное смещение струны в каждый момент времени, 
a - угол между элементом dl и осью х. По определению, производная s' (jc, 
г) смещения по координате jc определяет наклон в каждой точке струны и, в 
общем случае, зависит от времени. 

Предположение о том, что наклоны в струне очень малы, означает, что 
производная s ' ( j c , t) м н о г о меньше единицы и, соответственно, мы можем 
пренебречь квадратом этой величины, т.е. 

(3.107) [*;<*, о]2= о. 

Данное условие значительно упрощает анализ движения. 
Рассмотрим сначала бесконечно малый элемент dl, который можно 

трактовать как прямолинейный отрезок (рис. 3.11, в). Его длина dl опреде-
ляется как 

dl = ^ldx2 +ds2 

или 

di- ll+ 
' л V ds dx = •+ ( ^ ( j c , t))2dx. 

С учетом (3.107) получим 
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dl = dx. (3.108) 

Это очень важный результат, поскольку он показывает, что в нашем 
приближении малые смещения струны не приводят к изменению длины ее 
элементов. Как следует из закона Гука, величина растяжения остается такой 
же, как и в состоянии равновесия, т.е. 

T = T0. (3.109) 

Иными словами, в каждый момент времени величина растяжения равня-
ется T0y независимо от формы струны. Поэтому величину T0 можно рассма-
тривать в качестве параметра струны, который определяется ее растяжением 
в начальном положении, когда (х, г) = 0. Соответственно, мы будем харак-
теризовать струну двумя параметрами, а именно линейной плотностью р и 
величиной растяжения T0. 

ВЫВОД УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 

Рассмотрим силы, действующие на оба конца элемента dl. Мы предпола-
гаем, что струна является идеально гибкой и, следовательно, сила T 0 направ-
лена по касательной в каждой точке струны. Предположим сначала, что 
элемент dl прямолинеен и, следовательно, силы T 0 и -T 0 направлены вдоль 
одной прямой (рис. 3.11, г). 

Поскольку силы, приложенные к концам элемента, имеют одинаковую 
величину и противоположные направления, результирующая сила равняется 
нулю: 

F = T 0 - T 0 = O , 

и элемент находится в состоянии равновесия. Это означает, что он либо по-
коится, либо движется с некоторой постоянной скоростью. Такой же ре-
зультат следует из рассмотрения компонент силы. Действительно, 

Fx(x2y О = F0Cos F r U l , г) = -T0cos а , 

Fs (*2> О = T0 sin а , Fs (X1, г) = -T0 sin а . 

Таким образом, 

Fx = FA*2, 0+ FjXX19 0 = 0 
и 

Ft = FAx29 0 + Fsixi9 0 = 0. 

Предположим далее, что малый элемент dl слегка изогнут, но его длина по-
прежнему равняется dx (рис. 3.11, d). В этом случае наклон растягивающей 
силы на разных концах элемента не одинаков, и 

FAxl9 0 = -T0 cos Ot1, Fx(x2y 0 = T0 cos а2, 
и - (3.110) 

Fs(xly 0 = -T0 sin а, , Fs(х29 0 = T0 sin а2 . 
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Для того чтобы вывести уравнение движения элемента dl, необходимо 
выразить тригонометрические функции через производные смещения s(ху г). 
Как видно из рис. 3.11, в, 

s ina = — = * * 
dl Jdx2 + ds2 <lxj}+(s])2  

ИЛИ 

s i n a = . Лу (3.111) 
V1 + ^ 2 

cosa = — d x = 1 (3.112) 
d 4 d x 2 + d s 2 +(Sf

x)2 

Пренебрегая членом (s'x)2, получим 

ds 
s ina = —± = s'x(xy t) и c o s a = l . (3.113) 

dx 

Принимая во внимание первую пару соотношений (3.110), получим, что 
результирующая компонента силы, приложенной к элементу dl, направлен-
ная вдоль оси ху равняется нулю: 

Fx(Xut) =Fx(x2yt) -Fx(xlyt) = 0. (3.114) 
Поскольку в начальном положении струна находилась в состоянии покоя, 

выражение (3.114) показывает, что движение элемента в горизонтальном 
направлении отсутствует. В то же время результирующая компонента силы 
вдоль оси s равняется 

F5 (Jc1, г) = T0 sin a 2 - Г0 sin a , 

или 

FjOc1, t) = T0[s'x(x2y O - ^ x 1 , t)\ (3.115) 

Хотя элемент dl искривлен, он по-прежнему настолько мал, что наклон 
sx(ху t) меняется линейно между его границами. Поэтому выражение 
(3.115) можно переписать как 

F,{x,t) =T0^dx, (3.116) 
Bx 

поскольку dl = dx (формула 3.108) и 

d2s 
s'x(x2y t)-s'x(xly t) = —jdx. 

Bx 
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Второе уравнение, связывающее смещение струны и результирующую силу 
Fxy является вторым законом Ньютона: 

л2 a s г. д2 
или pdx^Y = Fs(х, t). 

Bt 

Подстановка (3.116) в (3.117) дает 
-ч2 ->2 
B s гг В S 

p " r < v 
или 

д/2 

1 B2S 

сг Bt 
(3.118) 

где 

^ = W P -

Таким образом, как и в случае продольных волн, мы пришли к волно-
вому уравнению, которое описывает распространение волн вдоль струны. 
Однако в данном случае частицы движутся в направлении, перпендикулярном 
направлению распространения. Обозначая скорость элемента v, а скорость 
волны с, получим 

V с, = 0. (3.120) 

В дальнейшем мы будем обсуждать поведение сдвиговых волн в упругой сре-
де. Простейшим примером таких волн являются поперечные волны в струне. 

Интересно заметить, что скорости продольных и поперечных волн в 
пружине и струне 

C1=^E*/р и Cj=VVP (3.121) 

одинаково зависят от плотности р, а растяжение T0 играет ту же роль, что и 
упругий параметр пружины Е \ В частности, когда растяжение струны стано-
вится более сильным, скорость поперечных волн увеличивается. 

В предыдущем разделе мы показали, что решение волнового уравнения 
имеет вид 

/ N 
s(x, 0 = Af а 

I c J 
+ Bg [ft! 

и описывает волны, распространяющиеся в противоположных направлениях. 
Как уже отмечалось ранее, механизм генерации волн очень прост. Если не-
который элемент струны движется вверх или вниз вдоль оси Sf в двух приле-
гающих элементах возникает результирующая сила Fs. В силу инерции эти 
элементы начинают двигаться с некоторой задержкой по времени. Их движе-
ние вызывает, в свою очередь, смещение более далеких элементов. Соответ-
ственно, мы наблюдаем распространение волн от первоначального элемента 
в противоположных направлениях. 

Здесь следует сделать одно замечание. Как и в случае продольных волн, 
мы рассматривали два малых элемента струны с различными длинами. Изо-
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гнутый элемент имел большую длину, и мы использовали его для вывода 
волнового уравнения. В то же время более короткий элемент является пря-
мым, и в его пределах скалярная компонента силы FS и его наклон связаны 
как 

F5= T 0 ^ A (3.122) 
Эх 

Это соотношение можно трактовать как простейшую форму закона Гука для 
сдвиговых волн. 

СИНУСОИДАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ 

Среди решений волнового уравнения имеется одна группа функций, кото-
рая играет очень важную роль. Речь идет о функциях, синусоидальных по 
времени и расстоянию. Опишем кратко их основные свойства. 

Очевидно, что функция 

j (jc, O = A s i п с о ( / - j c / с 5 ) (3 .123) 

удовлетворяет волновому уравнению и описывает синусоидальную волну. 
Здесь 

с O = I n f = 2 п/Т (3.124) 

является круговой частотой, a T - периодом колебаний. Каждый из этих 
параметров характеризует в произвольной точке поведение волны как функ-
ции времени. Коэффициент А обозначает амплитуду, a cs - скорость волны. 

По определению, фаза волны задается как 

Ф = c o r - ~ j c , (3.125) 

и ее можно переписать в виде 

Ф = с о г - Ь , (3.126) 

ще 

к = (х)/с5 (3.127) 

является волновым числом. Волновое число пропорционально частоте и 
уменьшается при увеличении скорости су В частности, когда скорость волны 
стремится к бесконечности, параметр к стремится к нулю, и вместо волново-
го поведения наблюдаются вибрации. Действительно, в этом случае выраже-
ние (3.123) переходит в 

S (X^) = A s inwt (3.128) 

и в любой момент времени t одно и то же смещение наблюдается одновре-
менно во всех точках струны. 
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Как следует из выражения (3.126), волновое число к описывает скорость 
изменения фазы и, следовательно, формы волны с расстоянием х. 

Как мы знаем, период T - это интервал времени 

Г = Г 2 - Г , , 

в течение которого фаза изменяется на 2ку а волновое поле s (х, г) остается 
прежним, т.е. 

A sin ((Of1 - kx) = A sin (озг2 - kx) = 

= A sin Ccor1 + соГ - kx) = A sin (or, - kx)y  

так как 

о = 2я. 

Таким же образом длина волны Я вводится как интервал Аде: 

X = Ajc = X2 - j c 1 , 

на котором фаза также изменяется на 2тс, а смещения в точках Jc1 и х2 равны 
друг другу: 

A sin (cor - kxx) = A sin (cor - kx2) = 
= A sin (cor -kx{- ^A), 

поскольку 

kk = 2 тс или Я = 2л/*. (3.129) 

Сравнение выражений (3.124) и (3.129) показывает, что длина волны Я и 
волновое число к играют роль, соответственно, пространственного периода и 
пространственной частоты. 

Очевидно, что две пары параметров со, Г и Я Д связаны между собой. 
Так, например, 

,4 2л 2л 
X = — = — cs  к со 

или 

Я = с5Г, (3.130) 

т.е. длина волны - это расстояние, которое проходит данная фаза за интер-
вал времени, равный периоду. 

Поведение синусоидальной волны как функции времени и расстояния по-
казано на рис. 3.12, а, б. 

НОРМАЛЬНЫЕ МОДЫ 

До сих пор мы предполагали, что волна распространяется вдоль беско-
нечной струны. Предположим теперь, что струна не бесконечна и ее правый 
конец жестко закреплен в точке jc = / (рис. 3.12, в): 
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Рис. 3.12. Синусоидальные волны как функции времени (а) и расстояния (б); полубеско-
нечная струна с закрепленным концом (в); струна конечной длины с закрепленными 
концами (г) 

S(^t) = O. (3.131) 

Последнее соотношение является граничным условием. 
По аналогии со случаем продольных волн, распространяющихся вдоль 

пружины, мы можем ожидать, что в точке Jt = / падающая волна приводит к 
появлению отраженной волны, которая также является синусоидальной и 
имеет ту же частоту: 

Sr (л:, t) = B sin (ш + кх + ф0) , (3 .132) 

где ф0 - некоторая постоянная величина, называемая обычно начальной фа-
зой, и коэффициент В также является неизвестным. 

Знак плюс перед кх указывает на то, что отраженная волна движется в 
сторону начала координат х = 0. Таким образом, полностью волну можно 
представить как 

s (jc, t) =A sin (Ш -кх) + В sin (ш + кх +<р0). (3.133) 

На правом конце, х = /, мы должны иметь 

A sin (ш -kl) +В sin (сot + kl + ф0). (3 .134) 

Поскольку данное равенство выполняется независимо от момента времени, 
мы должны заключить, что фазы обеих волн в этой точке равны друг другу: 
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Ш-к1 = Ш + kl + ф0 

или 

ф0 = -IkL 

Соответственно, из (3.134) получим 

(3.135) 

B = -A. (3.136) 

Таким образом, мы нашли такие значения начальной фазы и амплитуды 
отраженной волны, которые удовлетворяют начальным условиям (3.131) и 
волновому уравнению. 

Здесь следует сделать два замечания: 
а) определение неизвестных величин ф0 и В основывалось на том обстоя-

тельстве, что фазы падающей и отраженной волн должны быть равны на 
границе х = I. Как было показано ранее, это замечательное свойство фазы 
наблюдается также в гораздо более сложных случаях; 

б) отраженная волна существует на всех частотах, причем существуют од-
новременно две синусоидальные волны, распространяющиеся в противопо-
ложных направлениях: 

J (jc, Г) = A [sin (ш - kx) - sin (Ш + kx- Ikl)]. (3.137) 

Эти волны имеют одну и ту же частоту и амплитуду, но разные фазы. 
Используя известное тригонометрическое равенство, получим 

т.е. функцию, которая отличается от синусоидальной. 
Это первый пример суперпозиции синусоидальных волн, и, как видно из 

выражения (3.138), функция s (х, t) не описывает волну, распространяющу-
юся вдоль струны. 

Рассмотрим теперь струну конечной длины / и предположим, что оба ее 
конца неподвижны (рис. 3.12, г). В этом случае граничные условия записы-
ваются как 

Волновую картину можно описать следующим образом. Предположим, 
что волна произвольной формы достигла правого конца струны. Это приво-
дит к появлению отраженной волны, распространяющейся к левому краю 
струны. В этой точке возникает новая отраженная волна, которая распрост-
раняется в направлении оси х. Когда она достигает правого края, снова на-
блюдается отражение. 

Таким образом, существует две группы волн, распространяющихся в про-
тивоположных направлениях. 

Представим теперь, что каждая из этих групп состоит из бесконечного 
числа синусоидальных волн с различными частотами. Тогда смещение в вол-
не имеет вид 

s (jc, Г) = 2A sin k(l - jc) cos(Ш - kl), (3.138) 

5 (О, Г) = 0 и 5 (/, 0 = 0. (3.139) 
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5 (X, t) = t) 
/»=0 

или 

S (*, O = Z Aw sin(oV - knx - ф | я ) + £ sin(o)„r + + ф 2 я ) . (3.140) 
/F=O /P=O 

Для того чтобы удовлетворить граничному условию на левом конце стру-
ны (х = 0), потребуем, чтобы выполнялось равенство 

An s in(oy - 9 , , ) + ¾ s i n ( a + <р2п) = 0. 

Отсюда 

Bn cos ф2я + An cos ф1я = О 
и 

Bn sin ф2/| -An sin ф|л = 0. 

Последние равенства дают 

ф| я + ф2„ = ъ т 
и (3.141) 

5 . = ( - 1 ) - 1 A10 

где т - произвольное целое число. 
Таким образом, каждый из членов (3.140) можно представить как 

sn(xt t) = AJsin(O),,/ - кпх - ф1я) - sin(co„/ + к„х- Ф1л)] 

или (3.142) 

Snix9 0 = - IAn sin кпх cos (оV - фц,). 

Необходимо еще удовлетворить условию на правом конце струны. В соответ-
ствии с (3.142) это приводит к следующему равенству: 

- 2An sin knl cos (о \ t - c p j = О 

или 
sin к J = 0. (3.143) 

Последнее условие эквивалентно следующему: 
к J= пп, (3.144) 

где п - целое число, п= 1,2, 3,... Следовательно, выражение для любого Sn  

переходит в 

(xt г) = - 2Ah s i n ^ j c j c o s ( o y - ф1я) (3.145) 

и описывает стоячую волну. Здесь 

о>„ = k„cs = ^cs. (3.146) 
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Самая низкая частота называется обычно фундаментальной и равняется 

CO1 = КСJL 

Принимая во внимание (3.130), последнее равенство можно записать в 
виде 

Я, = 2/, 

т.е. максимальная длина волны равняется удвоенной длине струны. 
Соответственно, для произвольного п 

сол = ^co1 и XN = Я JRT. 

Как следует из (3.145), множитель IAn sin у - в любой момент времени име-

ет одну и ту же форму. 
В частности, в точках, называемых узлами, смещение отсутствует, а по-

ложение этих точек определяется из условия 
пл _ 

— j c = т п . 
I 

Здесь т - также целое число: 

т = 0, 1, 2,... 

В то же время существуют точки (пучности), в которых смещение имеет 
максимальную амплитуду. Они определяются соотношением 

Tin tc < ч 
— j c = — ( 2 m - 1 ) . 
/ 2 

Заметим, что суперпозиция волн в полубесконечной струне также приво-
дит к появлению стоячей волны (3.138). 

В соответствии с (3.142), каждая стоячая волна является суперпозицией 
двух синусоидальных функций. Эти волны по-разному называются в литера-
туре: гармоники, нормальные моды, свободные колебания, собственные 
функции струны. Частоты стоячих волн называются собственными частота-
ми струны. Волна с наиболее низкой частотой часто называется фундамен-
тальной модой, а остальные волны - обертонами. 

Таким образом, мы показали, что волну, распространяющуюся вдоль 
струны конечной длины /, можно представить в виде бесконечной суммы 
стоячих волн, частоты которых подчиняются равенству (3.14,6). 

В заключение следует заметить следующее: 
а) синусоидальная волна, вызванная гармонической силой, частота кото-

рой совпадает с частотой одной из нормальных мод, не может существовать в 
струне конечной длины. В противном случае, из-за резонанса и отсутствия 
затухания, амплитуда смещения была бы бесконечной; 

б) тот факт, что поведение волны описывается нормальными модами с 
определенным набором частот можно объяснить, используя понятия конст-
руктивной и деструктивной интерференции. 
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Глава 4. ОСНОВНЫЕ УПРАВНЕНИЯ 
РАСПРОСТРАНЕНИЯ ВОЛН ДИЛАТАЦИИ 

В предыдущих главах мы рассмотрели распространение волн в пружинах 
и струнах. Этот подход позволил нам дать простое описание волнового про-
цесса и таких важных явлений, как прохождение и отражение волн, а также 
формирование собственных колебаний. 

Конечно, нашей основной целью является изучение волновых процессов в 
упругих средах, где, в общем случае, существует три типа волн. Первый тип -
это волны дилатации, распространение которых связано с изменениями объ-
ема среды, при этом его форма может изменяться только определенным 
образом. Второй тип волн (волны сдвига) сопровождается поворотом произ-
вольного объема среды и изменением его формы. Наконец, третий тип волн 
характеризуется всеми тремя эффектами сразу. Классическим примером по-
следнего служат поверхностные волны, например волны Рэлея и волны 
Стоили. Все три типа волн играют важную роль в прикладной и глобальной 
сейсмологии. Важно также заметить, что в неоднородной среде волны раз-
личных типов взаимосвязаны. Так, в результате отражения волны дилатации 
могут образоваться волны дилатации и сдвига. 

Подобное взаимодействие определенным образом затрудняет изучение 
полного волнового поля. Поэтому естественно вначале рассмотреть различ-
ные типы волн отдельно друг от друга. Мы начнем с изучения волн дилата-
ции, которые называются также продольными волнами или Р-волнами. 

В этой и последующих главах вместо упругой среды мы будем рассматри-
вать газ или жидкость. В этом случае нет никаких других волн, кроме волн 
дилатации, и анализ волнового поля сильно упрощается. Это дает нам воз-
можность рассмотреть основные характеристики этих волн, проявляющиеся 
также и в упругих средах. Обычно, волны в газах и жидкостях называются 
звуковыми или акустическими волнами. Они мало чем отличаются от волн 
дилатации в упругих средах. 

В этой главе мы опишем физические законы, которые управляют пове-
дением волн дилатации. В отличие от колебаний пружины, мы будем рас-
сматривать здесь трехмерную среду. Основываясь на этих законах, мы полу-
чим систему уравнений, описывающую смещения и скорости частиц, а также 
давление в среде. Мы сформулируем также задачу с граничными и началь-
ными условиями и, кроме того, обсудим такие вопросы, как плотность и 
поток энергии, вектор Пойнтинга, и дадим объяснение теореме единствен-
ности. 



4.1. ВОЛНОВЫЕ ЯВЛЕНИЯ В ГАЗЕ И ЖИДКОСТИ 

Как известно, взаимодействие между атомами в жидкостях и, особенно, в 
газах чрезвычайно слабое. В состоянии равновесия атомы можно рассматри-
вать как отдельные частицы, движущиеся независимо друг от друга. Распре-
деление атомов характеризуется плотностью р, которая определяется как 
количество жидкости или газа в единице объема: 

р = Am/AV, если AV 0, (4.1) 

где Am - масса вещества, заключенного в объеме AV. 
При таком подходе подразумевается, что размеры объема AV значитель-

но превосходят среднюю длину пробега атомов, которая, например, для газов 
составляет около IO"7 м при атмосферном давлении. Другими словами, объ-
ем AV содержит очень большое число атомов. В соответствии с этим при-
ближением газы и жидкости рассматриваются как непрерывные среды с 
плотностью р. В то же время элементарный объем AV, который мы будем 
иногда называть элементом или частицей, должен быть значительно меньше 
таких характерных расстояний, как длина волны или расстояние между ис-
точником и точкой наблюдения. 

ВНУТРЕННИЕ СИЛЫ И ДАВЛЕНИЕ 

Теперь представим себе элементарную площадку внутри, например, газа 
(рис. 4.1, а). Очевидно, что, когда газ или жидкость находится в состоянии 
равновесия, атомы двигаются случайным образом одинаково во всех направ-
лениях. Соответственно количество атомов, сталкивающихся с элементарной 
площадкой, не зависит от направления и прямо пропорционально плотности 
газа р. 

Переходя к непрерывному представлению, можно сказать, что действие 
этих частиц приводит к появлению силы F(р), приложенной к элементарной 
площадке dS. Поскольку площадь элемента dS мала, можно предположить, 
что распределение атомов по поверхности равномерное, и, следовательно, 
силу F(p) можно представить как 

F(p) = P(p)dS. (4.2) 

Скалярная функция Р(р), характеризующая эту силу, называется давлени-
ем. В системе СИ давление измеряется в ньютонах, деленных на квадратный 
метр: 

[Р] = Н/м2. 

Единица измерения давления, равная 1 Н/м2, называется паскалем (Tla): 

1 Па = 1 Н/м2 

или 
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Часто используется также другая единица измерения, которая называется 
бар: 

1 бар = IO5JL = IO5 Па. 

Так, например, атмосферное давление на уровне моря приблизительно 
равно 1 бару: 

1 атм « 1,013 бар = 1,013105 Па. 

В то же время плотность воздуха при таком давлении равняется 

р = 1,22 — = 1 ,2210" 3 -^ - . 
M3 с м 3 

Чтобы проиллюстрировать давление, равное 1 атмосфере (атм.), пред-
ставим себе вертикальный столб воздуха с площадью сечения 5, равной 1 м2, 
и высотой А = 0,8-IO4 м. 

Вес W этого воздушного столба равняется 

W = mg = QhSg4  

где g - это вертикальная компонента гравитационного поля: 

S - 9 , 8 - ¾ - . 
Cz 

Таким образом, предполагая для простоты, что плотность воздуха остает-
ся постоянной, получим 

W = 9 , 8 4 1 , 2 2 ^ - 0,8 - IO4 м3 - IO5 H = 1 бар м2 . 
C2 M3 

Соответственно, давление 
P « IO5 Па « 1,0 атм. 
Несмотря на "прозрачность" воздуха, на нас действует очень большой вес. 
Рассмотрим теперь силы, ориентированные различным образом по от-

ношению к площадке d S (см. рис. 4.1, а). Прежде всего, рассмотрим силу 
F1, направленную параллельно dS. Здесь dS = dSny где п - единичный век-
тор нормали к площадке. Под действием силы F1 атомы движутся, сталки-
ваются с элементарной площадкой dS и оказываются на ее противоположной 
стороне. Другими словами, действие силы F1 передается через элементарную 
площадку. Если теперь приложить силу F2 , ортогональную вектору dS , то 
атомы будут двигаться в направлении силы F2 , и число частиц, пересекаю-
щих поверхность dS, останется прежним. Это означает, что сила F2 не ока-
зывает никакого влияния на движение молекул, расположенных по другую 
сторону от площадки. 
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Поэтому в общем случае, когда сила F 3 направлена произвольным обра-
зом, необходимо учитывать только ее нормальную компоненту. Это позво-
ляет переписать равенство (4.2) как 

F (р) = P(P)AS. (4.3) 

Из выражения (4.3) видно, что, если сила F ортогональна вектору dS, то 
она не оказывает никакого действия на элементарную площадку. Это объяс-
няет тот факт, что в газах и жидкостях существуют только волны дилатации. 

Перед тем, как приступить к выводу основных уравнений движения, рас-
смотрим распределение внутренних сил жидкости для случая, когда жидкость 
находится в состоянии равновесия, а влияние вязкости пренебрежимо мало. 
Как известно, расстояние между атомами в газе значительно превышает ра-
диус действия сил, вызванных каждым отдельным атомом. В соответствии с 
этим, взаимодействие атомов с хорошей точностью можно описать как 
столкновение частиц. В отличие от газов, атомы в жидкости располагаются 
гораздо ближе друг к другу. Так, например, плотность жидкости на три по-
рядка больше плотности газа. Поэтому расстояния между атомами в жидкос-
ти таковы, что атомы взаимодействуют друг с другом и силы межатомного 
взаимодействия играют фундаментальную роль в распространении волн. Тем 
не менее, по сравнению с твердыми телами, межатомные расстояния в жид-
костях по-прежнему относительно велики, и при изучении распространения 
волн жидкости можно рассматривать как газы, обладающие большой плот-
ностью. 

Предположим, что в некоторой точке происходит увеличение плотности. 
Давление в этой точке также увеличится. Поскольку давление будет посте-
пенно уменьшаться с расстоянием от этой точки, атомы начнут двигаться в 
сторону областей с меньшим давлением. Появление в этих областях новых 
частиц приводит к увеличению плотности, и это снова приводит к выталки-
ванию частиц. Очевидно, что по прошествии некоторого времени этот вол-
новой процесс проявится и на еще большем расстоянии от того места, где он 
был возбужден. 

Как было упомянуто ранее, молекулярные силы переносят энергию волн 
в направлении приложенной силы. Аналогия с системой пружин и грузов 
состоит в том, что груз играет роль атома, а пружина представляет силу 
взаимодействия между атомами. Таким образом, с увеличением массы атома 
скорость распространения волны становится меньше. Такая же тенденция 
наблюдается при уменьшении межатомного взаимодействия. 

Ранее, основываясь на физических соображениях, мы пришли к выводу о 
том, что давление жидкости, находящейся в равновесии, не зависит от ориен-
тации элементарной площадки, т. е. давление является скалярной функцией 
от координат точки наблюдения и плотности: 

P = Р{р, р). 

Теперь, принимая во внимание тот факт, что сила направлена перпенди-
кулярно площадке dS, мы докажем это замечательное свойство давления. 
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Рассмотрим очень маленькую треугольную призму с центром в некоторой 
точке р (рис. 4.1, б). Поскольку призма находится в равновесии, силы, дей-
ствующие на ее верхнее и нижнее основания, равны по величине и противо-
положны по направлению. Силы F1 , F2 и F3, приложенные к боковым гра-
ням призмы, перпендикулярны этим граням и лежат в плоскости, параллель-
ной основаниям призмы. Поскольку призма находится в равновесии, сумма 
этих сил равняется нулю, т.е. эти силы образуют треугольник в горизонталь-
ной плоскости. Учитывая, что стороны этого треугольника перпендикуляр-
ны соответствующим сторонам треугольника, лежащего в основании приз-
мы, можно заключить, что эти треугольники подобны. Следовательно, силы 
F19 F2 и F3 пропорциональны длинам соответствующих сторон призмы: 

FJa = F2Ib = FJc 
или 

FJah = FJbh = FJch = P9 

где h - это высота призмы; ah9 bhuch - площади боковых граней. 
Таким образом, если жидкость находится в состоянии равновесия, давле-

ние в произвольной точке жидкости одинаково во всех направлениях и не 
зависит от ориентации элементарной площадки. 

Поскольку силы межатомного взаимодействия очень слабы, а расстояния 
между атомами относительно велики даже в жидкостях, упорядоченное дви-
жение атомов не оказывает заметного влияния в направлении, перпендику-
лярном направлению приложенной силы. Это фундаментальное свойство 
идеальной жидкости можно сформулировать следующим образом: жидкость 
не может поддерживать тангенциальные силы, независимо от того, как дол-
го эти силы действует. Проиллюстрируем это на двух примерах. В первом 
примере (рис. 4.1, в) цилиндрическая емкость, заполненная идеальной жид-
костью, вращается вокруг своей оси с постоянной скоростью v. В этом слу-
чае на все точки цилиндра действует тангенциальная сила, направленная по 
касательной к поверхности жидкости. Эта поверхность, тем не менее, остает-
ся в состоянии покоя, поскольку расстояния между молекулами в радиальном 
направлении достаточно велики. 

Второй пример иллюстрирует действие поршня (рис. 4.1, г), движущегося 
со скоростью v, например, вдоль оси х. Как и в предыдущем примере, силы, 
приложенные к боковым поверхностям поршня, не оказывают никакого 
действия в направлении, перпендикулярном движению. В то же время плот-
ность жидкости перед поршнем изменяется. Соответственно и давление перед 
поршнем начинает отличаться от того, которое наблюдается в соседних об-
ластях. По этой причине можно ожидать появления волн, распространяю-
щихся во всех направлениях. 

Теперь мы можем приступить к описанию распространения волн. Это яв-
ление сопровождается следующими тремя эффектами: 

1) упорядоченным движением молекул; 
2) изменением плотности; 
3) изменением давления. 
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СВЯЗЬ МЕЖДУ ДВИЖЕНИЕМ ЧАСТИЦ И ПЛОТНОСТЬЮ 

Чтобы описать распространение волн, необходимо, прежде всего, устано-
вить связь между изменениями плотности и смещением частиц. Для этого 
рассмотрим элементарный объем V0 с плотностью р0, имеющий форму па-
раллелепипеда (рис. 4.1, д): 

V0 = AxAyAz. 

Предположим также, что смещения частиц внутри и вне объема имеют 
только компоненту х: 

s = sx(x, уу Z9 ОЬ 

и что смещение каждой частицы изменяется линейно от задней к передней 
стороне элементарного объема. 

В результате такого движения задняя сторона объема переместится в но-
вое положение с координатами 

X + Sx9 у , Zy 

где sx(x, у, Zy 0 - обозначает смещение этой стороны. В то же время перед-
няя сторона переместится на расстояние 

sx(x + Ад:, у, zy 0 

и займет положение с координатами 

х + Ax + 5x(jc + Ajc, уу zy t). 

Таким образом, то же самое количество газа (жидкости) будет теперь за-
нимать новый объем, равный 

V = AyAz[x + Ajc + sx(x + Ajc, уу z, 0 - х - sx(x9 уу z, /)]- (4.4) 

Мы предположили, что объем настолько мал, что функция sx изменяется 
линейно между сторонами элементарного объема. Это позволяет переписать 
разность, стоящую в правой части уравнения (4.4), в виде 

где dsx/dx характеризует относительное изменение смещения частицы внутри 
объема. 

Таким образом, вместо уравнения (4.4) можно записать 

sx(x + Ад:, уу Zy Г) - sx(xy у9 z, t ) = - j l A x j (4.5) 
Эх 

V = AyAz(Ax + s'xАх) = v 0 [ l + s'x(p9 OL (4.6) 

Здесь р - произвольная точка внутри элементарного объема. 
Последнее уравнение дает 

V-Vp = AVr
 = Э М М ) - д / 

V0
 vO ^ 

(4.7) 
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т.е. производная смещения по х характеризует относительное изменение объ-
ема V0. 

Очевидно, что если 

dsx/dx = О, 

то задняя и передняя стенки объема смещаются одинаково, и объем не меня-
ется. 

Предположим, что 
sx(x + Ах, у, z, t) > sx(x, у, Z9t). 

Это означает, что объем увеличивается, и, по определению, 

dsjdx > 0. 

Наоборот, если 

s j r U + А х , у9 z , t) < Sx(jc, у , z , Г)» 

то элементарный объем уменьшается и 

dsjdx < 0. 

Стоит заметить, что уравнение (4.6) остается справедливым только при 
малых изменениях объема V0. 

Теперь мы готовы к тому, чтобы установить соотношение между измене-
ниями объема и плотностью. Поскольку в объемах V0 и AV заключена одна 
и та же масса вещества, имеем 

PoV0= (Po+ PflXV0 

или 

О = P0AV + pflV0 + pflAV, (4.8) 

где pfl - приращение плотности, появляющееся из-за движения частиц. Она 
зависит от точки пространства и от времени. 

Полная плотность равняется 

Р(Р> 0 = Po(Р, 0 + P J p 9 0- (4.9) 

Учитывая, что при распространении звука объем и плотность меняются 
очень мало, т.е. 

p f l « Po и AV <<V0, (4.10) 

слагаемым p^AV в уравнении (4.8) можно пренебречь. Уравнение (4.8) в 
этом приближении дает 

AWV0 = - p f l / p 0 . 

Отсюда, используя выражение (4.7), получим 

pfl/p0 = (4.11) 

Наша первая задача, таким образом, выполнена, поскольку мы установи-
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ли соотношение между приращением плотности и смещением частиц. Нали-
чие знака минус в правой части равенства (4.11) можно легко объяснить. 
Действительно, если происходит сжатие объема, то dsjdx < 0, но объемная 
плотность увеличивается, и, следовательно, ра > 0. И наоборот, если проис-
ходит расширение объема, то производная dsjdx является положительной, 
но плотность уменьшается, и ра < 0. 

СВЯЗЬ МЕЖДУ ДАВЛЕНИЕМ И ПЛОТНОСТЬЮ 

Как уже отмечалось, изменение плотности должно приводить также к 
изменению давления. Представим функцию давления Р(р) следующим обра-
зом: 

P(P) = Р( Po + P.) = P(Po) + Ptr (4.12) 

Здесь Р(р0) - это начальное давление, соответствующее состоянию равно-
весия, a Pa - приращение давления, вызванное движением вещества вдоль оси 
х. Разлагая функцию Р(р) в ряд Тейлора и принимая во внимание, что 

Pa «Po , 
можно пренебречь всеми членами разложения, кроме первого. Тогда 

Р(ро + Po) = P(Po)+ ^ p 0 - (4-13) 
Эр 

Здесь производная 

дР/др = Р'(р0) 

характеризует скорость изменения давления как функцию плотности при 
условии, что 

P = Po-

Из выражений (4.12) и (4.13) следует, что 

Pa = сер в 

и 
а = ЭР/Эр, если р = р0. (4.15) 

Параметр а зависит от нескольких факторов, таких, например, как тем-
пература и давление, влияющих на состояние газа или жидкости. Как будет 
показано ниже, этот параметр определяет скорость распространения звуко-
вых волн. 

Таким образом, мы предположили, что приращение давления прямо 
пропорционально приращению плотности вещества. В связи с этим целесо-
образно отметить следующее. Поскольку приращение давления, вызванное 
распространением звуковой волны, очень мало: 

P a « P(Po), ( 4 1 6 > 
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амплитуда этого давления часто измеряется в децибелах, которые определя-
ются как 

1 = 20Iog^ дБ, 
Pr 

(4.17) 

ще 
Pr = 2-IO'10 бар или Pr = 2-IO'5 Па. 
Так, например, если приращение давления 
Pa = 2-IO'7 бар, 

то величина / равна 60 дБ, что соответствует достаточно громкому звуку. 
Это давление, однако, чрезвычайно мало по сравнению с начальным давле-
нием Р(ро)« 1 бар. Это обстоятельство учитывалось при выводе двух важных 
формул, а именно (4.11) и (4.14): 

Используя обе эти формулы, получим следующее соотношение между 
смещением Sx и приращением давления Pa: 

Из последнего выражения хорошо видно, что при расширении, когда 
dsjdx > 0, давление падает, и это происходит именно благодаря уменьшению 
плотности. И, наоборот, при сжатии вещества, когда dsx/dx < 0, давление 
увеличивается. Аналогия между уравнением (4.18) и законом Гука в случае 
системы пружин очевидна. Так, например, величина ЭSx/дх характеризует 
деформацию элементарного объема. 

Уравнение (4.18) содержит две неизвестные функции: Ра(ру t) и sa(py t). 
Чтобы найти эти функции, необходимо задать, по крайней мере, еще одно 
соотношение между ними. Для этого рассмотрим силы, действующие на эле-
ментарный объем V. Прежде всего, необходимо отметить следующее. До сих 
пор мы рассматривали элементарный объем, в котором смещение sa(py t) 
было линейной функцией координаты х. Это означает, что деформация 
dsx/dxy плотность ра и давление P0 постоянны внутри данного объема: 

Другими словами, мы предположили, что объем находится в равновесии, 
когда на его переднюю и заднюю поверхности действует одинаковое давле-
ние. 

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ 

Изучим теперь движение элементарного объема и предположим, что вну-
три него функции dsxlдху раУ Pa и Sx зависят от х. Предположим сначала, 

Р0(/?, O = - C t p 0 ^ - (4.18) 

^ l = C1, pfl = C2 , Pa = C3. 
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что данный объем находится в состоянии сжатия и движется вдоль оси х 
(рис. 4.1, д). Соответственно, плотность этого объема увеличивается, и 

Pfl >0. 

Сила, действующая на заднюю поверхность объема, имеет только одну 
ненулевую положительную компоненту Fx: 

Fx[x-^9 у, z, f j = ^ ( * - Y ' ^ z ' ( 4 Л 9 > 

где Pa - давление; dS = dydz\ х - координата центра масс. 
В результате движения элементарного объема возникает направленная 

вдоль оси х сила, действующая на расположенную перед ним среду. В свою 
очередь, как следует из третьего закона Ньютона, со стороны среды на пе-
реднюю поверхность объема также действует сила, которая отличается от 
предыдущей силы только знаком. Следовательно, ее скалярная компонента 

Fx[x + ± y , z, *] = - Р а [ Z ' ^ d s ' ( 4 ' 2 0 ) 

Для результирующей силы имеем 

или 

F = ро\х - у > У* z> > у ' Z y * dS. (4.21) 

Предположим теперь, что элементарный объем расширяется и, соответ-
ственно, приращение давления Pa является отрицательным (рис. 4.1, е). По-
скольку сила, приложенная к задней поверхности объема, направлена к на-
чалу координат, имеем 

Fx\x - у , у, z, t j = Ра\х - у , у, z, t^ds < 0. 

В то же время, снова применяя третий закон Ньютона, замечаем, что 
скалярная компонента этой силы на передней поверхности объема является 
положительной, и, следовательно, ее можно записать как 

Fxix+V Уу z' '}= ̂ ix +T'* z' > 

поскольку 

Ра< 0. 
Таким образом, результирующая сила в этом случае равняется 
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F = dS. (4.22) 

Сравнивая выражения (4.21) и (4.22), приходим к выводу, что сумма 
внешних сил, приложенных к элементарному объему, не зависит от типа 
деформации. 

Поскольку расстояние dx очень мало, можно предположить, что сила Fx  

изменяется линейно в промежутке между сторонами объема. Соответствен-
но, и деформация dsjdx меняется в пределах объема таким же образом. 
Поэтому смещение Sx определяется следующим выражением: 

sx(x, у, Zy 0 = а0 + ахх + Q2X2 (4.23) 

Ъх 
= а , + 1а2х. 

Как следует из соотношений (4.11) и (4.14), плотность ра и давление Pa  

ведут себя так же, как и деформация. 
Запишем теперь второй закон Ньютона для нашего случая: 

т-t l 
Э , 2 

(4.24) 

ще 
т = pAjcAyAz = p0^SA jc 

и Fx обозначает результирующую силу, действующую на элементарный объ-
ем V. 

Подстановка соотношения (4.21) в уравнение (4.24) приводит к 

A x p 0 ^ = - P J * + 
Ax 

Х - — . У , Z9 t (4.25) 

При выводе последнего уравнения, мы предполагали, что приращение 
плотности очень мало, р Л « р 0 , и что только силы, приложенные к поверх-
ностям объема, влияют на его движение. Так, например, мы не рассматри-
вали влияние гравитационных сил. 

Поскольку давление является линейной функцией координаты jc, разло-
жение в ряд Тейлора функции приращения давления дает 

2 J Ъх 2 

2 J Эх 2 

(4.26) 

Здесь Ра(х, у, z, 0 - давление в окрестности центра элементарного объе-
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ма, а производная дРа!дх определяет величину изменения давления с расстоя-
нием. 

Подставляя выражения (4.26) в уравнение (4.25), получим 

= (4.27) 
Bt2 Bx 

Таким образом, используя принцип сохранения массы (4.11), соотноше-
ние (4.14) между давлением Pa и плотностью р0, а также второй и третий 
законы Ньютона, мы получили следующую систему из двух уравнений отно-
сительно смещения и избыточного давления: 

^ = P a и ^ i = - J J i . (4.28) 
Bx Ctp0 Э / 2 Po дх 

Дифференцируя по координате х первое уравнение и используя второе 
уравнение, исключим член, содержащий давление. В результате получим 
следующее уравнение относительно смещения: 

2!£l = ± 2 ! £ l или = J . ^ , (4.29) 
Bx2 а Эг2 Bx2 с2 Bt2 

где 

а = с 2 = — , если р = р0 . (4.30) 
Эр 

Уравнение (4.29) представляет собой хорошо известное волновое уравне-
ние для одномерного случая, описывающее распространение звуковой волны 
вдоль оси х со скоростью с. Дифференцируя это уравнение по координате л* 
и, затем, используя формулу (4.18), получим волновое уравнение для давле-
ния P0: 

= (4.31) 
Bx2 C2 Bt2 

Как следует из равенства (4.14), приращение плотности ра(р, t) также 
удовлетворяет волновому уравнению. 

Таким образом, функции 

Pa9PatXs и d X j d x 9 

описывающие распространение звука, являются решениями волнового урав-
нения, т.е. их поведение во времени и пространстве является волновым. 

СИНУСОИДАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ 

В качестве иллюстрации рассмотрим волну, в которой смещения опреде-
ляются следующим выражением: 

sx(x, t) = Z b c o s c o | r - i j (4.32) 
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и 
с = 347 м/с. 

Известно, что слышимый звуковой диапазон ограничивается пределами 

20 Гц < / < 20-Ю3 Гц. 

Соответственно, длина звуковой волны 

X = cT = c/f= 2тсс7со 

меняется в пределах 

1,710"2 м < Х < 17,4 м. 

Например, если частота / = IO3 Гц, то длина волны 
X = 0,35 м. 

По определению, размеры элементарного объема должны быть значи-
тельно меньше таких характерных параметров, как длина волны. В нашем 
случае (X = 0,35 м) минимальное растяжение Ax9 которое соответствует 
лишь незначительной деформации, равняется примерно одному-двум санти-
метрам. Эти величины, безусловно, на много порядков больше, чем средняя 
длина свободного пробега молекул (IO"7 м). Благодаря этому, при изучении 
распространения звука газы и жидкости можно рассматривать как непре-
рывные среды. 

Для того чтобы оценить амплитуду смещения и скорость, вернемся к 
формуле (4.18). Это уравнение, используя равенство (4.32), можно перепи-
сать в следующем виде: 

К = (4.33) 

Таким образом, амплитуда давления В равняется 

В = с р0(дА, (4.34) 

поскольку 
a = с2. 

Предположим вначале, что звук очень сильный. Полагая B = 120 дБ, 
имеем 

120= 2 0 l o g — ^ — или Pa = 210" 4 Б = 20— 
2-IO - 1 0 B м 

и при частоте/= IO3 Гц амплитуда смещения равняется 

А = - * - = ?0 ^ ш -5 м 
Ф о " 347-1,2-2-я - IO3 

Таким образом, даже в случае очень громкого звука, максимальное сме-
щение чрезвычайно мало. 
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В противоположном случае, когда звук такой тихий, что его с трудом 
можно услышать, давление равняется 

Pa = 20 дБ или Pa = 

Как следует из равенства (4.34), амплитуда смещения в этом случае при 
той же частоте / = IO3 Гц равняется 

А т Ю"10 м. 

Следует заметить, что размеры атомов имеют порядок как раз IO"10 м, 
что наглядно демонстрирует удивительную чувствительность нашего слуха. 

В состоянии равновесия движение молекул является хаотичным, однако 
при появлении волны они также приобретают небольшую компоненту ско-
рости или в направлении оси JC, ИЛИ В противоположном направлении. Это 
приводит к небольшим колебаниям элементарного объема, который движет-
ся как одна частица. Таким образом, движение объема в некотором направ-
лении сопровождается хаотичным движением его молекул, при котором 
скорости частиц не имеют выделенного направления. 

В отличие от твердых тел и жидкостей, молекулы газа находятся в сред-
нем достаточно далеко друг от друга. Как уже отмечалось, перенос усилия, 
момента и смещения происходит в основном за счет столкновения молекул. 
По этой причине разница между средней скоростью молекулы Vm и скоро-
стью звука с оказывается не такой уж большой. Более того, всегда выполня-
ется следующее неравенство: 

Vm > с. 

Как следует из выражения (4.32), скорость элементарного объема 
(частицы) 

vx(x, г) = - i4cosinco(r - х/с). (4.35) 

Сравнение с равенством (4.33) показывает, что 

v/c = PJap0 или V = PJcp0. (4.36) 

Похожее выражение было получено ранее для волн, распространяющихся 
в пружине. 

Если, как и раньше, принять, что давление имеет очень большую ампли-
туду: 

Pa = 120 дБ или Pa = 20 Н/м2, 

то амплитуда скорости v будет иметь величину 

V = — 4 , 7 - 1 0 " 2 м/с. 
3 4 7 - 1 , 2 2 

В случае слабого сигнала, например, при 

Pa = 20 дБ или Pa = 2-KT4 Н/м2, 

имеем 
у = 4,7-10"7 м/с. 
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Таким образом, движение элементарного объема, вызванное распростра-
нением звуковой волны, характеризуется чрезвычайно малыми скоростями, 
которые значительно меньше фазовой скорости волны: 

VM > С » V. (4.37) 

В то же время средняя скорость молекул сравнима по величине со скоро-
стью с: 

При распространении звука в газе в последнем возникают зоны растяже-
ния и сжатия, в которых наблюдаются, соответственно, понижение и повы-
шение температуры. 

Поэтому естественно ожидать существование потока тепла от зон сжатия 
к зонам растяжения. Тем не менее, существуют по крайней мере две причи-
ны, в силу которых мы можем пренебречь обменом тепла между более на-
гретыми и охлажденными областями в газе. Во-первых, расстояние между 
этими областями значительно превышает среднюю длину свободного пробега 
(среднее расстояние, пробегаемое молекулами между столкновениями). И, 
во-вторых, учитывая скорость тепловой диффузии, можно сказать, что тем-
пература каждого элементарного объема изменяется довольно быстро, даже 
при частоте волны порядка 20 Гц. Таким образом, процесс сжатия и растя-
жения является не изотермическим, а скорее адиабатическим. 

Имея это в виду, получим теперь оценку фазовой скорости волны. Со-
гласно равенству (4.30), имеем 

В качестве начального приближения предположим, что сжатие и растя-
жение происходят так медленно, что температура в процессе деформации 
практически не меняется. Согласно закону Бойля - Мариотта, 

JL = Yl _ jn_Q_ _ JL 
P0 V P 0 Т P 0 ' 

где т - масса рассматриваемого объема. 
Последние равенства можно переписать как 

Рр+Рд _ Po Po 

VM « 1 , 7 с. (4.38) 

(4.39) 

^o Po 

Отсюда получаем, что 

J^ = EiL 
Po Po 

или P a = ^ p a . 
Po 

(4.40) 

Сравнение этих соотношений с формулой (4.14) дает 

(4.41) 
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Подставляя в эти соотношения значение давления на уровне моря P0 » 
« IO5 Па и значение плотности р0 = 1,2 кг/м3, получим 

с « 290 м/с. 

Естественно, что это значение фазовой скорости значительно меньше то-
го, которое наблюдается в эксперименте. 

ВЛИЯНИЕ ТЕМПЕРАТУРЫ НА СКОРОСТЬ ВОЛНЫ 

Несоответствие между рассмотренной выше теорией и экспериментом 
впервые обнаружил Лаплас. Он заметил, что быстрые деформации элемен-
тарного объема, возникающие при распространении звуковой волны, сопро-
вождаются изменением температуры. Например, как уже упоминалось, если 
объем сжимается, то его температура растет. Соответственно, давление мо-
жет возрастать по двум причинам. Первая причина связана с уменьшением 
элементарного объема. При этом плотность газа увеличивается и все больше 
столкновений молекул приходится на единицу площади элементарной по-
верхности. Вторая причина заключается в увеличении температуры и, следо-
вательно, кинетической энергии молекул. Поскольку количество движения 
(импульс) молекул при этом увеличивается, давление также возрастает. 

Равенства (4.41) были получены из закона Бойля - Мариотта, в котором 
учитывается только первая причина возрастания давления - увеличение 
плотности. Поведение давления описывается законом Бойля - Мариотта в 
том случае, если деформация происходит значительно медленнее процессов 
теплового обмена между элементарным объемом и окружающим газом. 
Конечно, этот закон можно применять и тогда, когда процесс деформации 
является изотермическим, т.е. когда температура вообще не меняется. 

Тем не менее, в большинстве случаев распространения звуковых волн из-
менение плотности происходит настолько быстро, что тепло, вызванное 
деформацией, не успевает обмениваться. Именно поэтому в случае сжатия 
давление увеличивается до больших значений, чем это предсказывается зако-
ном Бойля - Мариотта. И наоборот, при растяжении из-за уменьшения кине-
тической энергии падение давления становится более заметным. 

Такое поведение называется адиабатическим, и Лаплас предложил ис-
пользовать вместо равенства (закона Бойля - Мариотта) 

PtPo = р/ро 

следующее соотношение: 

Р/Р0 = (p/p0)Y, (4.42) 

где у - параметр газа. 
Последнее выражение можно переписать как 

( 
1+Zk = h + £ e . . 

ô I P0J 
(4.43) 
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Поскольку р о / р 0 « 1 , правую часть равенства (4.43) можно разложить в 
ряд Тейлора. Тогда 

jJ- = Y - или Р а = у ^ р в . 
Р0 Po Po 

Сравнивая эту формулу с выражением (4.14), получим новое выражение 
для параметра а : 

а = у — , (4.44) 
Po 

и новое выражение для фазовой скорости: 

C = J y - . (4.45) 
Po 

Если положить 

Y = 1,402, 

то фазовая скорость волны будет равняться 

с = I jSL «343 М/С, 
Po 

что очень близко к результатам эксперимента. 

СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ В ТРЕХМЕРНОМ СЛУЧАЕ 

До сих пор мы предполагали, что у смещения частицы (элементарного 
объема) есть только одна компонента: sx. Рассмотрим теперь более общий 
случай, когда вектор смещения s произвольно ориентирован относительно 
координатных осей: 

s(py t) = sx\ + SyJ + szк. (4.46) 

Здесь i, j и к - единичные векторы, задающие направления координатных 
осей. 

Согласно равенству (4.7) относительное изменение элементарного объе-
ма, вызванное движением вдоль оси х, определяется выражением 

AVxZV0 = Э sx/dx. 

Аналогично, смещения вдоль других координатных осей приводят к сле-
дующим изменениям элементарного объема: 

AVyZV0 = dSy/dy и AV1ZV0 = dsjdz. 

Таким образом, полное изменение объема, нормализованное на его на-
чальное значение, равняется 
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AVt+AVj,+ AVz 

кГ ^ 

или 
A VfV0 = dsjdx + dsy/dy + dsjdz. (4.47) 

Как следует из векторного анализа (приложение 3), сумма производных в 
правой части этого соотношения определяет дивергенцию векторного поля s: 

div s = AVIV0 . (4.48) 

Отсюда видно, что divs характеризует относительное изменение объема, 
вызванное либо сжатием, либо растяжением. 

В связи с этим полезно заметить следующее: 
а) в div s содержатся производные смещений (4.47), и поэтому диверген-

ция имеет смысл только в регулярных точках, где эти производные сущест-
вуют; 

б) функция div s часто называется дилатацией (всесторонним расширени-
ем), хотя она описывает как растяжение AV/V0 > 1» так и сжатие AV/V0 < 1. 
Следуя этой терминологии, волны, которые вызывают изменение объема, 
называются волнами дилатации. Примером таких волн является звук; 

в) уравнение (4.48) было получено в прямоугольной декартовой системе 
координат. Тем не менее, как показано в приложении 3, дивергенция век-
торного поля определяется его источниками и, следовательно, от системы 
координат не зависит. Другими словами, в любой системе координат divs 
описывает одни и те же относительные изменения объема. 

Обобщим теперь соотношения, связывающие смещения, плотность и дав-
ление. Для этого снова используем принцип сохранения массы: 

(V0+ AVXp0+ р а )= p0V0 

или 
AWV0 = - p t f / р 0 , (4.49) 

поскольку p„/AV « 1 . 
Отсюда, используя соотношение (4.48), получаем 
div s = - ро/р0, (4.50) 

где р0 - приращение плотности, вызванное изменениями объема. 
Таким образом, наша первая задача оказывается выполненной, и равенст-

во (4.11) можно заменить соотношением (4.50), которое справедливо и в 
трехмерном случае. 

Поскольку мы продолжаем предполагать, что изменения плотности, вы-
званные распространением волны, очень малы, формула (4.14), связываю-
щая давление и плотность, остается без изменений, т.е. 

Pa = ар„ и а = дР/др, 

если р = р0. (4.51) 
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Следующее уравнение следует из второго закона Ньютона (4.27): 

P o ^ - f . (4.52) 

Аналогично, для двух других координат имеем 

= = (4.53) 
dt2 ду Bt2 & 

Умножая равенства (4.52) - (4.53) на, соответственно, единичные векто-
ры i, j и к, получим 

p 0 | ^ = -grad Pa. (4.54) 
Ot1 

Это уравнение представляет собой второй закон Ньютона в векторной 
форме. Из него видно, что ускорение направлено туда, где наблюдается мак-
симальное уменьшение давления. 

При выводе этого уравнения предполагалось, что на элементарный объем 
действуют только силы, приложенные к его граням. Другими словами, при-
нимались во внимание только поверхностные силы. Тем не менее, в общем 
случае существуют и другие силы, например гравитационные. Тогда вместо 
уравнения (4.54) будем иметь 

P o l r = - S r a d ^ + P o g ' <4-55> Otz-

где вектор g обозначает гравитационное поле. 
В дальнейшем мы будем предполагать, за исключением некоторых специ-

альных случаев, что влияние гравитационного поля пренебрежимо мало. 
Тогда распространение звука описывается системой из трех уравнений: 

div s = - pfl/p0, Pa = ар 0 , P o g = -grad Pa, (4.56) 

которые описывают следующие физические законы: 
1) принцип сохранения массы; 
2) линейную зависимость давления от плотности, при условии, что отно-

сительные изменения плотности малы; 
3) второй и третий законы Ньютона. 

4.2. ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ И ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 
ДЛЯ ВОЛН ДИЛАТАЦИИ 

В предыдущем разделе мы пришли к уравнениям (4.56), которые связы-
вают между собой приращение плотности ра, смещение s и давление Pa . По-
скольку приращение плотности рд, вызванное распространением волны, 
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обычно не представляет интереса, естественно исключить эту величину из 
первых двух уравнений указанной системы. Тогда вместо (4.56) получим 

div s = - CPa, р о 0 = -grad Pa, (4.57) 

ще множитель С называется сжимаемостью и характеризует относительное 
изменение объема при изменении давления на одну единицу. Для жидкостей 
значение этого параметра чрезвычайно мало. Свойством жидкостей является 
огромное сопротивление к изменениям объема. Тем не менее, жидкости не 
являются полностью несжимаемыми и могут претерпевать значительные из-
менения объема при высоком давлении. Так, например, если давление в воде 
достигает 1000 атм, ее объем уменьшается примерно на 5 %. И наоборот, 
распространение звука в жидкостях сопровождается чрезвычайно малой ди-
латацией. 

Как следует из уравнений (4.56), 

С = 1/аро, (4.58) 

и значение этой величины в жидкостях составляет приблизительно 

С «4-IO"10 Па"1. 
Введем также величину, обратную сжимаемости: 
K=IiC = CXp0, (4.59) 

которая называется модулем сжатия и является аналогом упругого параметра 
Е * пружины. 

Соответственно, первое уравнение (4.57) можно переписать в виде 

Pa = - Kdiv s. (4.60) 

Это уравнение можно рассматривать как аналог закона Гука для газов и 
жидкостей. 

Система уравнений (4.57) содержит два неизвестных: избыточное давле-
ние Pa и смещение s. Как следует из определения дивергенции (см. приложе-
ние 3), давление Pa можно трактовать как плотность источников поля сме-
щений S. 

ВОЛНОВОЕ УРАВНЕНИЕ ДЛЯ ДАВЛЕНИЯ И СМЕЩЕНИЯ 

Теперь по аналогии с одномерным случаем получим волновое уравнение 
для каждой из этих функций. Беря дивергенцию от обеих частей второго 
уравнения (4.57), получаем 

— d i v s = — - di V grad Pa . (4.61) 
a/2 P0 

Следует заметить, что вывод волнового уравнения основывается на пред-
положении о том, что среда в окрестности регулярной точки является одно-
родной, т.е. 
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Po = const. 

По определению (см. приложение 3), 

(IivgradP f l = V2Pfl, 

и уравнение (4.61) переходит в 

V2Pfl = - P 0 - ^ d i v s . (4.62) 
Э г 

Используя первое из равенств (4.57), получаем волновое уравнение для 
давления в трехмерном случае: 

V 2 P - РО ^2PG 
а к ъ,г 

ИЛИ 

V 2 P = - - ^ . (4.63) 
с2 Эг2 

Здесь вместо Pfl стоит Р, поскольку давление P0 постоянно и 

С=JKJIT0 (4.64) 

является скоростью волны. 
Перед тем, как получить волновое уравнение для смещения s, рассмотрим 

одно интересное свойство этого поля. Для этого запишем сначала второй 
закон Ньютона: 

^ = - J L g r a d P . 
Bt2 Po 

Беря ротор от обеих частей этого равенства, получим 

— r o t s = rot grad Р, 
ЭГ2 6 

ПОСКОЛЬКУ ПЛОТНОСТЬ PO п о с т о я н н а . 

Из векторного анализа известно (см. приложение 3), что 

rot grad P = 0 , 

и, следовательно, 

— r o t s = rot v = 0, (4.65) 
Э/2 ot 

где v - скорость частицы. 
Отсюда 

rot v = const. 

Принимая во внимание, что в начальный момент времени смещение и его 
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Рис. 4.2. Модель кусочно-
однородной среды (а); граничные 
условия (б) 

производные по времени равнялись нулю, заключаем, что в однородной сре-
де в произвольный момент времени 

rot s = 0. 

Геометрический смысл этого равенства будет обсуждаться позже. 
Теперь, беря градиент от обеих частей первого уравнения (4.57), получим 

grad div s = - С grad Pa. 

Далее, второе из указанных уравнений (закон Ньютона) дает 

grad div s = Q0C-. 
Bt2 

Из формулы (4.66) и равенства (см. приложение 3) 
rot rot s = grad div s - V2s, 

следует, что 
grad div s = V2s. 

Соответственно уравнение (4.67) переходит в 
1 d2s V2S = ^ или V2S = - L ^ A 

* дг2 C2 д/2 
(4.68) 
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Таким образом, давление и смещение удовлетворяют одному и тому же 
волновому уравнению, причем фазовая скорость с определяется из уравнения 
(4.64). 

В отличие от одномерного случая левая часть уравнений (4.63) и (4.68) 
содержит производные по всем трем координатам. Так, например, в декар-
товой прямоугольной системе координат 

= + + — = — — . (4.69) 
^ 2 ^ 2 2 L . 2 2 ^ 2 Bx By Oz с Ot 

Одним из наиболее замечательных свойств лапласиана V2P или V2S явля-
ется то, что его значение не меняется при замене координат. Этот результат 
очевиден, поскольку правая часть уравнений движения от системы координат 
не зависит. 

Поскольку волновое уравнение содержит вторые производные по коор-
динатам, оно справедливо только в регулярных точках, в окрестности кото-
рых плотность P0 и фазовая скорость с постоянные. 

Предположим, что среда является кусочно-однородной (рис. 4.2, а). Тог-
да одна из функций р0 или с, или они обе терпят разрыв на внутренних гра-
ницах раздела среды. Поэтому волновое уравнение в таких местах не выпол-
няется и его необходимо заменить соответствующими граничными усло-
виями. 

УСЛОВИЯ НА ВНУТРЕННИХ ПОВЕРХНОСТЯХ РАЗДЕЛА СРЕДЫ 

Покажем, прежде всего, что давление на границах остается непрерывной 
функцией. Рассмотрим элементарный объем (рис. 4.2, б). Этот объем огра-
ничен горизонтальной поверхностью SL, а также поверхностями CiS1 и dS2: 

d S 2 = DSNY d S , = -DSN. 

Здесь n -- единичная нормаль, направленная от задней к передней стороне 
границы. 

Согласно второму закону Ньютона, ускорение такого объема определяет-
ся как 

a2s 
Bt 

В направлении, перпендикулярном поверхности, имеем 

2 дГ 
где Fx = PxdS; F2 = P2dS\ рш и P02 обозначают плотности среды по обе сто-
роны границы. 

В выражении (4.70) А - высота цилиндрического объема, a P1 и P2 обо-
значают давление на нижней и верхней поверхности цилиндра. 

В пределе, когда высота цилиндра стремится к нулю, левая часть уравне-
ния (4.70) также стремится к нулю, поскольку ускорение не может быть 
бесконечно большим. Отсюда делаем вывод, что 
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P1 = P2 на S, 

т.е. давление является непрерывной функцией на границе, разделяющей сре-
ды с различными параметрами. 

Второе граничное условие следует из предположения, что распростране-
ние волн не приводит к возникновению пустот между средами или к их пере-
крытию. Это означает, что нормальная компонента смещений должна быть 
непрерывной функцией: 

= s2/l. (4.72) 

Таким образом, на внутренних границах мы вместо волнового уравнения 
имеем следующие граничные условия 

Sm = S2n и P1 = P2 . 

В то же время тангенциальная компонента смещений может иметь раз-
личные значения по обе стороны границы. 

СКАЛЯРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛ 

Существует еще одно важное следствие из уравнений (4.66). Из векторно-
го анализа (см. приложение 3) следует, что, если 

rot M = O, 

то для векторного поля M имеем 
M = grad ф. 

Следовательно, смещения s можно представить как 

s = grad ф, (4.74) 

где ф - произвольная скалярная функция, имеющая в регулярных точках пер-
вые и вторые производные по времени и координатам. 

Очевидно, что существует бесконечное множество таких функций, опре-
деляющих одно и то же поле s. Другими словами ф ( р , /) является вспомога-
тельной функцией, которая вряд ли имеет какой-либо физический смысл, 
однако во многих случаях заметно упрощает изучение волн. Функцию ф 
обычно называют скалярным потенциалом векторного поля s или, иначе, 
акустическим потенциалом. Эта функция используется также для изучения 
волн дилатации в упругой среде. 

Подстановка равенства (4.74) в уравнение (4.68) дает 

grad 

или 

V 2 ®— 
V , 2 Эг2 = 0 

V 2
9 - -LfLiB- = const. 
V г2 dr2 
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Поскольку константа не зависит от положения точки, а волны отсутст-
вуют на бесконечности, последнее выражение снова приводит к волновому 
уравнению: 

V2<p = J J ^ B - . (4.75) 
У с 2 Э,2 

Существенно, что одно и то же волновое уравнение описывает распрост-
ранение волн дилатации в газе, жидкости и упругой среде. 

Мы ввели понятие скалярного потенциала <p(р, t) и нашли, как он связан 
со смещением (4.74). Выразим теперь давление в терминах этой функции. 
Подстановка выражения (4.74) в первое уравнение (4.57) дает 

Pa = - Kdiw grad ф = - tfV2<p. 

В соответствии с уравнением (4.75) имеем 

и л и = <4-76> 

поскольку 

сЕ. 
Y Po 

Граничные условия для скалярного потенциала следуют из равенств 
(4.73). По определению, нормальная компонента смещения 

= Эф/Э п. 

Следовательно, на границах выполняются следующие условия 

* р 1 _ д ф 2 ^ y 1 Э2ф2 -Г — И Poi-Tl Р02 2 
Bn Bn э t1 Bt2 

Последнее равенство можно заметно упростить, поскольку произведение 
роф обеспечивает непрерывность давления и, следовательно, само является 
непрерывной функцией. Отсюда граничные условия для потенциала имеют 
вид 

^ = A и Р О , Ф , = Р « Ф 2 . (4.77) 
Bn Bn 

Мы получили уравнения для смещений, давления и скалярного потенциа-
ла, которые являются произвольными функциями времени. Теперь рассмот-
рим специальный случай синусоидальных волн. 

Известно (см. приложение 4), что рассматриваемые волновые поля мож-
но представить как 

s = Re(Se^tol)f Pa = RQ(P^f) (4.78) 
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и 

<р = Re(4>e"IC0'), (4.79) 

ще Pa и Ф обозначают комплексные амплитуды, a S - комплексный век-
тор, причем все эти функции не зависят от времени. По определению, они 
характеризуют амплитуду и фазу соответствующего волнового поля. 

Подставляя выражение (4.79) в уравнение (4.75), получим следующее 
уравнение, которое называется уравнением Гельмгольца: 

у 2 ф + к2 Ф = 0, (4.80) 

поскольку 

_ 1 . £ £ = - й 1 к е ( Ф е ^ ' ) (4.81) 

с Эг с-

и 
к = (о/с. 
Таким образом, вместо волнового уравнения для скалярного потенциала, 

мы получили уравнение для комплексной амплитуды Ф. 
Из соотношений (4.74) и (4.76) следует, что комплексные амплитуды 

смещений и давления связаны с комплексной амплитудой потенциала следу-
ющим образом: 

S = gгadФ и Pa = р0(о2Ф. (4.82) 

Независимость комплексной амплитуды от времени заметно упрощает за-
дачу определения волнового поля. В то же время, если предположить, что 
решения для синусоидальных волн известны, то решение для произвольной 
волны можно найти, применяя интеграл Фурье (см. приложение 7). 

ДЕФОРМАЦИЯ ЭЛЕМЕНТАРНОГО ОБЪЕМА 

Рассмотрим теперь одно важное свойство волн дилатации. Согласно 
формулам (4.57) и (4.66), поле смещений описывается в регулярных точках 
однородной среды следующей системой уравнений: 

r o t s = 0 или div s = - CPa. (4.83) 

Из нее видно, что вихри в среде отсутствуют (см. приложение 3) и поле 
смещений s, возникающее при распространении волны дилатации, является 
полем источников. Классификация векторных полей, основанная на соот-
ношении между самим полем и генераторами этого поля (вихрями и источ-
никами), является обычной при изучении гравитационных, электрических, 
магнитных и электромагнитных полей. Однако в случае акустических и уп-
ругих волн основное внимание уделяется не источникам и вихрям поля сме-
щений s или скорости v, а тем типам деформации среды, которые возника-
ют при распространении волны. 
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а 

У\ 

Перенос Сжатие (растяжение) 

Чистый сдвиг Простой сдвиг 

Рис. 4.3. Типы движения и деформации 

В связи с этим рассмотрим несколько примеров, иллюстрирующих раз-
личные изменения элементарного объема. Для простоты предположим, что 
объем не изменяется вдоль оси z. В этом случае достаточно рассмотреть из-
менения его сечения (рис. 4.3). В действительности они чрезвычайно малы, 
и на рисунке увеличены только для наглядности. 

Как известно, дивергенция (дилатация) характеризует относительное из-
менение объема: 
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поскольку 

dsjdz = 0. 

Принимая во внимание, что 

^ = 0 и dsx/dz = dsy/dz = О, 

запишем компоненты rot s как 

ду dz 

П>1 8 = ½ . - * £ - = (> 
' dz дх 

rot .s = ^ - - ^ - . (4.85) 
дх ду 

Уравнения (4.84М4.85) позволяют определить те изменения объема или 
его положения, которые связаны с распространением волны дилатации. 

Очевидно, что в случае перемещения объема как единого целого 
(трансляция) компоненты смещения sx и sy не зависят от обеих координат и, 
следовательно, 

rot s = 0, div s = 0. 

Сравнение с уравнениями (4.83) показывает, что трансляции могут про-
исходить и происходят в тех точках, ще давление Сравняется нулю. 

Рассмотрим теперь другой случай и предположим, что элементарный 
объем либо сжимается, либо растягивается, т.е. 

dsjdx * 0 и Э s j d y * 0. (4.86) 

В то же время компоненты смещения Sx и Sy не зависят от координат у и 
х соответственно. Поэтому 

Э s j d y = dsjdx = 0. (4.87) 

Деформация, соответствующая этому равенству, показана на рис. 4.3, б. 
Из последних двух соотношений следует, что 

rot s = 0 и div s = - CPA. 

В следующем примере (рис. 4.3, в) рассмотрим деформацию, при кото-
рой объем не меняется и соответственно 

div s = 0. 
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Как видно из рисунка, смещение s характеризуется двумя компонентами 
Sx и Syy которые прямо пропорциональны соответственно координатам у и л: 

или 

S x = S p и S y = ^ x y (4.88) 

поскольку параметр а мал и 

t g < L « « . 
2 2 

Здесь а /2 обозначает угол между начальным и новым положением сто-
роны ab. 

Расстояние между частицами с различными координатами у (а также х) 
изменяется, и возникает новый тип деформации объема, который называет-
ся чистым сдвигом. В результате такой деформации прямоугольник транс-
формируется в ромб, диагонали которого одинаковым образом ориентиро-
ваны относительно соответствующих координатных осей. 

Из уравнения (4.88) следует, что 

Э s x / d y = а / 2 и dsy/dx = а / 2 . 

Это означает, что, как и в случае трансляции, 

rot s = 0 и div s = 0. 

Следующие два примера демонстрируют поведение векторного поля s, ко-
торое не удовлетворяет системе уравнений (4.83). В первом из них (рис. 4.3, 
г) существует только одна ненулевая компонента sx, и она прямо пропорцио-
нальна координате у. В этом случае 

sx = а у или dsx/dy ~ а . 

Поскольку 

dsy/dx = 0, 

имеем 
rot s * 0. 

Этот пример иллюстрирует деформацию простого сдвига. 
Другой пример приведен на рисунке 4.3, д. Он описывает вращение эле-

ментарного объема вокруг оси z. Поскольку при таком движении объем не 
меняется, 

div s = 0. 

По аналогии с предыдущим случаем, имеем 

Sx = ау и Sy = - а л 
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или 

dsx/dy = а и dsy/dx = - а . (4.89) 

Подстановка соотношений (4.89) в формулу (4.85) дает 

rotz s = ~ 2сс. (4.90) 

Последнее равенство показывает, что волны дилатации не могут приво-
дить к вращению. 

Таким образом, волны дилатации могут сопровождаться только следую-
щими тремя типами деформаций: растяжением - сжатием, чистым сдвигом и 
трансляцией. 

В то же время, если среда не является однородной, это заключение не 
верно. Действительно, как следует из второго закона Ньютона (4.57), обыч-
но вблизи точек неоднородности rot s * 0, и в таких точках могут реализо-
вываться как поворот, так и простой сдвиг. 

В заключение отметим, что на рис. 4.3, е представлен результат поворота 
и сдвиговой деформации. 

43. КИНЕТИЧЕСКАЯ И ПОТЕНЦИАЛЬНАЯ ЭНЕРГИЯ ВОЛН. 
ПОТОК ЭНЕРГИИ. ВЕКТОР ПОЙНТИНГА 

В этом разделе изучается распределение энергии при распространении в 
среде волн дилатации, вызывающих соответствующие смещения и деформа-
ции элементарного объема. Рассмотрим малый объем V длины / и попереч-
ного сечения S (рис. 4.4, а). Предположим сначала, что объем ориентиро-
ван таким образом, что смещение частиц в нем происходит перпендикулярно 
поперечному сечению S. Выбирая ось х системы координат в направлении 
смещения s, имеем 

s = sx(py /)i. (4.91) 
Здесь i - единичный вектор. 
Предположим далее, что в некоторый момент времени t0 волна, распро-

страняющаяся в среде, достигает левой границы этого объема, находящегося 
в состоянии равновесия. В этот момент вызванное волной давление приводит 

Рис. 4.4. Иллюстрация 
формул (4.93) и 
(4.103) (а); иллюстра-
ция выражения (4.107) 
(б) 
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к смещению частиц вблизи границы объема, и по прошествии некоторого 
времени другие частицы объема также вовлекаются в это движение. В мо-
мент времени, когда волна достигает правой границы объема, все составля-
ющие его частицы движутся с одинаковой скоростью. Причиной этого явля-
ется то, что в среде, расположенной справа за малым объемом, возникает 
сила, которая имеет ту же величину, что и сила с левой стороны от объема, 
но противоположное направление. 

Таким образом, в результате воздействия волны объем деформируется, 
причем его частицы движутся с одинаковыми скоростями вдоль оси л\ По-
этому полная энергия объема состоит из кинетической (E) и потенциальной 
(U) энергии. 

ПЛОТНОСТЬ КИНЕТИЧЕСКОЙ И ПОТЕНЦИАЛЬНОЙ ЭНЕРГИИ 

Полагая скорость частиц равной Vxy для кинетической энергии объема 
имеем 

поскольку 

т = P0V и V2 =VxI2 =V2. 

Легко показать, что выражение (4.93) справедливо и в общем случае, 
когда смещение s ориентировано произвольным образом относительно оси х 
и имеет все три ненулевые компоненты: sxy Sy и sz. Действительно, в этом 
случае кинетическая энергия 

+
 mVy + MV2  

2 2 2 9 

где каждый член суммы описывает энергию движения вдоль соответствую-
щей координатной оси. Последнее выражение можно заменить на соотноше-
ние 

E = -YlXV2
x  

2 
(4.92) 

или 

E = I p0v2V, (4.93) 

г _ W V 2 _ л V 2 I / 
Е - ~ - p o T v • (4.94) 

которое совпадает с выражением (4.93). 
Здесь V обозначает вектор скорости 

и 

V2 = V2
x +V2 +V2

z . 
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Кинетическая энергия распределена в объеме равномерно, поскольку все 
частицы объема движутся с одинаковой скоростью, и плотность р0 среды 
внутри объема постоянная. 

Далее, в соответствии с равенством (4.94), имеем для плотности энергии 

ек = ^ - V 2 или ек = ^ . s 2 . (4.95) 

Плотность ек характеризует величину кинетической энергии единичного 
объема, которая равна половине произведения плотности среды на квадрат 
скорости. Функция ек, конечно же, зависит от времени и координат точки 
наблюдения. 

Как мы знаем, волна приводит не только к движению объема как едино-
го целого, но и к его деформации. Другими словами, часть работы силы, 
возникающей при распространении волны, запасается в виде потенциальной 
энергии. В этом смысле аналогия между движениями элементарного объема 
и системы пружин и грузов очевидна. 

Чтобы найти выражение для потенциальной энергии элементарного объ-
ема, имеющего поперечное сечение S и длину /, предположим, что дефор-
мация является однородной. Это означает, что во всех точках элементарного 
объема давление Pa и деформация dsjdx имеют одни и те же значения: 

Pa = const, dsjdx = const (4.96) 

и связаны между собой как 

Pa = - K ^ = -Kexx. (4.97) 
дх 

В этом выражении предполагается, что смещение меняется линейно вдоль 
оси х. В частности, имеем 

= JCIL (4.98) 

Здесьх -это смещение левой границы объема, на которую волна падает 
в начальный момент времени. 

Как было показано в главе 1, соотношение между работой силы, при-
ложенной к левой границе объема, и потенциальной энергией можно запи-
сать как 

T F dl = U(Pl)-U(P2)y (4.99) 

где точки P1 и р2 характеризуют положение этой границы. 
Естественно теперь предположить, что до появления волны потенциаль-

ная энергия равнялась нулю. Тогда вместо (4.99) получим 

U(sx) = -\Fxdx. (4.100) 
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Поскольку 

Fx = PaS, 

выражение (4.100) можно переписать как 

U{sx)=-S\padx. (4.101) 
О 

Очевидно, что в течение процесса деформирования объема давление Pa и 
деформация е^ не остаются постоянными. 

Используя равенства (4.97) и (4.98), получим 

U = KSjexxdx (4.102) 
о 

или 

U = ^ s ) x d x = ^ s . (4.103) 
о 

Таким образом, 

U = ^ i Sl = 
2/2 2{дх) 

По определению, в одномерном случае (s = s j ) 

div s = dsjdx 

и, следовательно, плотность потенциальной энергии имеет вид 

ер = - J (div s)2 . (4.104) 

Поскольку дивергенция векторного поля характеризует плотность его ис-
точников, она не зависит от ориентации координатных осей и от выбора 
системы координат (см. приложение 3). Таким образом, равенство (4.104) 
остается верным и в общем случае, когда вектор s имеет все три ненулевые 
компоненты. 

Из изложения видно, что полная энергия элементарного объема V равня-
ется 

W = U+ E 

или 

W = P0V + - d i v 2 s V. (4.105) 

Соответственно, полная плотность энергии в окрестности некоторой точ-
ки дается следующим выражением: 
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е(р, r ) = M l + £ d i v 2 s . 
2 2 (4.106) 

Отсюда, например, можно представить такие точки, в которых плотности 
потенциальной и кинетической энергий в некоторый момент времени могут 
либо обращаться в ноль, либо достигать своих максимальных значений. 

ПРИНЦИП СОХРАНЕНИЯ ЭНЕРГИИ 

Как следует из выражения (4.106), полная энергия произвольного объе-
ма (рис 4.4, б) дается выражением 

WW = 1JfP0V2 +Kdiv2 s]dV. (4.107) 
2V 

Причиной изменения полной энергии могут служить следующие три фак-
тора: 

1) наличие внешних (первичных) источников волн внутри самого 
объема V; 

2) превращение этой энергии в тепло; 
3) поток энергии через поверхность объема. 
Тогда согласно принципу сохранения энергии имеем 

— = L - Q - J Y d S . (4.108) 
Э' s 

Здесь L - это количество кинетической и потенциальной энергии, со-
зданной внешними источниками в единицу времени, Q - количество механи-
ческой энергии, перешедшей в тепло (также в единицу времени). 

Последний член в правой части равенства (4.108) 

jY-dS (4.109) 
5 

называется потоком энергии. Он определяет количество энергии, передаю-
щейся через поверхность S объема за одну секунду. Вектор Y характеризует 
плотность потока энергии и играет ту же роль, что и плотность тока j при 
изучении электрического тока. 

Таким образом, поток равняется количеству энергии, переносимой через 
элементарную поверхность единичной площади за одну секунду. При этом 
важно, чтобы эта поверхность была перпендикулярна вектору Y, который 
так же, как и в случае электромагнитных полей называется вектором Пойн-
тинга. 

По определению, в системе единиц СИ 

\у]~ Д* - Вт 
М м2.с м 2 ' 
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Поскольку вектор d S направлен в сторону от объема, положительное 
значение потока означает, что объем теряет энергию, и, наоборот, энергия 
внутри объема увеличивается, если поток энергии является отрицательным. 
В общем случае в разных точках поверхности S вектор Пойнтинга имеет 
различную амплитуду и направление. В частности, в некоторых точках он 
может быть направлен внутрь объема, а в других иметь направление в сторо-
ну от объема или параллельно его поверхности. 

Выразим теперь вектор потока энергии Y через давление и скорость час-
тиц. Для упрощения выкладок предположим, что среда внутри объема од-
нородная, а внешние источники энергии отсутствуют. Также пренебрежем 
эффектом перехода механической энергии объема в тепло, т.е. 

L = Q = 0. 

Тогда вместо (4.108) можно записать 

Очевидно, что в этом случае причиной любого изменения энергии W 
может быть только поток энергии. 

Так, например, если поток через поверхность S является положитель-
ным, производная dW/dt отрицательна, и, следовательно, количество энер-
гии внутри объема уменьшается. 

Сначала выразим смещения через скалярный потенциал и выполним не-
которые другие довольно простые алгебраические действия. Принимая во 
внимание тот факт, что в однородной среде векторное поле смещений s 
представляет собой поле источников (см. приложение 3), rot s = 0, мы снова 
можем ввести потенциал <р: 

s = grad ф = Vcp. 
Отсюда выражения для плотности кинетической и потенциальной энер-

гий можно записать в виде 

ер =^Kdiv 2 S = -J(V2Cp)2, 

поскольку 

div grad <р = V2<p. 

Подстановка формул (4.111) в равенство (4.107) дает следующее выраже-
ние для полной энергии объема V: 

(4.110) 

(4.111) 

и 

V 1 

(4.112) 

ще 
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ф = Эф/Э/. 

Дифференцируя равенство (4.112) по времени, получим 

^ = J &>oV<j> • Уф + P0C2V2 q>V2<f>]dV, (4.113) 
V 

поскольку 

K = P0C2 

и с является фазовой скоростью волны, причем 

А; А2Ф 

Поскольку скалярный потенциал удовлетворяет уравнению движения 

У 2 Ф = ф / с 2 , 

формулу (4.113) можно переписать в виде 

Щ"-= P o J [ • V9 + фУ 2ф]<ЛЛ (4.114) 
v 

Стоящее здесь подынтегральное выражение можно упростить. Действи-
тельно, используя тождество 

ViaVb) = VaVb + aV2b 

и вводя обозначения 
а = ф и b = ф, 

получим 

V. (фУф) = Уф • Уф +ф У2ф. 

Таким образом, вместо равенства (4.113) получим 

? = Ро/№у(фУф)Л\ (4.115) 

Как было показано в предыдущем разделе, 

V = gradф и Pа= — Po ф • 

Соответственно, выражение (4.115) можно записать как 

^ L = - J d i (4.116) 
Э/ ^ 

Теперь, применяя теорему Гаусса (см. приложение 3) 

JdivXrfK = f X . d S , 
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выразим скорость изменения энергии ЭИ7Э/ через поверхностный интеграл: 
эи 
дг 

dw = -$Pa\dS, (4.117) 

где S - поверхность объема V. 
Наконец, из формул (4.110) и (4.117) получаем 

f(K-/> f lv)dS = 0. (4.118) 

ВЕКТОР ПОЙНТИНГА 

Мы удовлетворим уравнению (4.118), если положим 

Y = PFLV. (4.119) 

Безусловно, можно представить себе бесконечное число векторных 
функций, описывающих вектор Y, которые также будут являться решениями 
уравнения (4.118). Учитывая, что равенство (4.118) выполняется для произ-
вольной поверхности S, приходим к выводу, что подынтегральное выраже-
ние в этой формуле равно нулю. Другими словами, вектор Пойнтинга равен 
произведению избыточного давления и скорости. Отсюда следует, что если 
давление Pa положительно, то векторы v и Y направлены в одну сторону. И 
наоборот, в окрестности тех точек, где давление Pa отрицательное, вектор 
Пойнтинга и вектор скорости имеют противоположные направления. Мож-
но сказать, что вектор Пойнтинга позволяет наглядно представить распрост-
ранение волны как перенос энергии. 

Рассматривая поведение давления и смещения в окрестности границы раз-
дела двух сред с разными параметрами, мы видели, что 

P1 = P2 и 51л = 52/>, (4.120) 

в то время как тангенциальная компонента смещения может иметь разрыв. 
Вместо равенств (4.120) можно записать 

Pi = Pi и vln = v2n. 
Таким образом, нормальная компонента вектора Y является в окрестнос-

ти границы непрерывной функцией, а тангенциальная компонента этого 
вектора обычно претерпевает разрыв: 

Yln = Y2n KYtl* Y21. (4.121) 

Последнее соотношение показывает, что по обе стороны границы вектор 
Пойнтинга имеет разные амплитуды и направления. 

По определению (см. приложение 3), вектор Пойнтинга направлен по ка-
сательной к векторной линии (линии тока) поля (рис. 4.5, а), а семейство 
таких линий образует геометрическую модель этого поля. Представим себе 
произвольную замкнутую кривую /, не совпадающую с векторной линией ни 
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а у б 

SX>S2 s}<s2 

Рис. 4.5. Линии тока вектора Пойнтинга (а); векторные трубки вектора Пойнтинга (б); 
нормальное падение волны (в); поведение векторных трубок Y на границе раздела (г, д) 

в одной точке и проведем через каждую точку этой кривой векторную ли-
нию (рис. 4.5, б). Таким образом, мы получим векторную трубку поля Y. 

Поскольку горизонтальная поверхность S1 образована векторными лини-
ями, вектор Пойнтинга направлен по касательной к этой поверхности: 

Другими словами, поток энергии через поверхность St равен нулю, и это 
означает, что поток энергии через любое поперечное сечение векторной 
трубки остается постоянным. В общем случае вектор Пойнтинга изменяется 
вдоль трубки, т.е. может иметь различные значения в разных точках сечений 
трубки. В то же время, поскольку амплитуда вектора Пойнтинга меняется 
вдоль сечений незначительно, этими различиями можно пренебречь. 

Такая векторная трубка называется элементарной, поток энергии внутри 
трубки 

Здесь Y(p) обозначает амплитуду вектора Пойнтинга. 
Таким образом, величина Y обратно пропорциональна площади сечения: 

Рассмотрим поведение такой трубки на границе раздела двух сред. Снача-
ла предположим, что тангенциальная компонента скорости равняется нулю 
(рис. 4.5, в). Поскольку модуль вектора Y остается неизменным, площадь 
поперечного сечения также не должна меняться: 

Yn = О на S1. (4.122) 

Y(P1)S(P1) = Y(p2)S(p2) = ... = const. (4.123) 

Y ~ 1/5. (4.124) 
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S1=S2. 

Рассмотрим другой случай (рис. 4.5, г), при котором тангенциальная 
компонента смещений и, следовательно, тангенциальная компонента скоро-
сти удовлетворяет следующему условию: 

V2l > Vu. 

В соответствии с этим условием, амплитуда вектора Пойнтинга во второй 
среде увеличивается. Поскольку поток энергии в трубке остается постоян-
ным, отсюда делаем вывод, что 

S2KS1. 

Наконец, рассмотрим последний случай, при котором v2t < Vll (рис. 4.5, 
д). В этом случае поперечное сечение элементарной трубки во второй среде 
увеличивается: 

S2>S,. 

4.4. ЗАДАЧА С ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ. 
ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ 

Как уже упоминалось ранее, исходя только из физических законов, уп-
равляющих поведением волн, или, что эквивалентно, основываясь только на 
волновом уравнении, нельзя однозначно определить давление P0 и скорости 
частиц v, возникающие при распространении волн. Причина этого заключа-
ется в том, что волновое уравнение имеет бесконечно много решений. Учи-
тывая это, необходимо сформулировать граничную задачу (см. приложение 
3). Другими словами, необходимо задать такие условия, которые вместе с 
волновым уравнением определяли бы волновое поле единственным образом. 
Аналогичный подход используется для электрических, магнитных и элект-
ромагнитных полей. Чтобы решить эту проблему, мы докажем теорему 
единственности для случая распространения волны в кусочно-однородной 
среде. 

Как было показано в разделе 4.2, в регулярных точках функции Р(ру t) и 
v(p, 0 удовлетворяют волновым уравнениям 

а на границах сред давление и нормальная компонента скорости являются 
непрерывными функциями (рис. 4.6, а): 

В то же время тангенциальная компонента скорости vt может на этих 
границах претерпевать разрыв. Здесь следует сделать два замечания: 

(4.125) 

Pi = Phl и V n j = V n t h l . (4.126) 
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в 

Рис. 4.6. Рис. 4.6. Иллюстрация теоремы един-
ственности 

а) второе из уравнений (4.125) получено с помощью дифференцирования 
по времени волнового уравнения для смещения s; 

б) для упрощения формул мы везде опустили нижний индекс а: 

Уравнения (4.125) и (4.126) описывают поведение волн дилатации в ку-
сочно-однородной среде, за исключением тех точек, где располагаются пер-
вичные источники этих волн. Отсюда следует, что эти уравнения имеют бес-
конечно много решений, т.е. они не определяют волновое поле однозначно. 
Чтобы определить функции P и v, необходимо иметь о них дополнительную 
информацию, которую обычно можно получить исходя из конкретной 
задачи. 

В этом смысле существует полная аналогия с формулировками гранич-
ных задач для других геофизических полей. Чтобы получить необходимую 
информацию, мы начнем с принципа сохранения энергии и рассмотрим 
несколько моделей среды и волновых полей. 

ТЕОРЕМА ЕДИНСТВЕННОСТИ ДЛЯ НЕСТАЦИОНАРНЫХ ПОЛЕЙ 

1. Предположим, что среда, заключенная в объеме V (рис. 4.6, б), явля-
ется однородной, и в ней отсутствует затухание. Кроме того, предположим 
также, что нет никаких внешних генераторов волнового поля. Тогда, как 
следует из уравнения (4.117), 

Pa = />. (4.127) 
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Bw 
a + J P v d S = 0, (4.128) 

где S0 - это замкнутая поверхность объема V, а 

£ 

- полная энергия, заключенная в данном объеме, которая является величи-
ной неотрицательной. 

Существенно, что уравнение (4.128) связывает волновые поля внутри 
объема и на его поверхности. Именно поэтому оно используется для доказа-
тельства теоремы единственности. Интуитивно понятно, что давление и ско-
рость частицы в каждой точке объема V в некоторый момент времени t за-
висят от поведения волны внутри и вне объема в моменты времени, предше-
ствующие л Зафиксируем некоторый начальный момент времени t0 и будем 
далее рассматривать поведение волн в моменты времени г. 

Для того чтобы однозначно определить параметры волны в момент вре-
мени г, необходимо иметь информацию о волновом поведении в интервале 
времени 

t0 < К < г. 

Чтобы определить условия, необходимые для единственности, рассмот-
рим два произвольных решения волновых уравнений: 

V1, P1 и v 2 , P2. 

Поскольку уравнения (4.125) являются линейными, разности 

V3 = V 2 -V 1 и P3 = P2-P1 (4.130) 

также являются решениями уравнений 

^ 3 = 4 - ¾ 1 и < 4 1 3 1 > 
CZ Br Cl Br 

и, следовательно, равенство (4.128) можно записать в виде 

+ iP3v3ndS = 0. (4.132) 
Э ' S0 

Здесь W3 - полная энергия разностного поля, a P3 и v3n обозначают, со-
ответственно, избыточное давление и нормальную компоненту скорости на 
поверхности S0. 

Предположим теперь, что оба решения (4.130) имеют одинаковые значе-
ния избыточного давления во всех точках поверхности S0, т.е. 

PiiP, О = PiiP, О =/ i (p , U) на S0. (4.133) 
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В этом случае давление P3 разностного поля на поверхности S0 всюду 
равняется нулю: 

P3(PtK) = O на S0 (4.134) 

и, в соответствии с уравнением (4.132), поток вектора Пойнтинга через эту 
поверхность также имеет нулевое значение. 

Таким образом, 

= (4.135) 

и сумма кинетической и потенциальной энергий разностного поля в указан-
ном интервале времени остается постоянной. 

Пусть в дополнение к этому известно волновое поле в начальный момент 
времени t0: 

PiP, к) = у(р9 /0) и \(р9 t0) = N(/?, t0). (4.136) 

Если оба решения: Pu V1 и P2 , V2 удовлетворяют условиям (4.136), то 
разностные поля P3, V3 в этот момент времени равны нулю в каждой точке 
объема V: 

P3OMo) = О, V3(ZM0) = O. (4.137) 

Таким образом, полная энергия E3 также равняется нулю: 
W3(p>t0) = 0. (4.138) 

Затем, учитывая выражение (4.135), мы делаем вывод, что функция W3  
остается равной нулю: 

W3(P9U) = O9 (4.139) 

при условии, что г > t0. 
Поскольку полная энергия является суммой двух положительных слагае-

мых, которые описывают кинетическую и потенциальную энергии (см. 
формулу 4.129), равенство (4.139) выполняется, если 

Ръ(Р> О = 0 и v30>, и) = 0. 
По определению разностного поля (4.130) это означает, что 

PiiP, '•) = Р2(р9 О и v t(p, О = v2(p, U). (4.140) 

Таким образом, два решения волновых уравнений, удовлетворяющие ус-
ловиям (4.133) и (4.136), совпадают друг с другом, т.е. эти решения единст-
венным образом определяют волновые поля внутри объема V. Другими сло-
вами, мы доказали теорему единственности, и граничную задачу теперь мож-
но сформулировать следующим образом: 

а) внутри объема V9 где все точки являются регулярными, имеем 

V P = - L ^ f и 
с2 Эг с2 Эг 
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б) в каждой точке поверхности S0 избыточное давление должно совпадать 
со следующей функцией: 

Р(р, U) = / , (р , U) на S0; (4.141) 

в) в начальный момент времени t0 давление P и скорость v должны быть 
известны в каждой точке данного объема: 

Р(Р• *0) = to) и V = N(р, г0). 

В соответствии с теоремой единственности эти три условия однозначно 
определяют волну в каждой точке объема, показанного на рис. 4.6, б. 

Здесь необходимо сделать следующие замечания. 
Условие (4.141) называется граничным условием, и для него требуется 

знать давление в каждой точке замкнутой поверхности на интервале времени 

Г0 < U < t. 

Это граничное условие позволяет учесть влияние источников, располо-
женных вне объема V. 

В отличие от граничного условия, выражение (4.136) определяет началь-
ные условия, означающие, что в начальный момент времени t0 необходимо 
знать давление P и скорость v в каждой точке объема. Информация, необ-
ходимая для задания граничных и начальных условий, определяется обычно 
из свойств конкретной задачи. Объем V может быть окружен несколькими 
поверхностями: S0, S01, S02,..., S0n (см. рис. 4.6, а), и давление должно быть 
известно на каждой из этих поверхностей. 

Предположим, что на поверхности S0 вместо давления задана нормальная 
компонента скорости: 

Vn(K)^f2(K) на S0. (4.142) 

Если мы снова рассмотрим два решения волнового уравнения, удовлетво-
ряющие условию (4.142), поверхностный интеграл в выражении (4.132) для 
разностного поля также обратится в нуль. Отсюда следует, что это гранич-
ное условие вместе с начальным условием также однозначно определяют 
волновое поле. 

Исходя из теоремы единственности, мы получили два независимых гра-
ничных условия: 

P(h) (К) и л и V n ( K ) ^ f 2 ( K ) н а S 0 . 

Каждое из них можно использовать для формулировки граничной за-
дачи. 

2. Рассмотрим теперь более общий случай кусочно-однородной среды, 
заполняющей объем V. Для простоты предположим, что существует единст-
венная внутренняя граница Sn (рис. 4.6, в), по обе стороны от которой фи-
зические свойства среды (р, с) могут различаться. Принимая это во внима-
ние, нарисуем вокруг этой границы поверхность S1. Тогда для объема V\ 
заключенного внутри поверхностей S0 и S1, мы снова имеем 
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2*-+jPvndS+jPvndS = 0. (4.143) 

В пределе, когда поверхность S1 стремится к поверхности S12, объем V* 
стремится к V, и следовательно, в последнем слагаемом (4.143) нужно инте-
грировать по обеим сторонам поверхности S12. 

Учитывая направления единичных векторов n, Iil и п2, 

п = п,, но п = - п 2 , 

показанных на рисунке 4.6, в, получим 

где Р(1), и Р{2\ у™ обозначают давление и нормальную компоненту ско-
рости соответственно на задней и лицевой поверхности. 

Из законов физики следует, что обе эти функции являются непрерывны-
ми при переходе через поверхность раздела и, следовательно, решения вол-
нового уравнения также должны удовлетворять равенствам (4.126). Поэтому 
интеграл (4.144) обращается в нуль, и мы снова приходим к уравнению 
(4.128). Таким образом, в соответствии с теоремой единственности, в 
формулировку граничной задачи необходимо включить еще одно условие, 
а именно условие непрерывности избыточного давления P и нормальной 
компоненты скорости Vn на внутренней границе. Очевидно, что точно так 
же будет формулироваться задача с граничными условиями при наличии 
нескольких границ раздела Slt |+1 и поверхностей S01, окружающих объем 
V. Следует отметить, что граничные условия могут различаться на разных 
поверхностях S0i9 а также в различных точках одной и той же поверхнос-

Сцелаем еще одно замечание. То, что граничные и начальные условия 
определяют единственным образом волновое поле, означает, прежде всего, 
наличие определенных соотношений между этими условиями и волновым 
полем в каждой точке объема V. В дальнейшем этот вопрос будет обсуж-
даться более подробно, что приведет нас к известным формулам Гельмголь-
ца и Кирхгоффа. 

3. До сих пор предполагалось, что первичные (внешние) источники волн 
внутри объема V отсутствуют. Рассмотрим теперь более общий случай, когда 
внутри указанного объема находится некоторый источник. Окружим этот 
источник замкнутой поверхностью Ss (рис. 4.6, в) и снова применим закон 
сохранения энергии к волновому полю, возникающему в объеме V з а к л ю -
ченному внутри поверхностей S0, S12 и S r В частности, для разностного по-
ля имеем 

12 

(4.144) 

ти Sol. 

jPv3ndS+ jPv3l,dS+jPvindS=0. (4.145) 
S0 S1J Ss 
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Очевидно, что в случае поверхности S0 последний интеграл равняется 
нулю: 

$ Pv2nClS = O1 (4.146) 

если давление либо нормальная компонента скорости заданы на поверхности 
Sx. В этом случае уравнения (4.145) и (4.143) совпадают. Таким образом, 
решение граничной задачи, т.е. волновое поле, должно удовлетворять следу-
ющим условиям: 

а) в регулярных точках кусочно-однородной среды: 

г 2 Э/2
 C2 Bt2 

б) на поверхности Ss, окружающей источник: 

P(t.)=fis(K) и л и vn(u) =f2s(t.) н а S s ; 

в) на границе раздела Sitм: 

Л = Л> 1 и vfl, = v,hl+l; 
г) на границе S0y окружающей объем, должно быть известно давление P 

или нормальная компонента скорости v„: 
P ( U ) = M Q или vn(t,)=f2(u) на S0 ; 

д) в начальный момент времени t0 в каждой точке объема должны быть 
известными избыточное давление и скорость: 

Р(р, to) = V(P, 'о) и v(p, t0) = NP(p, t0). 

Как следует из теоремы единственности, все перечисленные условия оп-
ределяют волновое поле единственным образом. 

Очень часто оказывается возможным вместо реального источника ис-
пользовать его подходящую модель, например точечный или линейный ис-
точник. Такая замена, как правило, не влияет на поведение волн на расстоя-
ниях, в несколько раз превышающих размеры источника. Однако такие мо-
дели значительно упрощают граничные условия вблизи него. Как будет по-
казано в дальнейшем, давление и скорость частицы вблизи таких источников 
увеличиваются до бесконечности, и, следовательно, полное волновое поле 
определяется только самим источником: 

Р(р, и) -> Рр(р, О или vn(py tm) vnp(pt О , если R -> 0, (4.147) 

где Pp и Vnp описывают первичную волну от точечного или линейного ис-
точника, a R обозначает расстояние между источником и точкой наблюде-
ния. Асимптотические соотношения (4.147) в дальнейшем будут часто ис-
пользоваться в качестве граничных условий вблизи источника. 

Полезно также отметить следующее. При изучении волнового поля во 
всем пространстве поверхность S0 нужно устремить к бесконечности (рис. 
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4.6, в). В этом случае ее можно рассматривать как поверхность сферы бес-
конечного радиуса. Поскольку волны распространяются с конечной скоро-
стью с, можно предположить, что волновое поле на этой поверхности отсут-
ствует. Соответствующее граничное условие запишется в виде выражения 

P(t.) -> 0 и v(r.) -> 0, если R о о 9 (4.148) 

которое называется условием на бесконечности. В действительности началь-
ные условия уже содержат эту информацию, и, следовательно, нет необхо-
димости использовать асимптотические соотношения (4.148). 

В регулярных точках кусочно-однородной среды скорости частиц и сме-
щения являются полями источников. Поэтому естественно сформулировать 
граничные условия в терминах скалярного потенциала <р. Как мы уже знаем, 
скалярный потенциал удовлетворяет волновому уравнению и связан со сме-
щением частиц и избыточным давлением следующими соотношениями: 

s = grad ф и P = -
dt2 

Учитывая эти равенства, граничную задачу для потенциала можно сфор-
мулировать следующим образом: 

а) в регулярных точка среды: 

б) в окрестности первичного источника: 

Ф(р, О -> ФР(р, О , если R О, 

где ф я - скалярный потенциал первичной волны от точечного или линейного 
источника; 

в) на границе двух сред с различными физическими свойствами: 

Р.Ф.С.) = р М Ф м ( о и ^ = ¾ ^ ; 

г) на любой граничной поверхности должны быть известны скалярный 
потенциал или нормальная компонента скорости: 

Ф(г,) = о ( 0 или ^ l = р ( 0 ; 

д) в начальный момент времени в каждой точке объема должны быть из-
вестны скалярный потенциал и его вторая производная по времени: 

<Р(Р, to) = O0(P) И =P0(P)1 Ot 

поскольку эти две величины определяют скорость и давление. 



ЗАДАЧА С ГРАНИЧНЫМИ УСЛОВИЯМИ ДЛЯ СИНУСОИДАЛЬНЫХ ВОЛН 

Из-за наличия начальных условий решение граничной задачи обычно 
оказывается довольно трудной задачей. Это одна из главных причин, из-за 
которой мы рассмотрим случай, когда волны являются синусоидальными 
функциями времени. Тогда скалярный потенциал можно представить как 

Ф(р, 0 = Re[<D(р, co)eH'w1t (4.149) 

где Ф(р, со) - комплексная амплитуда потенциала, удовлетворяющая уравне-
нию Гельмгольца 

V2O(/?, со) + к2Ф(р, со) = 0. 

Здесь к = со/с - волновое число. 
Перед тем, как сформулировать граничную задачу, заметим следующее: 
а) по определению, комплексная амплитура Ф(/?, со) не зависит от време-

ни и, следовательно, отпадает необходимость использовать начальные усло-
вия. По этой причине определение синусоидальных волн значительно легче, 
чем определение нестационарных (бегущих) волн; 

б) очевидно, что из непрерывности давления и нормальной компоненты 
скорости следует непрерывность комплексных амплитуд. 

В соответствии с этим, граничную задачу для комплексных амплитуд 
можно сформулировать следующим образом. 

1. В регулярных точках 

V 2 O 1 + *?Ф, = 0. 

2. Вблизи точечного или линейного источника 

Ф -> Фр, если R 0. 

3. На внутренней границе 

р.ф, = РмФ/ч и ^ = on on 

4. В случае бесконечного пространства функция <р*(р, со) стремится к 
нулю на бесконечности: 

Ф(р, со) 0, если R оо, 

и ее поведение подчиняется определенному правилу (условию Зоммерфель-
да), которое мы рассмотрим позднее. 

Как уже отмечалось, в результате решения данной граничной задачи и 
последующего использования интеграла Фурье мы можем также найти вы-
ражения для нестационарных волн. 



4.5. ГРАВИТАЦИОННЫЕ ВОЛНЫ В ЖИДКОСТЯХ 

Ранее мы рассмотрели примеры продольных и поперечных волн, в кото-
рых вектор смещения s направлен либо параллельно, либо перпендикулярно 
вектору скорости волны с. В обоих случаях распространение волны сопро-
вождалось определенными деформациями среды и, как следствие, появлени-
ем внутренних (восстанавливающих) сил. 

Рассмотрим теперь абсолютно другой тип волн, которые возникают в 
жидкости в том случае, когда она граничит с воздухом (имеет свободную 
поверхность). При распространении такой волны форма элементарного объ-
ема среды изменяется, но это не приводит к появлению внутренних сил. В то 
же время сила гравитации играет в этом случае ту же роль, что и внутренняя 
сила при распространении волн дилатации. Изложенные здесь сведения мо-
гут быть полезны при изучении волн Рэлея и Стоили, так как эти волны 
имеют некоторые общие черты с гравитационными волнами. 

Рассмотрим однородное полупространство, заполненное идеальной не-
сжимаемой жидкостью (вязкость идеальной жидкости равняется нулю). Как 
это следует из рис. 4.7, а, в состоянии равновесия давление жидкости опре-
деляется следующим образом: 

P(z + Az) = P{z) + PogAz. 

Здесь z - расстояние от свободной поверхности: z = 0, а слагаемое pgAz 
характеризует вес элементарного объема жидкости AV, имеющего высоту Az 
и единичную площадь поперечного сечения. 

Таким образом, в состоянии равновесия давление линейно зависит от 
глубины. 

Предположим далее, что в окрестности некоторой точки на поверхности 
z = 0 образуется впадина, например, вследствие падения какого-нибудь тела. 
В результате этого частицы не могут двигаться только по вертикали или 
только по горизонтали, поскольку жидкость несжимаема и ее масса по обе 
стороны впадины является бесконечной. Вокруг впадины формируется гре-
бень, и, в соответствии с принципом сохранения массы, в этом гребне со-
держится такое же количество жидкости, какое первоначально занимало 
объем впадины. 

УРАВНЕНИЕ ДВИЖЕНИЯ 

Очевидно, что теперь, в отличие от состояния равновесия, давление изме-
няется и вдоль горизонтального направления и зависимость давления по глу-
бине уже не является линейной. Из-за этого движение частиц жидкости про-
исходит с ускорением. В частности, под действием силы гравитации частицы 
гребня движутся вниз и в результате на его месте также образуется впадина. 
Как следствие, гребни и впадины образуются на более далеких расстояниях и 
таким образом возникает волна, распространяющаяся в сторону от точки 
своего зарождения. 
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Такая волна называется гравитационной из-за роли, которую в ней играет 
гравитационное поле. 

В дальнейшем нам понадобятся следующие предположения: 
а) жидкость является идеальной, т.е. ее вязкость считается равной нулю; 
б) жидкость является несжимаемой: К -»<»; 
в) амплитуды смещений s малы по сравнению с длиной волны. 
Изучение гравитационных волн естественно начать со следующей системы 

уравнений, полученной в разделе 4.1: 

Здесь целесообразно заметить следующее: 
а) ускорение частиц элементарного объема вызвано двумя причинами: 

гравитационным полем и разностью давлений; 
б) в случае волн дилатации разность давлений является единственной при-

чиной, которая приводит к появлению избыточной плотности массы. В слу-
чае гравитационных волн эта избыточная плотность ря равняется нулю, а 
разность давлений возникает из-за вертикального движения частиц вблизи 
свободной поверхности и ниже. 

Согласно уравнениям (4.150), в регулярных точках выполняются следую-
щие равенства: 

r o t s = 0 и div s = 0, (4.151) 

т.е. внутри жидкости отсутствуют источники и вихри ПОЛЯ S. 
Геометрическая интерпретация уравнений (4.151) состоит в том, что гра-

витационное поле не приводит к изменению объема (div s = 0) и у поля 
смещений отсутствуют вращения и простые сдвиги (rot s = 0). 

Вместо смещения s, удобнее использовать скорость частицы v. Диффе-
ренцируя уравнения (4.151) по времени, получим 

r o t v = 0 H d i v v = O. (4.152) 

Как известно, из первого уравнения этой системы следует, что 

р 
div s = —2- и 

К Po I r = - S r a d Pog 

или, поскольку жидкость является несжимаемой, 

div s = 0 и p 0 | ^ = -V/> + p0g. (4.150) 

V = gradcp,, 

где ф, - скалярный потенциал поля v. 

(4.153) 

Подстановка уравнения (4.153) во второе уравнение (4.151) дает 

div grad ф! = О 

или 

У 2
Ф , = 0 . (4.154) 
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Воздух 

О 

Жидкость 

Свободная 
поверхность 

A z 
P(z + AzJ 

б 
z 

h>t 1 

Рис. 4.7. Давление в положении равновесия (а); движение частиц во времени (б); распро-
странение поверхностной волны (в); деформация элементарного объема (г) 

Таким образом, скалярный потенциал <р, в регулярных точках удовлетво-
ряет уравнению Лапласа, которое в декартовых прямоугольных координатах 
(рис. 4.7, а) записывается как 

Э2Ф1 , B2Cp1 f Э2фд _ Q 

а*2 ду2 Bz2 (4.155) 

Это уравнение выполняется во всех точках полупространства, за исклю-
чением свободной поверхности z = 0. 

ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 

Чтобы изучить поведение потенциала на свободной поверхности, вос-
пользуемся уравнением (4.150), представляющим собой формулировку вто-
рого закона Ньютона. Вводя скорость частицы 

V = ds/dt 

и используя уравнение (4.153), получим 

P o g r a d ^ = -grad P + p0g. Ot 
(4.156) 

По определению градиента скалярной функции, z-компонента этого 
уравнения записывается как 

р о э Г э Г _ az р о 8 ' 
(4.157) 
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Здесь g - амплитуда гравитационного поля, а знак "минус" перед послед-
ним слагаемым в правой части появляется из-за того, что направление поля 
g всюду противоположно направлению оси z. 

Интегрирование уравнения (4.157) по координате z дает 

Po-̂ L = - / > - p 0 g Z + C. (4.158) 

Здесь С - постоянная интегрирования, не зависящая от z, а потенциал <р, 
является вспомогательной функцией, определяемой с точностью до конс-
танты. 

Учитывая, что давление на свободной поверхности равняется атмосфер-
ному давлению P0 , которое считается постоянным, перепишем уравнение 
(4.158) в виде 

P o = - P o ^ 1 - P o g s 2 + С, (4.159) 
at 

где sz обозначает смещение частиц свободной поверхности, и S2 = z. 
Чтобы упростить уравнение (4.159), зададим скалярный потенциал ср, как 

Ф , = Ф - - J - ( P 0 - C ) / . 
Po 

Тогда уравнение (4.159) перепишется следующим образом: 

Л =-Po I f - + Л)-Po gsz 

или 

S 2 = - I ^ . (4.160) 

Это уравнение задает соотношение между смещением s: и потенциалом ф 
в точках свободной поверхности. 

Поскольку наша цель состоит в том, чтобы получить решение граничной 
задачи относительно скалярного потенциала, естественно теперь заменить 
смещение ^z в уравнении (4.160) его выражением через потенциал ф. 

Дифференцируя уравнение (4.160) по времени, получим 

^ = (4.161) 
Э/ g Bt2 

Левая часть этого выражения представляет собой z-компоненту скорости 
частицы: vz. В то же время, согласно уравнению (4.161), z-компонента ско-
рости определяется как 

V ГГ Эф1
 =

 dV 
z Bz Bz ' 

Таким образом, вместо уравнения (4.161) имеем 

Эф _ 1 Э2ср 
Bz g эt2 

Эф ( 4 1 6 2 ) 
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Это уравнение записано для точек свободной поверхности, смещенных в 
результате распространения волны относительно своего первоначального 
положения. Тем не менее, учитывая, что смещения частиц малы, будем 
предполагать, что производные в уравнении (4.162) берутся в точках z = 0. 

Сформулируем теперь граничную задачу, состоящую из следующих ус-
ловий: 

а) в регулярных точках потенциал удовлетворяет уравнению Лапласа 

V2 ф = 0; 
б) на свободной поверхности выполняется следующее граничное условие: 

I t 8 5 I i f l i если z = 0; dz g ^t2 

в) с увеличение расстояния от свободной поверхности, амплитуда волно-
вого поля должна уменьшаться и на бесконечности стремиться к нулю: 

9(z) —> 0, если z —> - оо. 

Поскольку нашей задачей является изучение общих свойств гравитацион-
ных волн, мы не будем учитывать влияние первичных источников. Более 
того, мы предположим, что потенциал ф не зависит от координаты у и опи-
сывает синусоидальную волну, распространяющуюся вдоль оси х. В этом слу-
чае уравнение Лапласа заметно упрощается: 

Уф/Э*2 + 9>/dz 2 = 0. (4.163) 

Это уравнение имеет бесконечное множество решений. Поскольку мы 
интересуемся волновыми явлениями, естественно искать решение уравнения 
(4.163) в виде 

ф = i4(z)cos(cor - кх). (4.164) 
Множитель 

cos(cor - кх) 

указывает на то, что волна распространяется в сторону от начальной точки 
* = 0. 

В предыдущих выражениях A(z) является неизвестной функцией, со обо-
значает круговую частоту, а к-волновое число, причем (см. главу 3) 

к = со/с, (4.165) 

где с - фазовая скорость волны. 
Чтобы определить функцию A(z), подставим выражение (4.164) в уравне-

ние (4.163). В результате получим обычное дифференциальное уравнение 
второго порядка: 

cPA/dz2-l<?A = 0. (4.166) 

Известно, что решение этого уравнения имеет вид 

A(z) = Cekz + Dekz. (4.167) 
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Учитывая, что волновое поле должно затухать при z «>, отбросим 
член Cekz и получим 

A(Z) = Dekz. (4.168) 

Выражение для скалярного потенциала принимает вид 

<р(х, Zy со) = De**cos(o)f - кх). (4.169) 

Здесь D и к являются неизвестными. Поскольку первичные источники 
гравитационных волн здесь не рассматриваются, коэффициент D останется 
неопределенным. 

Существенно, что потенциал <р, задаваемый выражением (4.169), удовле-
творяет уравнению Лапласа и условиям на бесконечности. Таким образом, 
два из сформулированных ранее условий граничной задачи оказываются вы-
полненными. Неизвестное волновое число к теперь можно найти из условий 
на свободной поверхности. 

Подставляя (4.169) в (4.162), получим 
„2 

kDcos(G)r-кх) = Dcos(G)/- кх) 

или 
к = (x)2/g. (4.170) 

Из последнего равенства видно, что гравитационные волны существуют 
только тогда, когда волновое число к и круговая частота со связаны между 
собой определенным соотношением. Другими словами, скалярный потенци-
ал ф, задаваемый выражением (4.169), является решением сформулирован-
ной выше граничной задачи, если только волновое число к и круговая час-
тота со удовлетворяют условию (4.170). 

Из формул (4.165) и (4.170) следует, что фазовая скорость и длина вол-
ны определяются следующими двумя выражениями: 

с = g/(x) = gT/2n (4.171) 
и 

Х = сТ = gT2/2n = 2ngZb)2. (4.172) 

ПОВЕДЕНИЕ ГРАВИТАЦИОННЫХ ВОЛН 

В уравнениях (4.171) и (4.172) содержится очень интересная информация 
о гравитационных волнах. Прежде всего, заметим, что их скорость значи-
тельно меньше, чем скорость акустических волн (см. табл. 4.1). 

Т А Б Л И Ц А 4.1 

/. Гц 0,1 1,0 10,0 100,0 
с, м/с 15,6 1,56 0,16 0,016 
X, м 1,56-102 1,56 1,5610-2 1,56 K T 4 

KT м-1 4,0-IO"2 4,0 4,0-IO2 4,0-IO4 
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Из равенства (4.171) видно, что фазовая скорость является функцией час-
тоты или, точнее, она обратно пропорциональна круговой частоте о). В 
общем случае, зависимость скорости с от частоты называется дисперсион-
ным соотношением и будет часто встречаться в дальнейшем изложении. 

Рассмотрим теперь движение частиц, связанных с распространением гра-
витационной волны. 

По определению, имеем 

vx = Эф/Эдг и V2 = Эф/Эz. 

Отсюда, учитывая выражение (4.169) для скалярного потенциала, полу-
чим 

vx = Dkekz Sin(G)J - кх) 

Vz = D£e*-Tcos(o)r - кх). 

Таким образом, скорость частицы v имеет две компоненты с одинако-
выми амплитудами и сдвигом фаз, равным я/2. Одна из этих компонент, vxt  
имеет то же направление, что и фазовая скорость волны, а вторая, vxt на-
правлена вдоль оси z. 

Из выражений (4.173) следует, что амплитуда вектора v определяется как 

и в любой точке среды вектор скорости вращается в плоскости, параллель-
ной плоскости XOZ. 

Кроме этого, видно, что по мере удаления от свободной поверхности 
амплитуда волнового поля и, в частности, амплитуда поля скорости частиц 
уменьшается. Имея в виду именно эту характеристику гравитационных волн, 
их часто называют поверхностными. Тем не менее, это не означает, что гра-
витационные волны концентрируются вблизи свободной поверхности. Дейст-
вительно, их зависимость от координаты г описывается множителем 

Если глубина Izl значительно меньше длины волны Xt Iz I « А . , то зату-
хание волны с глубиной очень мало. Соответственно на больших глубинах 
можно наблюдать практически такие же амплитуды волнового поля, как и 
рядом со свободной поверхностью z=0 . Наоборот, если глубина Izl превы-
шает длину волны, Izl > Xt амплитуда волны уменьшается очень быстро. 
Таким образом, низкочастотные волны можно наблюдать и на больших 
глубинах, в то время как высокочастотные волны концентрируются вблизи 
свободной поверхности. Здесь просматривается очевидная аналогия со скин-
эффектом в электромагнетизме. 

Определим теперь траекторию движения частиц жидкости. Интегрирова-
ние уравнений 

и (4.173) 

(4.174) 
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v t = dsjdt и vz = dsjdt 

дает 

к к 
sx = х - X0 = - D — е cos(cor - Ь:) 

и (4.176) 

Sz = z - Z0 = D —е sin(o)f - fcc). (О 
ЗдесьX0Hz0-координаты точки, когда жидкость находится в состоянии 

равновесия. 
Поскольку смещения частиц очень малы, мы можем замегапъ координа-

ты х и z в правой части уравнения (4.176), соответственно, на jc0 и z0. В ре-
зультате такой замены получим 

к ki 
х - x 0 = - D — e 0 cos(G) / -кх 0 ) у 

(4.177) 
Z-Z0 = D-^ekzo sin(G)r - Icx0). (О 
Отсюда видно, что траектория движения частицы описывается следующим 

уравнением: 

(x-x0)2 + (z-z0)2 = D2^e2kz\ 
со 

т.е. частица движется по окружности радиуса 

R = D-ekZo =D-Ckz
i еслиz < 0. (4.178) 

СО g 

Координаты X0 и Z0 центра этой окружности соответствуют положению 
равновесия частицы. Как следует из равенств (4.178), с увеличением глубины 
IZ0I радиус этой окружности уменьшается. 

Чтобы определить направление движения частицы вдоль траектории, 
предположим вначале, что 

О <ш-кх< 
2 

Тогда, как следует из уравнений (4.177), с течением времени горизон-
тальная компонента смещения \sx I становится меньше, в то время как верти-
кальная компонента UJ увеличивается (рис. 4.7, б). Отсюда следует, что 
частица движется по часовой стрелке. 

Аналогичным образом можно показать, что такое же направление дви-
жения сохраняется и для другого интервала периодов 

- <ш-кх<2к. 
2 

Форма волны и движения частиц показаны на рис. 4.7, е. 

165 



Безусловно, между движениями различных частиц существует фазовый 
сдвиг. Как видно из рис. 4.7, в, каждая частица движется вдоль окружности 
по часовой стрелке, причем центры этих окружностей имеют одну и ту же 
координату Z0. При этом существенно, что в каждый момент времени поло-
жение частицы характеризуется синусоидальной функцией, зависящей от 
координаты дг. Согласно выражению (4.169), волна распространяется по оси 
х в сторону от точки своего зарождения. Поскольку все волновые поля: поле 
смещений, поле скоростей и поле давления - не зависят от координаты у, 
такая волна называется плоской. Это название вполне себя оправдывает, по-
скольку фаза волны 

ш-кх 

остается одной и той же для всех точек, принадлежащих какой-либо плоско-
сти, параллельной плоскости YOZ. Таким образом, каждому значению фа-
зы соответствует некоторая плоскость - фазовая поверхность волны, ско-
рость распространения которой описывается, по определению, параметром с 
(см. выражение 4.171). 

В отличие от фазы, амплитуда волны на фазовой поверхности не остает-
ся постоянной, и поэтому гравитационная волна представляет собой пример 
неоднородной плоской волны. 

Интересно также рассмотреть поведение вектора Пойнтинга Y, где 
Y = Pv, 

или 

Yx = Pvx и Y2 = Pv1. (4.179) 

Заменяя потенциал на <р в выражении (4.158), получим 

P(z,t) = P 0 - P 0 - J - P o g z 

или 
Эф P (ZJ ) = A - P 0 ^ . (4.180) 

Здесь слагаемое А не зависит от времени. 
Подстановка выражения (4.169) для скалярного потенциала в формулу 

(4.180) дает 

P = A + p0coDefesin((or - кх). (4.181) 

Последнее выражение совместно с формулами (4.173) и (4.179) позво-
ляют выразить компоненты вектора Пойнтинга в следующем виде: 

Yx = Avx + p0(o/:D2e2fasin2(a)f - кх) 
и (4.182) 

Yz = Avz + M^le^sin2((or - fct), 

где горизонтальная компонента Yx характеризует распространение волны. 
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Существенно, что в любой промежуток времени поток компоненты Yx  

направлен в сторону от точки зарождения волны. Действительно, интегрируя 
первое из выражений (4.182) по времени, получим 

J y x d t = Po^2kz7Jdt s n p Q k D 2 e2kz § ( 4 т 183) 
О 2 O 

причем слагаемое Avx не дает никакого вклада в этот интеграл. 
С другой стороны, на этом интервале времени компонента Y1 меняет знак 

и поток через единичную площадку в плоскости z = const обращается в нуль. 
Действительно, 

T T 
J Yzdt = ADkekz J COS(O)/ -kx)dt + 
о о 

+ P o ^ O V * J s i ^ C D f - J b O A = O. 
2 о 

Отсюда видно, что та часть энергии, которая связана с компонентой Yz, в 
первые полпериода переносится вниз от свободной поверхности, а затем воз-
вращается обратно. Таким образом, одновременно наблюдаются распростра-
нение волны вдоль горизонтального направления и колебания частиц вдоль 
оси z. Заметим, что аналогичное поведение наблюдается и в случае неодно-
родных волн дилатации. 

Рассмотрим теперь деформацию элементарного объема жидкости, вы-
званную гравитационной волной. Для этого убедимся еще раз в справедливо-
сти уравнений (4.151). 
По определению, 

div s = dsx/dx + dsx!bz. 

Используя это уравнение и выражения (4.176), получим 

L2 к2 

div s = Dekz sin(co/ - kx) + —Dekz sin(cot -кх)=Оч 
со со 

т.е., как мы уже знаем, движение частиц не приводит к изменению 
объема. 

Поскольку смещение s имеет только две ненулевые компоненты: SX и SYY  

и эти компоненты не зависят от координаты у, получим * 

rot t s = 0, rotz S = O 
и 

r 0 t V s = I r - <4-184> 

Далее из уравнения (4.176) имеем 
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^ = - D e cos(G)f - kx) 
dz CO 

и (4.185) 

= - Z ) - e * 2 cos (co f - fc t ) d* со 
т.е. 

rot s = 0. 

Как уже было отмечено, это означает отсутствие вращения и деформа-
ций простого сдвига. В то же время имеется деформация чистого сдвига, 
при которой первоначальный прямоугольник трансформируется в ромб 
(рис. 4.7, г). 



Г л а в а 5. ВОЛНЫ В ОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ 

В этой главе рассматриваются сферические, цилиндрические и плоские 
волны в однородной среде, характеризующейся тем, что в ней существуют 
только волны дилатации (rot s = 0). Детально обсуждается поведение таких 
волн в ближней, промежуточной и дальней зонах. 

5.1. СФЕРИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ, ВОЗБУЖДАЕМЫЕ 
ЭЛЕМЕНТАРНЫМ ИСТОЧНИКОМ 

Предположим, что в однородной среде с модулем всестороннего сжатия 
К и плотностью ро содержится сферическая полость радиуса Sr (рис. 5.1, а). 
В момент времени t = 0 полость начинает пульсировать, вследствие чего в 
каждой точке ее поверхности действует сила, направленная по нормали к 
поверхности и имеющая во всех точках одинаковую величину: 

¥(pyt) = P(p,t)Sn. (5.1) 

Здесь S - площадь поверхности источника, Р(р, г) - давление в точке р на 

а б 

в г 

R 

Рис. 5.1. Сферическая волна 
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поверхности полости, п - единичная нормаль к поверхности, направленная 
от источника. 

Из-за колебаний давления, вызванных изменением радиуса источника, в 
среде возникают и распространяются волны. Очевидно, что распределение 
давления, так же как и распределения смещений и скоростей частиц в волне 
дилатации, является сферически-симметричным. Учитывая этот факт, выбе-
рем сферическую систему координат с началом в центре полости и предпо-
ложим, что все перечисленные функции зависят только от одной коорди-
наты R: 

V = v(R9 Olji9 P = />(/?, O H S = S(R4 t)iR. (5.2) 

Здесь ^ обозначает единичный вектор, направленный по радиусу. 

АКУСТИЧЕСКИЙ ПОТЕНЦИАЛ 

Чтобы задать волновые поля, удобно использовать скалярный потенциал 
смещения ф(р, г), который в рассматриваемом случае является функцией 
только одной координаты R: 

Ф = Ф(Я, 0 . (5.3) 

Смещения и скорости частиц, а также давление выражаются тогда через 
производные функции <р(#, г). Если же в основу рассмотрения положить 
давление или скалярный потенциал скорости, то по крайней мере одно из 
волновых полей будет определяться с помощью интегрирования, что гораздо 
менее удобно. 

Как следует из раздела 4.2, 
s = grad ф, V = ds/dt (5.4) 

P = - P o f f . (5.5) Эг 

и всюду вне источника потенциал удовлетворяет волновому уравнению 

v2<P = - r ^ f - (5-6> 

Здесь с обозначает скорость волны дилатации. 
Помимо этого, необходимо дать описание поведения потенциала на по-

верхности полости, а также сформулировать начальные условия. В результа-
те колебаний полости возбуждаются уходящие волны, амплитуда которых 
уменьшается с расстоянием от источника. В пределе имеем 

Ф 0, если R оо. (5.7) 

Условие (5.7) имеет простой смысл, оно означает отсутствие источников 
на бесконечности. Как было отмечено ранее, то же самое можно получить, 
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если представить себе сферическую поверхность, радиус R которой настоль-
ко велик, что волна не успевает достигнуть поверхности за время наблюдения 
(а также до начала наблюдений). Стоит заметить, что информация о волнах 
на бесконечности содержится в начальных условиях. 

Пусть смещение поверхности полости описывается функцией 

г < О, 
Aat) t > 0. 

Наличие коэффициента а в этой формуле связано с тем, что аргумент 
указанной выше функции является безразмерным. Этим аргументом может 
быть, например, угловая частота со. 

Тогда, по определению (см. равенства 5.4), граничное условие для потен-
циала в точках поверхности полости можно представить в виде 

Эф  

BR 
= Ч / ( " 0 I i o f

 е С Л И + **(')- (5.8) 

Предположим также, что до момента времени t = 0, когда начал действо-
вать источник, волновые движения во всех точках среды отсутствовали: 

s ( R , 0) = 0 и />(Я, 0) = 0 

или 

W l = O и 3 2 ^ - Q ) = 0, если R>R0. (5.9) дК Э Г 

Таким образом, граничную задачу для скалярного потенциала можно 
сформулировать в виде следующих условий. 

1. В регулярных точках среды 

V2Cp = J - ^ 
C2 Э/2 • 

2. На поверхности источника 

Эф 

ЭR 

3. В начальный момент времени волновое поле в среде отсутствует: 

' = !>0,' е С Л И л = * о + **(')• 

Ш Л = 0 и Ш ц если R > R 0 y t = 0. 
дК ЭГ 

Найдем, прежде всего, решение волнового уравнения, которое в сфериче-
ской системе координат записывается в следующем виде (см. приложение 3): 

(4.145) 

Здесь учтено, что потенциал зависит только от координаты R. 
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Чтобы упростить решение этого уравнения, введем новую функцию 

W = Ry. 

Дифференцируя скалярный потенциал <р, получим 

*L = -R-*W+R-
ЭR дR 

И 

Следовательно, 

и уравнение (5.10) можно переписать в виде 

1Э2W _ 1 d2w  
* dR2 Rc2 ЭX2 

или 

B2W _ 1 d2W 
dR2 с2 dt2 ' 

Это уравнение уже упоминалось в главе 3 при описании распространения 
волн вдоль одной из координатных осей. Решение данного уравнения состоит 
из двух независимых функций: 

fMt-R/c)] и « , И г + Л / с ) ] . 

Соответственно, скалярный потенциал запишется как 

q > ( R , t ) = A № - R , c ) ]
+ B g > l a i ' + R l c ) K (5.11) 

R R 
где А и В - некоторые константы. 

Поскольку второе слагаемое в правой части этого выражения описывает 
волну, распространяющуюся из бесконечности в направлении источника, оно 
не удовлетворяет начальным условиям. Таким образом, можно положить 
B = 0, что дает следующее выражение для скалярного потенциала: 

<?(R,t) = A m ' - R , c ) ] . (5.12) 

Очевидно, что скалярный потенциал (5.12) характеризует волну, распро-
страняющуюся от точечного источника с фазовой скоростью с, и удовлетво? 
ряет волновому уравнению и условию (5.7). 

Чтобы определить неизвестный коэффициент А и функцию / , , использу-
ем условие (5.8), справедливое для всех точек движущейся поверхности ис-
точника. Из равенств (5.4) и (5.12) следует 
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Sr(R, t) = Эф/ЭR 
или 

с / р а - AflIiKt-Rlc)] Aaf{[<*t-R/c)]  
0 *3 T R ' 

где f{[a(t-R/c)] обозначает первую производную функции/! по аргументу 
ait-RIc). 

Сделаем теперь три предположения. Прежде всего предположим, что 
пульсации источника характеризуются относительно малыми смещениями 
т.е. 

l.\sRit)\ «R0. 

Поэтому в граничном условии (5.8) положение поверхности полости 
можно задать, используя постоянную координату R0. Смещение точек этой 
поверхности можно представить в виде 

sJjat)- Aa KWt-R0Iс)} (5 13) 
0 Rl с Ro 

Таким образом, определение неизвестных величин сводится к решению 
дифференциального уравнения. Чтобы упростить процедуру поиска решения, 
предположим, что второе слагаемое в правой части уравнения (5.13) также 
мало: 

2. )J»| — f { M t - l 
I M o 

± ДаО - R0Zcfl » f { [ a i t - R0Zc)] и 3. t » R0Zc. 

Тогда вместо уравнения (5.13) получим 

s0fiat) = -Afx(at)lRl (5.14) 

откуда 
A = -Rls0^iat) = fiat). (5.15) 

Подстановка равенств (5.15) в уравнение (5.12) дает следующее прибли-
женное выражение для скалярного потенциала: 

ф ( / и ) = - ^ Л я ( ' - Ш ] , е с л и R > R 0 . (5.16) 

В заключение этого раздела мы определим условия, при которых полу-
ченное выражение для скалярного потенциала описывает волновое поведение 
с достаточной точностью. 

Очевидно, что функция ф(/?, t), задаваемая выражением (5.16), удовле-
творяет волновому уравнению и условию вблизи источника. Более того, по-
скольку ф у н к ц и я / [ a ( t - Rfc)] и ее производные равны нулю, когда аргумент 
ait-RIc) отрицателен, скалярный потенциал ф удовлетворяет также началь-
ным условиям. Таким образом, мы получили решение граничной задачи и, 
соответственно, ф(/?, t) является скалярным потенциалом смещения для слу-
чая однородной среды и сферического источника (5.8). 
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ВЫРАЖЕНИЯ ДЛЯ ВОЛНОВЫХ ПОЛЕЙ 

В соответствии с равенствами (5.4М5.5) радиальные компоненты смеще-
ний и скорости, а также избыточное давление описываются следующими 
выражениями: 

>2 

(5.17) 

Поскольку 

G = d i v S = - P I K 4 

дилатация описывается как 
»2 2 Q_ ROa So9o 

KR 4 Н ) ] 
или 

(5.18) 

(5.19) 

В выражениях (5.18) учтено, что 

К = P0C2. 

В то же время 

rot s = rot grad ф = О, 

и, как уже было сказано, волны дилатации не вызывают вращения и дефор-
маций простого сдвига в объеме независимо от его ориентации. 

В дальнейшем мы будем использовать следующие два основные свойства 
функции f[a(t-R/c)] и ее производных. 

1. Если аргумент a{t - Rf с) отрицательный, указанные функции прини-
мают нулевые значения. 

2. Распределение давления и дилатации, а также смещения и скорости ча-
стиц зависит от одной единственной координаты R7 т.е. указанные функции 
остаются постоянными на сферической поверхности с центром в источнике. 
Такая волна является сферически симметричной, и именно поэтому она на-
зывается сферической. 

Векторы смещения и скорости частиц имеют только радиальную компо-
ненту и, следовательно, перпендикулярны к поверхности 
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R = const, 

что отражает одно из возможных свойств волн дилатации. 
Предположим, что поверхность полости изменяется в течение интервала 

времени Aг: 

О < г < Ar, 

и рассмотрим волну, пришедшую в некоторую точку на расстоянии R от ис-
точника. 

Как это следует из равенств (5.17), частицы среды будут покоиться в мо-
менты времени 

t < Rlc. 

Затем в момент времени 

t = RIc 
волна одновременно придет во все точки с одной и той же координатой R. В 
этот момент наблюдается волновой фронт. В течение интервала времени 

Rle < t < Rle + Ar 
частицы вовлечены в волновое движение, которое сопровождается также 
появлением избыточного давления и деформацией жидкости (рис. 5.1, б). 

В момент времени 

г = —+ Ar 
с 

хвост волны минует точку наблюдения, после чего среда вернется в состоя-
ние равновесия. Таким образом, независимо от расстояния продолжитель-
ность волны равняется Ar, а время пробега волны до точки наблюдения 
увеличивается с расстоянием. 

Рассмотрим, как волна распределяется с расстоянием R. Прежде всего за-
метим, что волна может существовать только на расстояниях Ry удовлетво-
ряющих следующему условию: 

R < CL 

Кроме того, следует разделять два случая: 

1) Ar > г, 2) Ar < г. 

В первом случае в момент времени г источник продолжает возбуждать 
колебания, и, следовательно, волновые движения происходят всюду внутри 
сферического объема радиуса 

R = ct, 

как это показано на рис. 5.1, е. 
Во втором случае волна приходит в точку наблюдения, когда источник 

уже прекратил действовать. В момент времени г = Rlc хвост волны достигает 
точек с координатой 
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R = c(t-At). 

Таким образом, в этом случае волна наблюдается в сферическом слое 
толщиной 

A R = сАг. 

Очевидно, что форма волны ф(Ry t) и толщина слоя AR не изменяются с 
расстоянием от источника (рис. 5.1, г). 

ВОЛНОВЫЕ поля 

Рассмотрим теперь волновые поля Py s, v и 0 как функции времени и 
расстояния от источника. Но сначала следует сделать два замечания. 

1. Работа внешних сил, действующих в источнике, преобразуется в меха-
ническую энергию волны, и ее количество остается постоянным, поскольку 
мы пренебрегаем влиянием диссипации. Как мы знаем, с течением времени 
объем сферического слоя, занятого волной, становится больше и плотность 
энергии уменьшается. Это показывает, что с увеличением расстояния R ско-
рость и избыточное давление, а также значения других параметров волново-
го поля уменьшаются, что, конечно, следует из выражений (5.17), (5.18). 

2. По определению, дилатация в сферической системе координат дается 
следующим выражением (см. приложение 3): 

Далее, принимая во внимание первое из соотношений (5.17), имеем 

0 = div s = —-—-—(R2s)y R2BRy 
1 д 

ще 

s = sR. 

R2S = Ris0, • / [ « Н Р ^ - И ! 
и, после дифференцирования, 

R2C L V CJM 4 H ) H £ 4 H I 

ИЛИ 

что, безусловно, совпадает с (5.18). 
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Эти формулы показывают несколько интересных свойств дилатации. 
Прежде всего, независимо от расстояния до источника ее поведение опреде-
ляется второй производной функции f[a(t -RIc)]. Например, в окрестности 
источника в выражении для смещения доминирующую роль играет первый 
член 

RrxSi ÔO j CAt-Z-
Rz 

но при этом дилатация существенно зависит от производной, взятой от вто-
рого члена: 

RpsOa 

cR Г • и 
Другое важное свойство функции 0 состоит в том, что ее зависимость от 

расстояния всюду одинаковая. Наконец, как следует из выражения (5.18), 
дилатация сферической волны уменьшается с ростом фазовой скорости с. 
Это предполагает, что конечное значение этой скорости является необходи-
мым фактором для деформации жидкости. Например, если волна распрост-
раняется мгновенно (с оо), то смещение s(R, t) становится равным 

s(Ry о = % / ( а г ) , 
R1 

и, следовательно, дилатация 9, характеризующая изменения элементарного 
объема, обращается в ноль. 

Чтобы проиллюстрировать поведение волновых полей, предположим, 
что смещение поверхности полости в момент времени t = 0 начинает расти, 
достигает максимума, а затем постепенно уменьшается до нуля. Помимо это-
го, предположим, что первые и вторые производные смещения также равны 
нулю в начале процесса t = 0 и в момент времени At. Поведение указанных 
функций показано на рис. 5.2, а. 

В соответствии с (5.17) избыточное давление определяется как 

4 KR «К 
ще 

т = р04к R%s0 

(5.20) 

(5.21) 

является массой жидкости, переместившейся от источника, когда смещение 
полости равнялось S0. 

Таким образом, поведение давления определяется, независимо от расстоя-
ния до источника, величиной отношения 

/ffMt-R /с))  
R 
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t, = t - Rle = const, 

то давление изменяется обратно пропорционально R. 
Как видно из рис. 5.2, а, функция/"(*•) меняет свой знак дважды. Снова 

предположим, что волна наблюдается в некоторой точке с координатой R. 
До момента времени t = Rlc давление отсутствует. Затем в течение интервала 
времени 

Rlc <t< Rle + Ar 

существуют два более коротких интервала времени, на которых давление P 
является положительным, а между ними - отрицательным. 

Ранее мы предположили, что смещение поверхности полости характери-
зуется только одним максимумом. В более общем случае количество интер-
валов, на которых давление P будет иметь поочередно положительные и 
отрицательные значения, возрастает. 

Поскольку 
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Q = -P IK 9 

дилатация ведет себя похожим образом, но с другим знаком. Это означает, 
что положительные и отрицательные значения P наблюдаются соответствен-
но в зонах сжатия и растяжения. Данное рассмотрение ясно указывает на то, 
что в каждый момент времени мы можем различать три части волны (см. 
рис. 5.2, а). Поскольку в начале процесса избыточное давление является 
положительным, приходим к заключению, что внешняя часть сферического 
слоя находится в состоянии сжатия. Промежуточная часть находится в состо-
янии растяжения (Р < 0), а задняя часть - снова в состоянии сжатия (рис. 5.2, 
б). Зоны сжатия всегда чередуются с зонами растяжения в волне, ограничен-
ной сферическим слоем. Для доказательства этого утверждения рассмотрим 
интеграл от дилатации: 

} в й = -
4 Tttfc2 

-I9 (5.22) 

ще 

tx Г 2 > ^ + ДГ; 
с с 

Д/ - продолжительность действия источника; 

л. 

Выполняя интегрирование, получим 

/ = / ' • и н - н 

(5.23) 

(5.24) 

Поскольку в момент времени г = гх волна еще не пришла в точку наблю-
дения, скалярный потенциал <р и его производные равняются нулю, и, следо-
вательно, выражение (5.24) переписывается в виде 

I^fWh-(RIc)I (5.25) 

Если мы предположим, что функция f\a(t2 - ( / ? / с ) ] отлична от нуля, 
то согласно (5.17) должно существовать движение частиц позади волны. По-
скольку это невозможно, мы должны положить 

/ ' M r 2 - ( Я / с ) ] = 0 . 

Таким образом, 

JGflfr = O. (5.26) 

Последнее выражение показывает, что если возбуждение колебаний в ис-
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точнике происходит в течение конечного промежутка времени, то для про-
извольной функции Даг) существуют зоны сжатия и растяжения в пределах 
сферической волны. Более того, распределение дилатации 6 и избыточного 
давления P между фронтом и окончанием волны таково, что интегралы 

равны нулю. Очевидно, что этот результат не зависит от величины коэффи-
циента Л в (5.12). 

Согласно формуле (5.17) смещения и скорости частиц описываются сум-
мой двух слагаемых, причем каждое из них по-разному зависит от расстоя-
ния. Поэтому естественно различать три интервала расстояний, которые 
обычно называют ближней, промежуточной и дальней зонами. Начнем с 
рассмотрения первой зоны. 

1. Ближняя зона 

Если расстояния от источника относительно малы, т.е. первое слагаемое 
в выражениях (5.17) для snv является доминирующим, то мы имеем 

0 -"PIK. 

В этой зоне функции snv относительно быстро уменьшаются с расстоя-
нием от источника, а их зависимость от времени такая же, как для соответст-
вующих функций на поверхности полости. 

Тем не менее, дилатацию и избыточное давление нельзя получить из 
приближенного уравнения (5.27) для смещений. Чтобы получить правиль-
ные выражения, описывающие поведение 0 и Р , необходимо учесть второе 
слагаемое в формуле (5.17) для функции s(R, t). 

2. Промежуточная зона 

С увеличением расстояния от источника влияние второго члена в правой 
части выражений (5.17) для смещения и скорости становится все более за-

(5.27) 

в то время как 

И 
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щетным. Поэтому с изменением расстояния R изменяется и форма волновых 
ролей s(/?, t) и v(R, t) как функций времени. Пример такого поведения для 
смещения представлен на рис. 5.2, е. 

3. Дальняя зона 

Как следует из соотношений (5.17), на достаточно больших расстояниях 

В этой зоне, в отличие от предыдущего случая, все волновые поля убы-
вают с расстоянием одинаковым образом и относительно медленно. Как и в 
ближней зоне, здесь поведение волны как функции времени не зависит от 
расстояния до источника. 

В соответствии с (5.28) отношение скорости к избыточному давлению 
определяется как 

называется, по аналогии с электрическими цепями, волновым сопротивлени-
ем или импедансом среды. Скорость и давление играют роль, соответствен-
но, тока и напряжения. При изучении плоских волн в слоистых средах мы 
будем часто использовать понятие импеданса, как это уже делалось в случае 
пружины. 

С увеличением расстояния от источника кривизна сферических поверхно-
стей волны становится меньше. Это приводит к увеличению области, где 
волну можно рассматривать как плоскую волну практически одинаковой 
амплитуды. 

ДИЛАТАЦИЯ ВБЛИЗИ ИСТОЧНИКА 

Прежде чем рассматривать примеры сферических волн в однородной сре-
де, интересно обсудить связь между скоростью сферической полости и де-
формацией среды вблизи источника. Выберем с этой целью достаточно ма-
лый интервал времени 

и 

(5.28) 

v/P = 1/сро = 1/Z. 

Как мы уже знаем, параметр 

Z = Cp0 

(5.29) 

(5.30) 
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u<t<t2 

так, чтобы практически любую функцию f(at), характеризующую смещение 
поверхности полости 

S(R0, t) = s0f (at) и J0 > 0, а > О, 

можно было приближенно представить как 

f(at) = а0 + - Z1) + а2(/ - Z1)2 (5.31) 

и так, чтобы эта функция не меняла знака. Помимо этого, предположим, что 

a 2 ( ' - ' i ) 2 < l a i ( ' - ' i ) l и la2(t-t{)<\a{\. 

а 
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Соответственно, первая и вторая производные определяются как 

/'(^O = [^i + 2a2(t - tx)]a, 
(5.32) 

f"(at) = Ia1G2. 

Далее естественно различать три случая: 
; 1) а2 > О, 2) а2 < О, 3) а2 = О, 
для которых функция f(at) ведет себя различным образом (рис. 5.3, а). Рас-
смотрим эти случаи отдельно друг от друга. 

Случай 1: а2 > О 

Предположим сначала, что я, > 0. Тогда скорость поверхности полости 
направлена вдоль радиуса R ( f ' > 0) и увеличивается со временем. Рассмот-
рим элементарный сферический объем, показанный на рис. 5.3, б, на ин-
тервале времени 

с ' с 

Здесь мы пренебрегли растяжением AR, которое мало по сравнению с 
расстоянием R от начала координат. 

Поскольку движение поверхности полости вызывает распространение 
волны в сторону от источника, мы должны заключить, что чем больше рас-
стояние, на котором находится частица объема, тем меньше ее скорость 
(рис. 5.3, б). Поскольку радиальная компонента скорости vR является по-
ложительной, мы видим, что объем находится в состоянии сжатия (Э < 0), и, 
соответственно, 

Р> 0. 

Если коэффициент ах отрицательный, то скорость поверхности полости 
направлена к началу координат R = 0 и ее величина уменьшается со време-
нем. Следовательно, абсолютная величина \v\ на фронте элементарного 
объема больше, чем величина скорости в его задней части (рис. 5.3, в), и в 
этом случае также наблюдается сжатие. 

Случай 2: а2 < О 

Если коэффициент ах положителен, скорость поверхности полости 
уменьшается со временем и направлена вдоль радиуса R, соответственно, ско-
рость передней части объема больше, чем задней. По этой причине объем 
находится в состоянии растяжения (рис. 5.3, г) и P < 0. Если же коэффици-
ент а, отрицательный, скорость поверхности полости направлена в сторону, 
противоположную радиусу R, и ее величина растет со временем. Следова-
тельно, скорость частиц, расположенных в задней части объема, больше 
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скорости частиц в его передней части (рис. 5.3, д), и в этом случае объем 
также испытывает растяжение (Р < 0). 

Случай 3: аг = О 

В этом случае скорость движения поверхности полости постоянная, и, 
следовательно, ее смещение линейно растет со временем. Очевидно, что на 
интервале времени 

tx+—<t<t2 +— 
с с 

частицы элементарного объема обладают одинаковой скоростью и, следова-
тельно, в нашем приближении (/*'" = 0) дилатация отсутствует. 

Далее мы обсудим поведение сферических волн, имеющих различную за-
висимость от времени. 

Пример 1 

Предположим, что в начальный момент времени t = 0 смещение поверх-
ности полости начинает увеличиваться и затем в момент времени т достигает 
некоторого постоянного значения ^0 (рис. 5.4, а). В частности, если интер-
вал времени т, на котором изменяется функция f(at), становится бесконечно 
малым, мы в пределе получим ступенчатую функцию 

S «S (5-33) 
Как следует из (5.17) и рис. 5.4, а, в каждый момент времени t > т име-

ется сферический волновой слой 

c(t - т) < R < Ct9 

внутри которого частицы движутся с различными скоростями, формируя 
таким образом зоны сжатия и растяжения. 

В то же время позади этого сферического слоя мы имеем 

S(R9 t) = JnIAnp0R2
9 V = 0, Pa = 0, (5.34) 

т.е. эта часть среды находится в равновесии и дилатация здесь отсутствует. 
Единственный результат действия этой волны состоит в том, что смещения 
частиц быстро убывают с расстоянием, но не зависят от времени. 

Для случая, когда f(at) является ступенчатой функцией, мы имеем 

s(R. 0= 
Anp0R2 I { с J j 4np0cR L I с 

ZtR9 Г - У 
4«Po*2 ЧЛ с)_ AnQ0CR L l с). 

(5.35) 
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а б 
Ближняя зона 

О 

в г 
Ближняя зона Волновая зона 

О 

Рис. 5.4. Поведение смещения, скорости и давления на поверхности источника (а); сину-
соидальная волна в ближней зоне ( б у в); синусоидальная волна в дальней зоне (г) : 
/. = / - Rfc 

Здесь /г, 5 и 5 ' обозначают соответственно ступенчатую функцию, дель-
та-функцию и ее первую производную. Конечно, такой случай является пре-
дельным, поскольку ни ступенчатая, ни дельта-функция в действительности 
не реализуются. 

Предположим теперь, что смещение поверхности полости мгновенно 
возрастает в момент времени t = О, затем остается постоянным в течение 
интервала Ar, а после этого мгновенно исчезает: 

О при г<0, 

Применяя результаты, полученные в первом примере, мы видим, что, 
как и ранее, волна движется от источника и занимает сферический слой 
толщиной 

AR = сДг. 

Внутри слоя смещение равняется 

Пример 2 

/(Ut) = Il при 0<Г<Ar, 
О при t>At. 

(5.36) 
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s(Ry t) = mf Anp0R2
y 

при условии, что 

Rfc < Г < Rfc + Ar, 

а скорости частиц, избыточное давление и дилатация равны нулю. 
В то же время поведение волновых полей на фронте волны и в ее хвосте 

описывается равенствами (5.35). Когда волна приходит в некоторую точку 
среды, она порождает смещение S(R)y которое затем не изменяется в течение 
интервала времени Ar. После этого хвост волны приводит к появлению сме-
щения той же величины, но противоположного направления, в результате 
чего частицы возвращаются в свои исходные позиции. 

Пример 3 

Пусть теперь колебания полости описываются синусоидальной функцией 
с круговой частотой со: 

s(t) = J0COSCDr. (5.37) 

Предположим также, что этот процесс начался бесконечно давно, и, сле-
довательно, в соответствии с выражениями (5.17) и (5.18) в каждой точке 
жидкости 

COSCDFF - S i n c o f Г - -
4 Kp0R2 

S(R, г) 

v(Ryt) = -m0) 

4np0R2 
. s inCD(r-^) + ^COSCD(r -^ J 

и (5.38) 

/>(Я, r) = _£*d_coscDfr~£], 
4 izR [ с J 

e(Rf O = ^COSCDfr-*]. 
4ЛА7? V с J 

Очевидно, что эти функции удовлетворяют волновому уравнению и гра-
ничным условиям. Поскольку данная волна описывает стационарный 
(установившийся) процесс, нет необходимости учитывать начальные условия. 
В каждой точке среды все волны являются периодическими функциями вре-
мени и их период равняется 

T = 2тс/о) = Hf. (5.39) 

Зависимость этих полей от расстояния также носит периодический харак-
тер, но при этом изменяется амплитуда. Чтобы исследовать роль расстояния 
Ry удобно снова использовать понятие длины волны А.: 
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X = cT = c/f =2яс/со. (5.40) 

Тогда вместо выражений (5.38) получим 

s(R, O = -
4яр0/?2 

v(Ry г) = - т0) 

4яр0/?" 

coso)f / - — 1 - sincof г - — 

(5-41) 

sincof г - — ] + -^-coscof г - —1 с J X 

PiR1 г) = ^ i c o s c o f r - - L 
4л/? I 1 

9(tf, r) = ^ - c o s c o f r - ^ 
4kKR 1 

(5.42) 

В отличие от общего случая волн с произвольной зависимостью от вре-
мени, в данном случае довольно легко оценить диапазон расстояний, соот-
ветствующих ближней, промежуточной и дальней зонам. 

Действительно, как следует из (5.41) и (5.42), для расстояний, много 
меньших длины волны X: 

R«X (5.43) 

имеем 

s(Ry — r R—cosco f r -—\ 
4тф0R2 V с J 

V^Rj , ) „ MP s incof r -^ - I (5.44) 
4kPoR2 V с 

PiRy r) = - ^ c o s c o ( r - £ 

Q = -PiK. 

Поведение полей во времени в ближней зоне показано на рис. 5.4, бу в. 
В ближней зоне смещение и дилатация изменяются синхронно, причем меж-
ду ними и скоростью частиц существует фазовый сдвиг, равный я/2. 

Проследим теперь за тем, как меняются эти функции в течение одного 
периода Т. В момент времени г = 0 поверхность полости испытывает макси-
мальное растяжение s = % однако ее скорость равняется нулю. Затем радиус 
полости начинает уменьшаться и растяжение исчезает в момент времени 

t = тс/2 со. 
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Это означает, что в течение интервала 

О < х < тг/20) 

скорость направлена в сторону начала координат, а ее значение увеличива-
ется. 

По этой причине каждый элементарный объем в ближней зоне, находя-
щийся на расстоянии R, испытывает растяжение, когда 

Rfc <t < Rfc + тс/2 со. 

Поскольку на интервале 

л/2со < t < Зя/2со 

скорость поверхности полости увеличивается, тот же самый элементарный 
объем начинает сжиматься при условии, что 

Rfe + 7Г/2СО < t < Rfe + Зя/2о>. 

В момент времени t = Зя/(2со) поверхность полости возвращается в пер-
воначальное положение, а скорость достигает своего максимального поло-
жительного значения. 

Затем, в течение последнего интервала периода 

3 тс/2 со < t < 2я/со 

скорость падает. 

Следовательно, элемент объема снова начинает растягиваться, когда 

Rfc + Зл;/2со <t<Rfe + 2я/со. 
В отличие от описанного случая, в промежуточной зоне поведение вол-

нового поля во времени зависит от расстояния между источником и точкой 
наблюдения. 

С увеличением расстояния R или с уменьшением длины волны X влияние 
второго слагаемого в выражении (5.41) становится, в общем случае, доми-
нирующим, и мы получаем следующие выражения для волнового поля в 
дальней зоне: 

S(R, г) = ™—sin C o f r - - I 
2р0АУ? I с J 

ViR9 = J r - ^ l (5.45) 
2 р0Х/? I с ) 

p(R t t) = - - ^ l c o s c o f t 
471R { С ) 

Формулы (5.45) справедливы, если расстояние R больше длины волны Xy 

т.е. 

R > X9 (5.46) 
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и, соответственно, эта зона обычно называется волновой. Она играет важ-
ную роль в сейсмологии, поскольку там наблюдения ведутся в большинстве 
случаев на расстояниях, превышающих длину волны. 

Граница между промежуточной и волновой зонами существенно зависит 
от частоты. В частности, с увеличением частоты со волновая зона начинается 
на более близких расстояниях от источника. В качестве иллюстрации рас-
смотрим следующий пример. Предположим, что частотный диапазон волн 
есть 

10 Гц < / < 100 Гц, 

а их фазовая скорость равна 

с = 2-103 м/с. 

Тогда, по определению, длина волны изменяется в пределах 
20 м < Х < 200 м. 

Поведение волнового поля во времени в волновой зоне показано на рис. 
5.4, г, и оно, безусловно, отличается от поля в ближней зоне. Прежде все-
го, скорость и избыточное давление здесь изменяются синхронно во времени 
и в пространстве, а их отношение остается постоянным: 

где Z обозначает волновой импеданс. 
Как мы уже знаем, в волновой (дальней) зоне указанное отношение спра-

ведливо для любой функции/(яг), характеризующей колебания в источнике. 

ПОТОК ЭНЕРГИИ 

В главе 4 мы показали, что распространение энергии описывается векто-
ром Пойнтинга 

Далее, учитывая (5.41) и (5.42), для радиальной компоненты этого век-
тора мы имеем 

Y = m2fa)3 (sinx COSX-H^COS2A), (5.49) 
16л2р0Я3 

Ще 

л* = со(г - Rlc). 

Определим среднее значение потока энергии 

у _ 2п __ 1 __ 1 
P Xwp0 Cp0 Z ' 

(5.47) 

Y = P v . (5.48) 
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по сферической поверхности радиуса R за период Т. В силу сферической 
симметрии, 

, T 
I = 4nR2 

jYdt 

или 

/ = -
Inp0RT 

Jsin х cos xdt+Jcos2 xdt 

Поскольку первый интеграл исчезает, и 

Cos2X= 1 ^ c o s 2 y , 

мы получим 

I = т2 о)3/4Хр0. (5.50) 

Представим себе замкнутый контур /, расположенный на некоторой сфе-
рической поверхности радиуса R. Проводя прямые из начала координат к 
каждой точке /, мы получим конус (рис. 5.5, а), представляющий собой век-
торную трубку вектора Пойнтинга. Семейство таких трубок дает нам воз-
можность визуализации поля независимо от длины волны. 

Полезно также кратко обсудить деформацию элементарного объема, вы-
званную сферической волной. Рассмотрим сначала малый объем, ограни-
ченный координатными поверхностями, показанными на рис. 5.5, б. По-
скольку смещение имеет только радиальную компоненту 

S ~ Sp\ri SQ = Sfp = О, 

изменение объема происходит из-за движения частиц вдоль оси R. В то же 
время угол между элементарными поверхностями, формирующими данный 

О 

Рис. 5.5. Вектор Пойнтинга. Деформация 
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объем, остается постоянным и равняется л/2. Если объем dV имеет произ-
вольную ориентацию относительно осей координат, то затем он трансфор-
мируется в ромб (рис. 5.5, в). В общем случае новый объем отличается от 
исходного. Как мы знаем, для таких деформаций 

rot s = 0, 

т.е. элементарный объем не вращается и в нем отсутствуют деформации про-
стого сдвига. 

ЗАВИСИМОСТЬ КОЭФФИЦИЕНТА А ОТ ЧАСТОТЫ 

Ранее мы получили приближенное выражение (5.15) для коэффициента 
А. Теперь целесообразно найти значение А в частотном диапазоне, по-
прежнему полагая I sR(t)\ <<R0. 

Применяя формулу Эйлера, выражение (5.12) для синусоидальных волн 
можно переписать как 

<р(Я, t) = Ке(Фе~'ш). (5.51) 

Здесь 
ikR 

Ф (k,R)=/t-— (5.52) 
R 

является комплексной амплитудой, а к - волновым числом. 
Таким же образом мы введем комплексную амплитуду для смещения: 

s(Ryt)= Re(Se~<0)') 

и, по определению, 

S = grad Ф или S = ЭФ/ЭR. 

Следовательно, после дифференцирования равенства (5.52) получим 

S(*, Я) = - — е * * + M e i k R . (5.53) 
R2 R 

Чтобы определить неизвестный коэффициент А, мы снова используем 
граничное условие на поверхности полости, где смещение 

s(R0, t) = Re(s0e-'"'), 

или, учитывая (5.37), получим 

SiR091) = s0. (5.54) 

Сравнение (5.53) с (5.54) дает 

с - ^ с'**о + ikyI 
° Zfo2 
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Отсюда 

^ = - J g L e - * * . (5.55) 
1 -ikR0 

Подставив последнее выражение в формулу (5.52), мы получим следую-
щее выражение для комплексной амплитуды скалярного потенциала: 

Ф(*, R09 R) = - S°R° e ^ . (5.56) 

1 -ikR0 R 

Принимая во внимание тот факт, что 

kR0 = InRJX9 

заключаем, что если длина волны X значительно превышает радиус полости: 
X/R0»2n и R/R0»l9 (5.57) 

то выражение (5.15) дает корректное значение коэффициента / f при усло-
вии, что I sR(t)I « R0. 

Так как радиус полости очень мал, неравенства (5.57) справедливы и для 
относительно высоких частот. Этот результат можно применить и для неста-
ционарных волн, при условии, что они сформированы в основном синусои-
дальными волнами, длина волны которых значительно превосходит радиус 
полости. 

В общем случае произвольной длины волны скалярный потенциал мож-
но представить в следующем виде (см. приложение 7): 

где А (со) определяется выражением (5.55), a F(G)) - спектр функции f(at), 
задаваемый формулой (5.8). 

5.2. ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ, ВОЗБУЖДАЕМЫЕ 
ЛИНЕЙНЫМ ИСТОЧНИКОМ В ОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ 

Пусть в однородной среде имеется бесконечно длинная цилиндрическая 
полость радиуса г0 (рис. 5.6, а). В момент времени t = 0 она начинает коле-
баться так, что смещение ее поверхности в радиальном направлении описы-
вается следующим образом: 

[О t< О, 
s(t) = s0\f(at) 0 < t < T 9 (5.58) 

[О / > т. 

Здесь f(at) - произвольная функция времени, обладающая первой и вто-
рой производными и одинаковая во всех точках поверхности полости. 
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о г р г 

х = const 

Цилиндрическая волна 

х = const 

Плоская волна 

Рис. 5.6. Линейный источник (а)\ дилатация для различных волн как функция времени 
(б, в, г) 

ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ВОЛНЫ КАК СУПЕРПОЗИЦИЯ СФЕРИЧЕСКИХ ВОЛН 

Выберем цилиндрическую систему координат, ось z которой направлена 
вдоль источника. Очевидно, что источник возбуждает уходящую волну, зави-
сящую только от координаты г. Как и в предыдущем разделе, выведем сна-
чала выражение для скалярного потенциала смещения <р: 

s = grad ф или sr = Эф/Эг. (5.59) 

В цилиндрической системе координат волновое уравнение для потенциала 
записывается как 

Э2ф + 1 Эф 1 Э2Ф _ q 

Эг2 г Br Bt1 
(5.60) 

так как волновое поле не зависит от других координат. 
В отличие от сферически симметричного случая, решение уравнения 

(5.60) в общем случае нельзя выразить через элементарные функции. По-
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этому мы используем два различных метода, которые позволят нам опреде-
лить функцию ф. В основе одного из них лежит принцип суперпозиции, а в 
другом используется решение волнового уравнения для синусоидальных 
функций. Рассмотрим сначала первый подход. Линейный источник можно 
представить как сумму бесконечного числа элементарных источников одина-
ковой интенсивности, действующих синхронно во времени. В соответствии с 
этим волновое поле является в каждый момент результатом суперпозиции 
сферических волн от элементарных источников, и согласно (5.12) мы имеем 

Ф(г, t)=A]f{a(,-Rlc)]dz, (5.61) 
R 

—СО 

где постоянная А определяется из условия, заданного вблизи источника, a R 
обозначает расстояние от элементарного источника до точки наблюдения р. 

Как следует из рис. 5.6, а, 

R = Jr2+Z2 . 

Поскольку элементарные источники, расположенные на одинаковом рас-
стоянии от точки наблюдения р , вызывают одинаковые волновые поля, вы-
ражение (5.61) можно переписать как 

ф ( г , t ) = 2 A ] f M ' - R / c ) ] dz. (5.62) 
о * 

Таким образом, мы получили выражение для потенциала <р в интеграль-
ной форме. 

По определению, функция 

Af[a(t-R/c)) 
R 

отлична от нуля на интервале 

(5.63) C C ' 

ПОВЕДЕНИЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ВОЛН 

Простой физический смысл подынтегрального выражения в формуле 
(5.62) позволяет объяснить некоторые основные свойства волн, порожден-
ных линейным источником. Прежде всего, учитывая тот факт, что источник 
имеет бесконечную длину и его интенсивность не зависит от координаты z, 
мы заключаем, что избыточное давление P и дилатация 9 остаются посто-
янными на цилиндрической поверхности радиуса г. В то же время смещение 
и скорость частиц направлены по нормали к этой поверхности, где сохраня-
ются также и их амплитуды. В силу указанной геометрии эта волна называ-
ется цилиндрической. 
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Все элементарные источники порождают в один и тот же момент време-
ни волны одинаковой интенсивности, однако эти источники расположены на 
разном расстоянии от точки наблюдения. Поскольку источник, расположен-
ный в окрестности начала координат (г = 0, z = 0), является ближайшим к 
точке р (рис. 5.6, а), волна от этого источника приходит раньше других. 
Таким образом, волновой фронт, имеющий форму цилиндрической поверх-
ности, достигает наблюдателя в момент времени 

t = г/с, (5.64) 

и в каждой точке вступление волны вызвано источником, расположенным 
на расстоянии г. 

С течением времени в точку наблюдения начинают приходить элементар-
ные сферические волны от все большего числа удаленных источников. Ре-
зультирующее возмущение среды определяется суперпозицией этих волн. При 
этом необходимо различать два основных свойства этого явления. Как следу-
ет из выражения (5.58), линейный источник возбуждает колебания в течение 
интервала времени т, а затем его действие прекращается. В этот момент за-
канчивается каждая из сферических волн. В частности, это означает, что 
момент времени 

t = г/с + T 

является последним моментом, когда источник, расположенный в окрестно-
сти начала координат, дает вклад в результирующую волну. В последующем 
интервал оси z, на котором источники уже прекратили вносить свой вклад в 
волновое поле в заданной точке, становится все больше. Иными словами, 
сферические волны от этих источников уже прошли через точку наблюде-
ния. Соответственно, усиливается относительное влияние источников, распо-
ложенных на более далеких расстояниях R. Однако амплитуда сферических 
волн обратно пропорциональна расстоянию. Этот анализ показывает, что 
когда время стремится к бесконечности, суперпозиции этих волн, т.е. волно-
вое поле, возбужденное линейным источником, становится меньше и стре-
мится к нулю: 

ф(г, /) -> 0, s(r, t) -> 0, v(rt t) -» О, 

и (5.65) 

Р(г9 0 0, 9 -> О, если г «>. 

Цилиндрическая волна имеет еще одно интересное свойство. Поскольку 
линейный источник является бесконечно длинным, для любого момента 
времени t всегда можно указать такой удаленный источник, от которого 
сферическая волна достигнет точки наблюдения еще позже. Таким образом, 
в отличие от сферической волны, цилиндрическая волна затухает в течение 
бесконечно долгого времени, т.е. она не заканчивается, и в этом смысле она 
напоминает процесс диффузии. Конечно, все это справедливо только для 
бесконечно длинного источника. Например, если длина линейного источни-
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ка равняется 2d, а точка наблюдения расположена в плоскости симметрии 
z = 0, то хвост волны, которая в данном случае не является цилиндрической, 
приходит в момент времени 

г = 4 + Ъ Zf = Vr2 + / 2 . 

Выражение (5.62) удобно переписать в виде 

Ф(г,о=2л{у (5.66) 

Здесь 

l ] № - R ' c * d z . (5.67) 
о R 

Ранее мы пришли к заключению, что волновые поля исчезают, когда 
время стремится к бесконечности. Этот же результат следует из (5.67). По-
скольку положение каждого из элементарных источников по отношению к 
точке наблюдения характеризуется величиной /?, заменим переменную z в 
этом выражении на R. 

В результате получим 

Z = V t f 2 - г 2 

и 

dz=™=. 
Jr2-г2 

Отсюда 

/ = г М'-Пс)]^ 

г V/?2 -Г 2 

Вводя обозначение 

X = t-Rfc 

или 

R = c(t- j c ) , 

получим 

dR = -cdx 
и 

f[(ax)dx] 

t-x)2-r2/c2 ' 
, - I 
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Поскольку функция Дох) отлична от нуля на интервале 

о < j t < т , 

имеем 

/ = [ • / { a x ) d x . • (5.68) 
U(I-X)2-г1/Сг 

Последнее выражение позволяет определить асимптотическое поведение, 
когда время стремится к бесконечности. В этом случае знаменатель в (5.68) 
стремится к г, и мы получаем 

. т 
I = -jf(ax)dxy если t —> °о 

Таким образом, мы убедились в том, что с увеличением времени сущест-
вует такой момент, когда скалярный потенциал и, следовательно, амплитуда 
волновых полей начинает постепенно уменьшаться. 

Рассмотрим теперь интеграл 

L = J Pdu 

характеризующий распределение дилатации в цилиндрической волне. 
Поскольку 

P--D 
Р~ p V f 

мы имеем 

L = - P 0 J ^ = Po 
'I дг 

Эу U1) Эу(оо) 
дг Э t 

где г, - произвольный момент времени, удовлетворяющий неравенству 

Г, < г!с. 

Учитывая, что волновые поля отсутствуют до момента вступления волны 
и исчезают, когда время неограниченно растет, мы должны заключить, что 

L = ] Pdt = O. (5.69) 

Следовательно, как и в случае сферической волны, в цилиндрической 
волне существуют зоны сжатия и растяжения, которые распределены таким 
образом, что интеграл L равен нулю. Поведение функции 9(0 для цилиндри-
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ческой и сферической волны показано на рис. 5.6, б и 5.6, в соответст-
венно. 

Как следует из выражения 5.62, легко вывести выражения для волновых 
полей. Так, например, избыточное давление определяется как 

Р(гу г) = - 2 А р 0 а 2 d z . 
.. R 

СИНУСОИДАЛЬНЫЕ ВОЛНЫ 

Получим решение волнового уравнения для гармонических волн. Пусть 
смещение поверхности полости линейного источника задается выражением 

s = S0COSCOt или s(t) = Re(s0e-/(0/). (5.71) 

Тогда скалярный потенциал в каждой точке среды можно представить 
как 

Ф(г, со, г) = 9 0 c o s ( c o / + а ) 

или 

Ф(г, со, Г) = Ке(Фе-*ш)у (5.72) 

ще 

Ф = Фое~*а (5.73) 

является комплексной амплитудой потенциала. 
Подстановка (5.72) в (5.60) дает уравнение Гельмгольца: 

2 ф = 0 ( 5 7 4 ) 
Br2 г Br 

Здесь к = со/с - волновое число. 
Приведенное выше уравнение является уравнением Бесселя нулевого по-

рядка. Как известно, его решением являются функции Бесселя первого и 
второго рода: 

J0(mr) и Y0(mr). 

Поведение этих функций и их производных показано на рис. 5.7, я, б. В 
частности, коща аргумент кг мал, 

J0(kr) -> 1 и Y0(kr) -> ^ l n к г , если кг 0, (5.75) 
К 

т.е. функции Бесселя второго рода имеют логарифмическую особенность. 
В противоположном случае, когда кг велико, функции Бесселя и их про-

изводные ведут себя как синусоидальные функции, амплитуда которых отно-
сительно медленно уменьшается: 
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Рис. 5.7. Ф у н к ц и и Бесселя 

б 

(5.76) 

« ^ ^ s i i ^ J k r - j j , если кг » 1. 

Это асимптотическое поведение соответствует волновой зоне, поскольку, 
если г/X > 1, то 

кг = ^ г = ^ » 1 . 
г X 

Предположим, что функция JQ(kr) описывает поведение потенциала в од-
нородной среде: 

Ф(г, со, г) = Kt(ZfJoikr)^ t ) . 

Тогда согласно (5.76) мы имеем в волновой зоне 

ф(г, со, t) = s f j — cosf/rr — j c o s c o r , если - > 1 . 
ук / cr v 4 J X 
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Последнее выражение может характеризовать стоячую волну. Как мы 
знаем, такая волна возникает благодаря суперпозиции волн с одинаковыми 
частотами. Однако приведенная выше функция не удовлетворяет условию на 
бесконечности, ще волна должна вести себя как уходящая. Таким образом, 
функцию J0(Icr) нельзя использовать для описания волнового поля, возбужда-
емого линейным источником в однородной среде. Конечно, такое же за-
ключение можно сделать и в отношении функции Бесселя второго рода 
Y0(kr). 

Чтобы удовлетворить условию на бесконечности, мы используем 
функции Ганкеля второго рода, которые определяются следующим образом: 

H«\kr) = J0(kr)+iY0(kr) 

и (5.77) 

HP(kr) = J0(kr)+iY0(kr). 

Обе эти функции являются комбинациями функций Бесселя и, следова-
тельно, они также являются решениями уравнения (5.74). 

Теперь мы покажем, что использование функций Ганкеля позволяет 
удовлетворить условию на бесконечности. Как следует из (5.76) и (5.7), 
асимптотическое поведение функций Ганкеля описывается выражениями 

Н«)(кг)->лр^е'("-"'4> 
H пкг 

и (5.78) 

Н^(кг) если кг» 1 . 
V пкг 

Представим, прежде всего, комплексную амплитуду скалярного потенци-
ала как 

Ф ( г , <о) = /*Я£>(*г). 

Отсюда 

<р(г, со, г) = /fRe {Hg>(kr)e-*»). 

Принимая во внимание второе из выражений (5.78), мы видим, что с 
увеличением расстояния от источника произведение Фе-1"' стремится к сле-
дующему выражению: 

= ̂ JjLe-* 
V пкг 

Фе"*0' = s f J ^ . e - ' « » + b - n / 4 > , если 

Последняя формула описывает волну, распространяющуюся к началу ко-
ординат, и поэтому она не удовлетворяет условию на бесконечности. 

Однако если комплексная амплитуда потенциала записывается как 
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Ф(г, О)) = АН0\кг)у (5.79) 

то указанное требование выполняется. Действительно, используя (5.78), по-
лучаем 

что, как известно, характеризует уходящую волну. 
Как следует из выражения (5.79), скалярный потенциал ф(г, со, г) удов-

летворяющий условию на бесконечности, определяется как 

Таким образом, мы показали, что выбор одной из функций Н^(кг) или 

Н{
0\кг) определяется зависимостью от времени: е,(0/ или е-'0*. 
Например, если решение волнового уравнения имеет вид 

Ф(г, со, t) = Re(Oertof), 

то комплексную амплитуду необходимо записывать как 

Ф = ZtH^ (кг). 

Данный анализ показывает также, что если рассматривается волна в объ-
еме конечных размеров (в направлении г), то решение можно представить 
через функции Бесселя 

Ukr) и Y0(kr). 

Заметим, что до настоящего момента коэффициент /4 оставался неизве-
стным. 

По аналогии со сферическими волнами определим коэффициент Ay ис-
пользуя граничное условие вблизи источника. Предположим, что радиус 
линейного источника г0 достаточно мал, так что 

. кг0»1. 

Другими словами, длина волны X много больше г0: 

X » г 0 . 

Тогда, принимая во внимание выражения (5.75) и (5.79), вблизи источ-
ника имеем 

Ф = /f ^LXnkry если кг «1. 

Ф(г, со)е",оу U - -
V пкг 

2_енкг-ш-п,4) если ^ >1, 
ikr X 

(5.80) 

Ф(г, со) = Rе[АН$}(кг)е- ,(*]. (5.81) 

Tt 

Поскольку 

5 = ЭФ /Эг, 

комплексная амплитуда смещения есть 

201 



S=——, если кг « 1 . (5.82) 
П Г 

С другой стороны, из (5.71) следует, что 

5(Г0, (О) = Sq. 

Сравнение двух последних равенств дает 

(5.83) 

или 

- —-Y sO rO- (5.84) 

Таким образом, выражение для комплексной амплитуды потенциала за-
писывается в виде 

Эта функция удовлетворяет волновому уравнению и условиям вблизи ис-
точника и на бесконечности, и, следовательно, она описывает волновые по-
ля, возбуждаемые линейным источником в однородной среде. 

Конечно, поведение функций Бесселя J0(kr) и Y0(kr), а также функций 
Ганкеля Н^(кг) и Н^(кг) известно во всех деталях. 

УРАВНЕНИЯ ДЛЯ ВОЛНОВОГО ПОЛЯ 

Поскольку 

ф(г0, = - ^ r 0 S 0 H S K k r ) , если г > г 0 (5.85) 

или 

ф(г0, Сo) = -^[Y0(kr)-U0(kr)l 

Соответственно, для потенциала (5.72) имеем 

ф(г> t) = ?^[Y0(kr)cosut-J0(kr)smtot]. (5.86) 

поля цилиндрической волны задаются следующими выражениями 

s(r, t) = -^kr0s0Rc{iHSy(kr)e-^}, 

Ztr9 t)=-^kr0s0coRc{HSy(kr)e-^}, 

P(r, O = - ^ W 2 Re{/7C(*r)e-^}, 

(5.87) 
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где 

Н$> (X)=-^HV(X). 
дх 

Для иллюстрации рассмотрим волновую зону. Как следует из формул 
(5.78) и (5.81), 

ф (г , / )= * S f ! l . / X s i n f к г - M - £ ) , если г > X. (5.88) 
2 V V 4 J 

Таким образом 

S = fqS() к к cos (£r - c o r - T i / 4 ) 

2 V7 

V = r0S0Jf ^(кг-Ш-п/4)^ ( 5 g 9 ) 

P = T0S0Jfk CO2P0^ - O V - 7 1 / 4 ) 

VT 

Мы видим, что в волновой зоне поля убывают с расстоянием гораздо 
быстрее, а именно, как 1 / V r . 

Такая зависимость связана с тем, что поток энергии через произвольную 
цилиндрическую поверхность радиуса г должен оставаться постоянным. Дей-
ствительно, площадь такой поверхности прямо пропорциональна г, а вектор 
Пойнтинга 

Y = Pv 

ведет себя как 1 /г, так что произведение площади на этот вектор не меняется. 
Возвращаясь к общему случаю соотношений (5.87), описывающих вол-

новое поле на любом расстоянии от источника, следует заметить следую-
щее. 

1. В случае сферической волны, вызванной единичным источником, вы-
ражение для любого из волновых полей записывается в виде произведения 
двух функций: 

MR) Re ень>(/~Л/с) или /2(Л) Im е-* ( |-* /с ). 

Присутствие аргумента t - Rlc ясно указывает на их волновую природу. 
Однако этот аргумент отсутствует в случае цилиндрической волны, ковда 

дело касается ближней или промежуточной зоны. Это можно объяснить 
тем, что в каждой точке волна является суперпозицией элементарных волн, 
источники которых находятся на разных расстояниях кг от точки наблюде-
ния. В волновой зоне, где расстояние г больше длины волны X1 эффект рас-
пространения виден непосредственно из выражений (5.88Н5.89) , поскольку 
все элементарные волны относятся к этой зоне. 
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2. В соответствии с выражениями (5.89) мы имеем в волновой зоне 

VlP = 1/сро = 1 /Z, 

что наблюдается также и в случае сферической волны. 
3. С увеличением расстояния от источника кривизна волновых поверхно-

стей г = const становится меньше, и, соответственно, объем, в пределах ко-
торого цилиндрическую волну можно интерпретировать как плоскую, стано-
вится больше. 

4. Очевидно, что, зная решение граничной задачи для синусоидальных 
волн, мы можем описать нестационарные волны, используя для этого интег-
рал Фурье. 

53 . ПЛОСКИЕ ВОЛНЫ В ОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ 

Рассмотрим теперь третий, самый простой тип волн. Предположим, что 
источник состоит из двух параллельных плоскостей бесконечной протяжен-
ности, расположенных в окрестности плоскости YOZ (рис. 5.8, а). Пусть в 
каждый момент времени эти плоскости движутся в противоположных на-
правлениях так, что смещение s имеет только одну компоненту: = s(t), не 
зависящую от координат у и z. Очевидно, что колебания такого источника 
вызывают уходящую волну по обе его стороны. 

Для определения волновых полей, мы могли бы использовать, как и ра-
нее, скалярный потенциал. Однако, учитывая простоту геометрии волнового 
поля, мы можем начать непосредственно с выражения для смещения и пред-
положить, что в окрестности источника оно меняется как 

(О т < 0 , 
s(t) = s0\f(at) 0 < г < т, (5.90) 

[/(дт) t> т. 

Поскольку волновые поля зависят только от координаты дс, волновое урав-
нение сильно упрощается, и мы имеем 

= (5.91) 
йс2 с2 д/2 

Решение этого уравнения хорошо известно: 

s(xf Г) = Лф[я(г - х/с)] + Bg[a(t + xlc)]. 

Описанный выше источник генерирует одинаковые волны по обе сторо-
ны плоскости YOZy и, следовательно, мы можем ограничиться диапазоном 
х > 0 . В этом случае 

s(x,t) = Aq>[a(t-x!c)]. (5.92) 

Смещение (5.92) должно удовлетворять граничным условиям (5.90) на 
поверхности источника. 
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а б 

У 

в г 
t = c o n s t X = c o n s t 

S 

c ( t - i ) \ / Ct 

е 

X 

е 

Рис. 5.8. Источник плоской волны (а); плоские волны как функции времени и расстояния 
(б, в, г) 

Эти условия будут удовлетворены, если 

Л = S0 и ф[a(t-x/c)] = f[a(t - х/с)]. 

Таким образом, 

s(x, г) = sj{a{t-xlc)l (5.93) 

Из соотношений 

и = ds/dt9 е = ds/dx и P = - /се 

получаем волновые поля 

s(x,t)= s<f[a(t - xfc)]y v(x,t) = S(/2f'[a(t - x/c)] 

и (5.94) 

9(х, t) = -M.f>[a(t-x/c)l C 
Здесь K = P0C2. 

По аналогии с синусоидальными колебаниями аргумент 

a(t-xfc) 

называется фазой волны. 
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Как видно из выражений (5.94), поверхности постоянной фазы являются 
плоскостями, перпендикулярными оси jc. По этой причине эти волны назы-
ваются плоскими. Они играют чрезвычайно важную роль в сейсмологии. Из 
выражений (5.94) следует, что фронт волны приходит в момент времени 
t = хIcf и его фаза равняется нулю. Затем, на интервале 

- < г < - + т 
с с 

частицы среды вовлекаются в движение, пока не наступит момент времени 

t = х/с + т, 

когда приходит хвост волны. Фаза на этой плоскости равняется ах. После 
прохождения этой плоскости движение частиц прекращается, и они находятся 
в состоянии покоя. 

Следует заметить, что, в отличие от цилиндрических волн, у плоских 
волн так же, как у сферических, имеется фронт и хвост волны. 

ПОВЕДЕНИЕ ПЛОСКИХ ВОЛН 

Рассматривая поведение волновых полей как функции расстояния, целе-
сообразно различать два временных интервала: 

1) t < т и 2) t> х. 

В течение первого интервала движение частиц происходит в объеме сре-
ды, который определяется неравенствами 

О < л: < Cty  

но по-прежнему отсутствует, если 

x>ct. 

Во втором случае у волны имеется как фронтальная, так и хвостовая час-
ти, и соответственно имеется два диапазона расстояний, где волна отсутст-
вует: 

a) jc > ct и б) jc < c(t - х). 

В то же время волна присутствует в слое, ограниченном следующими 
двумя плоскостями: 

а" = c(t - х) и j c = Ct. 

В предыдущих разделах мы показали, что в пределах сферического или 
цилиндрического слоя всегда имеются такие зоны сжатия или растяжения, 
для которых интеграл 

OO 

J Pdt 
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обращается в ноль. Однако в случае плоских волн этот интеграл не обяза-
тельно исчезает. Действительно, из последнего равенства (5.94) следует, что 

(5.95) 

tx < х/с и t2> х/с + т. 

Здесь - момент времени до прихода волны, a t2 соответствует моменту 
времени, когда волна уже прошла через точку наблюдения. 

Когда источник плоской волны возвращается в свое исходное положение, 

и, следовательно, в пределах волнового слоя имеются зоны сжатия и растя-
жения и 

Предположим теперь, что смещение в источнике не обращается в нуль, т.е. 

f(at) * 0, если t > т. 

Так, например, со временем смещение изменяется и асимптотически 
стремится к некоторому постоянному значению функции f(at). 

В соответствии с (5.95) имеем 

Таким образом, в отличие от сферической и цилиндрической волны, в 
данном случае интеграл может быть не равен нулю. В частности, можно 
представить себе волну, в которой происходит только сжатие или только 
растяжение. 

Этот результат можно описать следующим образом. Если интеграл в 
(5.95) равняется нулю, то частицы возвращаются в свое первоначальное по-
ложение за хвостом волны. Если же интеграл отличен от нуля, эти частицы 
также находятся в равновесии, но они смещены на некоторое расстояние от 
своего первоначального положения. Имеется еще одно интересное свойство 
плоских волн, а именно взаимосвязь между скоростью частиц и избыточным 
давлением. Как следует из равенства (5.94), 

f (Ut2) ^fiatl) = О 

] Pdt = 0. (5.96) 

(5.97) 

v/P = с/К = l/poc = 1/Z. (5.98) 
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Как мы показали ранее, последнее равенство наблюдается также в волно-
вой зоне сферической и цилиндрической волны, и это совпадение не слу-
чайно. 

Оценим отношение v/c. Полагая 

P = 2-IO3 Па или P = 160 дБ, р0 = IO3 кг/м3; с = 1,5-103 м/с, 

имеем 
К = P0C2 = 103-2,25 106 Н/м2 = 2,25109 Н/м2 

и,следовательно, 

v m 2-IO3 Н/м2 

с 2,25-IO9 Н/м2 

т.е. скорость частиц на несколько порядков меньше фазовой скорости вол-
ны даже при высоком давлении. 

Для иллюстрации поведения плоской волны рассмотрим два примера. 

Пример 1 

Предположим, что смещение в источнике постепенно растет и достигает 
своего максимального значения. Его зависимость от времени описывается 
следующим выражением: 

0, t< 0, 

s(t) = s0\l-cos^ty 0 < f < т , 
т 

2, t > т. 

Соответственно, волновое поле s(xy t) имеет вид 

0, 

s(xy t)=s0 

t<± 

1 - c o s ^ f г - < г < - + т, 
T\ сJ с с 

t> T + - . 

Таким образом, для дилатации в и избыточного давления P имеем 

e = ds/dx и P = -KQy 

ще 

О, 
ТЕ S 

9(Х? о = о 
тс 

f <—, 

S i n i i f r - A ^ < г < - + т , 
X^ су с с 

2, г > т + - . 
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Поведение этих полей как функций времени показано на рис. 5.8, б. 
Как следует из (5.98), скорость частиц, а также давление зависят от вре-

мени и расстояния от источника одинаковым образом. 
Очевидно, что распределение давления как функции расстояния характе-

ризуется тремя диапазонами: 

1 )x>ct, 2) с(г - т) < х < Cty 3) х < c(t — т). 

Избыточное давление отлично от нуля только в промежуточном диапа-
зоне. В то же время позади волны частицы смещены на расстояние, равное 
2% и остаются в состоянии покоя (рис. 5.8, в). Данный пример соответству-
ет случаю, когда существует только один тип деформации (сжатие) и части-
цы не возвращаются в свое первоначальное положение. 

Пример 2 

Предположим теперь, что смещение в источнике описывается следующей 
формулой: 

[О, г <0, 
д<0=J0 1 - c o s ^ r , 0 < г < т , X 

О, t> т. 

Отсюда для волновых полей вытекают следующие выражения: 

s(xy t) = s0 

О, 

l - c o s ^ l f - ^ -

t<-

с с 

2ns 
9(л-, о = ^ 

XC 

о, к - , С 
S i n M r - ^ l £ < / < ! + Т, 

X V Cj с с 

о, t> T + -

товда как 

P = - КО и U = ^ - P . 
к 

Поведение этих функций, характеризующих волновое поле в пространстве 
и времени, показано на рис. 5.8, г, 5.9, а. 

В отличие от предыдущего примера, волновое поле здесь имеет две зоны: 
зону сжатия и зону растяжения. Позади этих зон частицы среды возвращают-
ся в свое исходное положение. 
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а б 

cfl-т) X 

в г 

z Плоская волна 

I 

\ 

х 
Рис. 5.9. Плоская волна как функция расстояния (а); ориентация фазовой поверхности 
(б)\ кажущаяся скорость (в); переход к плоской волне ( г ) 

Очевидно, что, если колебания в источнике описываются во времени си-
нусоидальными функциями, то волна существует повсюду, а зоны сжатия и 
растяжения чередуются друг с другом. 

ПРОИЗВОЛЬНАЯ ОРИЕНТАЦИЯ ПЛОСКОЙ ВОЛНЫ 

До сих пор мы предполагали, что волна распространяется вдоль оси х. 
Для последующего изучения полезно рассмотреть также общий случай, когда 
волна имеет произвольную ориентацию (рис. 5.9, б). С этой целью выберем 
декартову прямоугольную систему координат х, у, z с началом в некоторой 
точке О, расположенной в плоскости источника, где волна возникает в мо-
мент времени t = 0. 

Тогда для смещения и избыточного давления имеем 

и (5.99) 
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Здесь n - единичный вектор в направлении распространения волны, d -
расстояние от начала координат до любой из фазовых поверхностей, напри-
мер до фронта волны. 

Расстояние естественно выразить через координаты произвольной точки 
фазовой поверхности и компоненты единичного вектора п. 

Очевидно, что радиус-вектор 

R = xi + у} + zk 

п = AljcI + пу\ + nz к. 

Как видно из рис. 5.9, 6, расстояние 

d = n-R = пхх + пуу + nzz. 

Соответственно вместо выражения (5.99) получим 

(5.100) 

s(x, O = S 0 / К' 
(5.101) 

IXxX + пуу + nz 2 

ще 

t-
HxX + пуу jClXzZ 

является фазой. 
Коэффициенты пХУ пу и п2 являются проекциями единичного вектора на 

координатные оси и по определению они равняются направляющим косину-
сам: 

пх = cosa , пу - cosp, nz - COS7, 

где a , P и у - углы между вектором п и координатными осями. 
Как известно (см. приложение 1), 

nl +nl +п? =1 

пх< 1, П < 1, YXz < 1. 

(5.102) 

(5.103) 

Предположим, что на интервале времени At фазовая поверхность пере-
мещается на расстояние Ad: 

Ad = с At. 

14 < 

(5.104) 
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Если мы рассмотрим распространение волны вдоль произвольной пря-
мой /, то указанная поверхность пересечет эту линию в точке на расстоянии 
А/, и, как видно из рис. 5.9, в, 

А/ = Ad/cos<|>0, 

где фо - угол между прямыми d и /. Таким образом, скорость фазовой по-
верхности вдоль прямой / равна 

c I = - T = - l ^ ( 5 Л 0 5 > Д/ со$ф0 

и с ростом ф0 эта скорость неограниченно возрастает. В частности, на фазо-
вой поверхности скорость с, равняется бесконечности. 

Как следует из (5.102) и (5.105), скорости фазовой поверхности вдоль 
осей координат определяются следующими равенствами: 

сх-=с!пху су = с/пу и с2 = с/п2. (5.106) 

В отличие от фазовой скорости с, которая определяется только физичес-
кими параметрами среды р0 и Ky функция Ch называемая кажущейся скоро-
стью волны, зависит также от направления прямой /. 

Запишем выражения для синусоидальных волн. Согласно (5.101) 
имеем 

• \ ( IlxX +nvy + n2z} 
S(xy t) = S0 COSG) t £ — 

и (5.107) 

о/ sO^w • ( л
 nXx +пуУ + nZ2 ̂  Р ( X y 0 = 5 Sin(I) t ^ — I. 

Каждую из этих формул можно записать в другом виде. Например, для 
смещения имеем 

s(xy t) = s0cos[(i)f - (iкхх + k j + kj)]y (5.108) 

ще 

кх = OtnJx9 ку = (йПу/ху кг = MnJx. (5.109) 

Иногда бывает удобно ввести вектор распространения к , имеющий ком-
поненты 

кх = кпХУ ку = кпуу кг = кпг 

или (5.110) 

кх = ксosa, ку = AcosP, кг = Acosy. 
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Здесь 

к - со/с. 

Следовательно, выражение (5.108) можно представить как 

s(x, 0 = 50cos(cor - kR). (5.111) 

Конечно, ни плоская, ни цилиндрическая волна в реальности не сущест-
вуют, поскольку их источники должны обладать бесконечно большой энер-
гией. В то же время при определенных условиях эти модели волн могут ин-
терпретироваться как достаточно точная аппроксимация реально существую-
щих волн. Например, рассмотрим снова сферическую волну. Увеличение 
расстояния R от источника приводит к двум эффектам. Прежде всего, волно-
вые поля начинают медленно затухать и, в соответствии с (5.17), на доста-
точно больших расстояниях мы имеем 

Во-вторых, кривизна волновой поверхности становится меньше, и это оз-
начает, что гораздо большую ее часть можно приближенно заменить плос-
кой волной. 

Полагая в (5.112) 

и заменяя функцию/ '[a(t-Rlc)} функцией f[a(t-R/c)]y мы приходим к выра-
жению (5.94). 

Таким образом, поведение сферической волны на достаточно больших 
расстояниях и в пределах некоторого объема конечных размеров (рис. 5.9, 
г) практически совпадает с поведением плоской волны. В частности, в случае 
синусоидальной волны эта эквивалентность выполняется в волновой зоне 
(R > X) при условии, что расстояние R достаточно велико. 

Если сферическая волна является нестационарной, то плоская волна так-
же может служить относительно точной аппроксимацией на больших рас-
стояниях от источника и в волновой зоне: 

(5.112) 

R0 sOa _ Д 
cR 

R > X 0 . 
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Здесь A0 - наибольшая длина волны в спектре, которая еще дает сущест-
венный вклад в амплитуду сферической волны. 

В заключение заметим следующее. С геометрической точки зрения мы 
рассмотрели три различные волны: сферическую, цилиндрическую и плос-
кую. Все эти волны обладают одним общим свойством, которое заключается 
в том, что избыточное давление, дилатация, а также амплитуда смещений и 
скорость частиц остаются постоянными на фазовой поверхности: 

P = C1, 8 = C2 , Isl = C3 , Ivl = C4. (5.113) 

В дальнейшем мы будем изучать волны более общего типа, когда волно-
вые поля изменяются на фазовых поверхностях. Примером таких волн явля-
ются гравитационные волны. 



Г л а в а 6. ИНТЕРФЕРЕНЦИЯ И ДИФРАКЦИЯ 

6.1. СУПЕРПОЗИЦИЯ ВОЛН ОТ НЕСКОЛЬКИХ 
ПЕРВИЧНЫХ ИСТОЧНИКОВ В ОДНОРОДНОЙ СРЕДЕ 

Ранее мы рассматривали поведение волн, возбуждаемых в однородной 
среде либо единственным элементарным, либо линейным источником. Пе-
ред тем, как рассматривать более сложные случаи, сформулируем еще раз 
основные свойства волновых полей, возбуждаемых элементарными источни-
ками. 

1. Волновое поле элементарного источника является сферически симмет-
ричным. Это означает, что поток энергии распределяется равномерно по 
сфере, в центре которой расположен сам источник. Геометрия волновых 
полей (включая вектор Пойнтинга) описывается в предположении, согласно 
которому распространение волн происходит вдоль прямых лучей, направлен-
ных от источника к точке наблюдения. 

В соответствии с этим можно представить себе множество воображаемых 
конических трубок с вершиной в источнике. Поток энергии вдоль каждой 
такой трубки остается постоянным, а величина вектора Пойнтинга уменьша-
ется, поскольку по мере удаления от источника растет площадь сечения 
трубки. Векторы смещений и скорости смещений частиц среды ортогональ-
ны сечению каждой конической трубки. 

2. Всегда существуют три зоны волнового поля, а именно ближняя, про-
межуточная и собственно волновая. В ближней зоне волновое поле в любой 
точке почти синхронно с колебаниями в непосредственной близости от ис-
точника. В этой части упругой среды присутствуют только колебания, при 
которых эффект распространения пренебрежимо мал. В пределах промежу-
точной зоны эффекты распространения становятся сравнимыми с вибраци-
онными эффектами. И, наконец, в волновой зоне наблюдаются в основном 
бегущие волны, амплитуда которых медленно уменьшается с расстоянием. 

Таким образом, обычно можно наблюдать два явления. Одно из них 
(вибрации) проявляется в синхронном изменении положения всех частиц. 
Оно сопровождается деформацией среды, при которой отсутствует дилата-
ция, и таким образом в среде не возникает дополнительного давления. Виб-
рации быстро затухают с расстоянием от источника. Второе явление - рас-
пространение волн - также наблюдается во всех трех зонах, однако только в 
волновой зоне оно начинает доминировать и дает наибольший вклад в сме-
щения и скорости частиц. Для синусоидальных волн эта зона определяется 
неравенством Я/А,. 

Следует еще раз отметить, что избыточное давление описывается одина-
ковым образом во всех трех зонах. 

215 



Как правило, волновые поля становятся гораздо более сложными, ковда 
вместо одного точечного источника используются сразу несколько. В этом 
случае результирующее волновое поле является суммой полей от всех источ-
ников: 

P = ZPi, е = £ е „ 1=1 /=1 
п п 

s = S>/> V = £ v . . 
/=1 i«l 

В результате такой суперпозиции возникает явление, которое называется 
либо интерференцией, либо дифракцией, и которое играет фундаменталь-
ную роль в сейсмологии. В дальнейшем мы увидим, что любая волна 
(падающая, отраженная, преломленная, головная или поверхностная) в дейст-
вительности представляет собой суперпозицию бесконечного числа элемен-
тарных волн. 

В этом разделе описывается суперпозиция синусоидальных волн в пред-
положении, что частота этих волн одинакова. В дальнейшем это ограничение 
будет снято. 

Иногда, при небольшом числе источников, мы будем говорить об ин-
терференции волн. Суперпозиция волн от большого числа источников назы-
вается дифракцией. Конечно, такая классификация является условной, по-
скольку и интерференция, и дифракция описывают, по сути, один и тот же 
процесс суммирования волновых полей. 

Чтобы лучше понять, каким образом происходит взаимодействие волн от 
разных источников, рассмотрим сначала несколько относительно простых 
примеров. 

Пример 1: интерференция двух волн 

Пусть имеется два элементарных источника. Тогда для скалярного потен-
циала (s = grad (J) имеем 

(7,(/7, t) = Ax cos(cot + (P1) 
и (6.1) 

U2(py t) = A2 cos(cot + ф2) 

или 

Ux(py t) = A1 cos(cot + А/?,) 

и (6.2) 
U2(py t) = A2 cos(cot + kR2 - а ) , 

где R1 и R2 обозначают расстояния от точки наблюдения до, соответственно, 
первого и второго источника, а волновое число к определяется как 
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к = со/с = 2 п/Х. 

Параметр а характеризует сдвиг фаз между колебаниями источников. 
Из равенств (6.2) следует, что сдвиг фаз между волнами, приходящими в 

точку наблюдения, определяется, помимо параметра а , разностью расстоя-
ний 

A R = R2-R1. ( 6 . 3 ) 

Предположим, что амплитуды волн одинаковы: A1 = A2. Тогда сумма двух 
волн описывается выражением 

U (p,t) = A cos(cor + ф,) + A cos(cot + <р2). 

Применяя известную тригонометрическую формулу, получим 

U (p,t) = 2A cos^^^jcos^cor+^^i 

или 

U (р, 0 = AR COS I СО t+2l±2± ], (6.4) 

ще 

AR = IA cos I (Фг-Ф,). (6.5) 

Таким образом, результирующее поле также является синусоидальной 
функцией, зависящей от разности фаз между исходными волнами и имеющей 
амплитуду, прямо пропорциональную Л. В то же время начальная фаза сум-
марной волны равняется среднему от фаз ф! и ф2: 

T =9JL12L. (6.6) 
2 

Прежде чем приступить к анализу эффекта суперпозиции, рассмотрим 
более общий случай, когда амплитуды A1 и A2 не равны друг другу. С этой 
целью удобно использовать комплексную амплитуду скалярного потенциала. 
В этом случае 

TC= TCx+ Tt2 

или 

TC = ARt* = Afii* + Д2е'ф2. (6.7) 

Чтобы определить амплитуду Ar, учтем равенство 

Z2 = ZZ*, 

где z - величина, комплексно сопряженная числу z. 
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Полагая 

И = ARE'X и И* = AR е ~ ' \ 

получим 

A2
R = (AlCi91 + А2е'Ф2 X^e"* 1 + A 2 C * 2 ) = 

или 

A2
R = Л,2 + A 2 + 2А, A2 COS(92 - ф , ) . (6 .8 ) 

Таким образом, 

AR = л/A1
2 -+- A2 + 2A1A2 COS(92 -<р,). (6.9) 

В частности, при A1 = A2 

A^ = V2AVl + cos(<p2 - ф , ) 

или 

что совпадает с выражением (6.5). 
Как известно, величина вектора Пойнтинга прямо пропорциональна A2

r  

и характеризует интенсивность сигнала /. В соответствии с равенством (6.8) 
интенсивность результирующей волны равняется сумме трех слагаемых. Пер-
вые два, пропорциональные A1

2 и А2, описывают интенсивность волн, вы-
званных, соответственно, первым и вторым источником, а последнее слагае-
мое 

2А,А2 cos(92 - ф , ) 

характеризует эффект интерференции этих волн. Это слагаемое может быть 
положительным, отрицательным или равняться нулю. В первом случае мы 
имеем дело с конструктивной интерференцией, поскольку интенсивность / 
результирующей волны превышает сумму интенсивностей волн, вызванных 
каждым из источников: 

/ > / , + / 2 . 

Если третье слагаемое в (6.8) отрицательное, наблюдается деструктивная 
интерференция и 

/ < Л + / 2 . 

Наконец, если фазы ф, и ф2 связаны соотношением 
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4 > 2 - q > , = - ( 2 n + l ) , 
2 

где п - целое число, то интерференционный член в (6.8) исчезает и 

/ = Л + /2. 
Чтобы проиллюстрировать использование равенства (6.5), предположим, 
что существует два источника с одинаковыми амплитудами колебаний, име-
ющих фазовый сдвиг а . 

Будем рассматривать взаимодействие волн, вызванных этими источника-
ми, на расстояниях, значительно превышающих расстояние d между самими 
источниками (рис. 6.1, а): 

R1» d и R2 » d . (6.10) 

1 2 3 4 5 6 7 п -1 п 

Рис. 6.1. Система, состоящая 
из двух источников (а); поведе-
ние функции интенсивности 
(d = Х/2) (б); поведение функ-
ции интенсивности (d = I X ) 
(в); система, состоящая из п 
источников ( г ) 
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Данное условие вместе с условием равенства амплитуд источников означает, 
что амплитуды волн практически равны друг другу и не зависят от точки 
наблюдения. 

Исследуем теперь, как ведут себя амплитуда и интенсивность результиру-
ющей волны вдоль профиля, параллельного линии, соединяющей оба источ-
ника (рис. 6.1, а). В общем случае волны, приходящие в произвольную точ-
ку р, имеют различные фазы, и, как отмечалось ранее, фазовый сдвиг со-
стоит из двух слагаемых. Первое их них равняется а . Второе слагаемое воз-
никает из-за того, что источники находятся на разных расстояниях от точки 
наблюдения. С учетом условий (6.10) указанная разность фаз приближенно 
равняется следующей величине: 

AR = R2-R1 = d sin 0, (6.11) 

где угол 8 показан на рис. 6.1, д. 
Хотя разность AR чрезвычайно мала по сравнению с R, фаза, определяе-

мая отношением 

d sin 8 
» 

X 
может быть очень большой. Таким образом, полный сдвиг фаз равняется 

ф2 -<р, = а + к AR = а + - ^ s i n 0. (6.12) 
X 

Из равенства (6.5) следует, что функция AR является периодической относи-
тельно сдвига фаз ф 2 - ф , . 

Полагая а = 0, перепишем выражение (6.5) в виде 

Этот результат очевиден, поскольку обе волны приходят в указанную 
точку с одинаковыми фазами и, следовательно, наблюдается максимальный 
эффект конструктивной интерференции, при котором интенсивность увели-
чивается в 4 раза. 

При изучении интерференции волн вдоль рассматриваемого профиля 
удобно различать следующие два случая: 

1 )d<X и 2 )d>X. 

Случай 1: d < X 

В качестве примера положим 

(6.13) 

Отсюда, например, для средней точки профиля 0 = 0, имеем 

AR = IA. (6.14) 

d= Х/2. 
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Тогда вместо равенства (6.13) получим 

Ar = IA cosI js inej , (6.15) 

и амплитуда результирующей волны постепенно уменьшается с увеличением 
угла 6. 

Так, например, при 0 = тс/6 

^ s i n ^ = ^ и 4lA. 2 6 4 

Отсюда 

I = H1 = 1I 2 .  

В пределе, при 0 —> к/2, получаем 

и в этом случае мы имеем дело с деструктивной интерференцией, поскольку 
сдвиг фаз достигает значения к (рис. 6.1, б). 

В общем случае, при d = Х/т и т » 1 , также наблюдается уменьшение 
интенсивности результирующей волны, когда 0 —> я/2. Однако при d « X 
влияние деструктивной интерференции относительно мало, поскольку мак-
симальная разность фаз Cprrax стремится к 2—: т 

0 < ф < 2 - . 
т 

Случай 2: d > X 

Для иллюстрации этого случая положим d = 2Х. Тоща равенство (6.13) 
дает 

AR = 2A cos (2тс sin 0). (6.16) 

Учитывая, что функция AR является четной относительно угла 0, рассмо-
трим ее поведение на интервале 

О < 0 < я/2. 

Из формулы (6.16) следует, что интенсивность максимальна при 
271 sin 0 = кк, 

ще 
к = 0, 1,2. 

Таким образом, максимум амплитуды наблюдается в точках, соответствую-
щих следующим углам 0: 
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0 = 0, 71/6, 71/2. 

Точки, в которых результирующая амплитуда равняется нулю, определя-
ются равенством 

2к sin 0 = (2k + 1 ) - , 
2 

т.е. при следующих значениях угла 0: 0 = 0,25 и 0 = 0,85. Поведение функ-
ции / показано на рис. 6.1, е. 

В отличие от предыдущего случая, теперь функция I имеет пять максиму-
мов, расположенных симметрично относительно экваториальной плоскости 
0 = 0, однако между этими точками наблюдается сильная деструктивная ин-
терференция. 

Пусть расстояние между источниками равняется 
С! = ТХУ (6.17) 

где т - целое число. 
Из равенства (6.13) следует, что интенсивность максимальна, если 
к т sin 0 = ктс 

или 

sin 0 = к/т, 

ще 
к = 0, 1, 2,..., т. 

Таким образом, отношение расстояния d к длине волны X определяет 
число экстремумов функции AR. В частности, на интервале 

О < 0 < я /2 

амплитуда результирующей волны достигает одного и того же максимально-
го значения 

AR=IA 

в т + 1 точках. 
В то же время, если расстояние d между источниками меньше X, то при 

0 = 0 существует только один максимум. 
В этих случаях, когда т не является целым числом, например, когда 

[т] <т < [т + 1], 

число максимумов функции AR равняется [Т] + 1. Здесь квадратные скобки 
обозначают целое число. 

Как следует из выражений (6 .2)- (6 .5) , амплитуда и фаза результирую-
щей волны не изменяются, если, соответственно, 

R1 - R2 = const и R1+ R2 = const. 
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Это означает, что функция AR остается постоянной на поверхности ги-
перболоида вращения, а фаза не изменяется на эллипсоидах вращения, и у 
них имеется общие фокусы, в которых располагаются источники. Таким 
образом, амплитуда меняется на поверхностях равной фазы, и мы имеем 
дело с неоднородной волной. 

Учитывая, что точки наблюдения расположены далеко от источников, 
можно представить себе, что энергия, сгенерированная каждым из источни-
ков, переносится вдоль параллельных прямых (пунктирные линии на рис. 
6.1, а). Направление этих прямых определяется углом 9, характеризующем 
точку наблюдения. Очевидно, что сдвиг фаз между волнами, распространя-
ющимися вдоль этих прямых, по-прежнему определяется выражением (6.10). 
Такой подход, лежащий в основе так называемых приближений Фраунгофе-
ра и Френеля, полезен при изучении суперпозиции волн в гораздо более 
сложном случае, описание которого приводится ниже. 

Пример 2: интерференция волн от п источников 

Рассмотрим дифракцию волн от п источников, расположенных на одной 
прямой (рис. 6.1, г). Пусть расстояние и сдвиг фаз между любыми двумя 
соседними источниками остаются постоянными и равняются, соответственно, 
d и а . Предположим также, что протяженность (п - 1) d всего источника 
мала по сравнению с расстоянием от него до точки наблюдения. Следова-
тельно, разность фаз ф волн, вызванных этими источниками, определяется в 
точке наблюдения выражением (6.12). 

Применяя принцип суперпозиции, получим следующее выражение для 
скалярного потенциала результирующей волны: 

U (р, г) = A[cos(cor) + cos(cor + ф) + cos (ш + 2ф) +...+ 

+ C O S ( G + (п - 1)ф], если п > 1. (6.18) 

Определить эту сумму можно двумя разными способами. Во-первых, ра-
венство (6.18) можно переписать как 

U (р, г) = Re A je"'0*+ е " ' ^ + e"'M+2<p)-f... + е " ' 1 ^ 1 ^ 1 } (6.19) 

или 

U (p,t) = Re fe е-"1*}, (6.20) 

где комплексная амплитуда потенциала дается формулой 

» = л{1 + е"'ф+ е" , 2 ф+... + е"'(л~ , )ф |. (6.21) 

Данная сумма является геометрической прогрессией, и, применяя известное 
правило суммирования, получаем 

1 
TC = A - . (6.22) 

1 - е~'ф 
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Последнее выражение можно переписать в виде 
г
 с1Яф/2с-1>|ф/2 

е-/ф/2 

ИЛИ 

% = A s i n ( n y / 2 ) е-<(п-1)ф/2 ( 6 23) 
sin(<p / 2) 

Подстановка (6.23) в равенство (6.20) дает 

U (р, г) = A s i n ( w p 7 2 ) cos[co/+(Al - 1 )ф / 2]. (6.24) 
sin(<p/2) 

Таким образом, амплитуда и фаза результирующей волны определяются сле-
дующим образом: 

A r = A ^ l I I l и T = ^ d L 9 . (6.25) 
sin(<p/2) 2 

В частности, полагая /1 = 2, приходим к выражению (6.5), при условии, что 
ф, = 0. Действительно, в этом случае равенство (6.5) принимает вид 

Ar = A - ^ - = I A cos (<PFL) и х 
" sin(<|>/2) ^ 2 2 

Получим теперь формулу (6.5) другим способом. Каждый из членов выра-
жения (6.21), заключенных в скобки, является комплексным числом, кото-
рое можно описать единичным вектором на комплексной плоскости XY  
(рис. 6.2, а). Ориентация этого вектора определяется аргументом. Так, на-
пример, первое слагаемое Ae'0 характеризуется единичным вектором, на-
правленным вдоль оси jc. В общем случае соответствующий вектор A1 имеет 
амплитуду А и аргумент ф. 

Применяя правило суммирования векторов (рис. 6.2, а), мы видим, что 
они образуют многоугольник, вершины которого расположены на окруж-
ности радиуса OK1 с центром в точке О. Сумма этих векторов описывается 
результирующим вектором KLKNI который можно найти с помощью простых 
геометрических соотношений. 

Как показано на рис. 6.2, д, угол между векторами A1 и OKI является 
одинаковым для любого / и равняется р. Учитывая, что сумма углов треу-
гольника равна к и 

2f$ + ф = я , 

мы видим, что угол K1OK2 равен ф и, следовательно, 

^ = A = IK 1O sin (6.26) 

Второе из равенств (6.26) получено из треугольника IKLON: 
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Рис. 6.2. Суммирование комплексных чисел как векторов (а); интенсивность волны от 
дискретной системы источников (б); интенсивность волны от непрерывной системы 
источников (в); закон отражения Снеллиуса (г) ; расстояние между источниками и точ-
кой наблюдения (д) 

KXK=IKXO s i n (6.27) 

поскольку по определению угол 2KXON равняется дкр. 
Наконец, для амплитуды и фазы результирующей волны из выражений 

(6.26) и (6.27) находим 

AR= KXKN= А ^ ^ , 
s i n ( < p / 2 ) 

что совпадает с формулой (6.25). 
Используя рис. 6.2, а, несложно также найти фазу т. 
Рассмотрим зависимость функции AR ОТ аргумента <р. Как мы уже знаем, 

аргумент может изменяться как в силу изменения положения источника или 
точки наблюдения, так и в силу обоих этих факторов. 

Прежде всего, в пределе, когда <р стремится к нулю, имеем 
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Ak = S S I I = пА (6.28) 
ф/2 

И 

т О, если ф 0. 

Таким образом, результирующая амплитуда в п раз превышает амплитуду 
единичной волны. Этот результат очевиден, поскольку направления всех век-
торов TCn практически совпадают (ф -> 0), а результирующий вектор являет-
ся их арифметической суммой. 

Из равенства (6.25) следует, что с увеличением ф результирующая ампли-
туда начинает уменьшаться и, коща 

Д = H или Ф = — , (6.29) 
2 п 

становится равной нулю. 
Другими словами, если <сдвиг фаз определяется равенствами (6.29), дест-

руктивная интерференция максимальна. С геометрической точки зрения это 
означает, что точка Kn (рис. 6.2, а) совпадает с началом K1. Соответственно, 
длина K1K2 становится равной нулю, а сдвиг фаз между первым и последним 
вектором равняется 2п. Очевидно, что с увеличением числа источников л, 
зона первого интерференционного максимума сужается. 

При дальнейшем увеличении фазы ф снова наблюдается максимум, одна-
ко на этот раз значительно меньший. Этот факт можно было легко предска-
зать, поскольку при ф * 0 векторы не лежат на одной прямой (рис. 6.2, а). 
Положение и величину этого максимума легко оценить, полагая, что п до-
статочно велико. 

Числитель первого из равенств (6.25) достигает своего максимального 
значения (равного единице) при 

л £ = £ ( 2 * + 1 ) или < р = £ ( 2 * + 1 ) . (6.30) 

В то же время знаменатель можно представить как 

sin 2 .« -5-(2/:+ 1), 
2 2 п 

при условии, что угол ф достаточно мал и 

2к+ 1 < 
TC 

Таким образом, амплитуды максимумов определяются выражением 

A r = пА — , (6.31) 
71(2*+ 1) 

из которого видно, что с увеличением целого числа к величины максимумов 
уменьшаются. 
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Поведение отношения 

-L = »in2(mp/2) в ( 6 3 2 ) 

/ о п2 s i n 2 ( ф / 2 ) 

характеризующего распределение интенсивности как функции угла ср, пока-
зано на рис. 6.2, 6. 

Здесь 

I0 = H2A2 

характеризует интенсивность при <р = О. 
Вычисляя первую производную функции AR по <р, нетрудно определить 

положение и величину максимумов или минимумов. Следует заметить, что с 
увеличением числа источников эффект суперпозиции волн становится силь-
нее и, в соответствии с этим, наблюдается большее количество зон конструк-
тивной и деструктивной интерференции. 

Чтобы проиллюстрировать использование выражений (6.5), рассмотрим, 
как ведет себя амплитуда <р2 результирующей волны вдоль профиля, парал-
лельного линии источников (рис. 6.1, г). Предположим сначала, что коле-
бания всех источников происходят синхронно: а = 0. Тогда, с учетом равен-
ства (6.12), имеем 

. fnnd . 
Sin Sin 0 

— s i n Э 
X 

(6.33) 

По аналогии с системой, состоящей из двух источников, будем различать два 
случая: 

1 )d<X и 2) d >Х. 

Случай 1: d < X 

Из выражения (6.33) следует, что максимум появляется, когда 

0 = 0 или n Y s h l 0 = ( 6 3 4 ) 

и его амплитуда равняется 

Л* = пА. (6.35) 
Таким образом, в середине профиля наблюдается максимум конструктив-

ной интерференции. С увеличением угла 0 амплитуда результирующей вол-
ны быстро уменьшается и первый минимум появляется, когда 

nd • л п—sin 0 = тс 
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или 
sin 0 = Xfndf (6.36) 

при условии, что 

Xfnd < 1. 

В этом случае сдвиг фаз между волнами от первого и последнего источ-
ников равняется 

2nd • Л 2nd X о /2ф — Kl s in 0 = Tt — = 27С 
X X nd 

и, соответственно, вектор KlKn (рис. 6.2, а) становится нулевым. Из равенст-
ва (6.36) с очевидностью следует, что чем больше число источников л, тем 
уже пучок лучей, формирующих максимум. 

Так же, как в случае п = 2, формируются боковые максимумы. Их по-
ложение приближенно определяется условием 

7 l ^ s i n e = ( 2 * + 1 ) £ 
X 4 7 2 

или 

sin 0 = -А_(2к + 1) < 1, (6.37) 
2 dn 

. ще 
А = 0, 1, 2,... 

Подстановка (6.37) в (6.33) дает 

Ar = пА—-—, (6.38) 
71(2/:+1) V 7 

где п А - амплитуда результирующей волны в точке 0 = 0. 
Таким образом, мы видим, что отношение бокового и основного макси-

мумов не зависит от числа источников (п » 1), однако при увеличении их 
числа абсцисса каждого из боковых максимумов стремится к средней точке. 
Следовательно, используя достаточно большое число источников, можно 
сконцентрировать волновое поле в пределах относительно узкого пучка. Та-
кая концентрация происходит благодаря как конструктивной, так и деструк-
тивной интерференции. 

Случай 2 : d > X 

Как было показано ранее, интерференция волн от двух источников (п = 
= 2) имеет более сложный характер, когда d>X. Похожее поведение волно-
вого поля наблюдается и в общем случае системы из п источников. Действи-
тельно, предположим, что в некоторой точке амплитуда имеет определенное 
значение AR, а сдвиг фаз между волнами от соседних источников равняется 
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Согласно уравнению (6.18), амплитуда результирующей волны останется 
той же, если фаза ф изменится на 2тст, где т - произвольное целое. 

Например, наибольшее значение AR наблюдается, когда все векторы TCN  
(рис. 6.2, а) направлены вдоль одной и той же линии, а именно 

= 2 кт 
X 

или (6.39) 
d sin 0 = тХ. 

Подстановка последнего соотношения в равенство (6.33) дает 

А — A i i i nnmn^. A s^nwjr 
/\R — /л /\ . 

s i n т с т s i n * 

Применяя правило Лопиталя, снова получаем известное выражение 

Ar = пА. 

Так, например, при т = 0ит = 1 из равенства (6.39) следует, что мак-
симум будет наблюдаться, соответственно, при 0 = 0 и 9 = sin"1 —. Точно 

d 

так же можно определить и положение боковых максимумов. Таким обра-
зом, в общем случае система возбуждает в разных направлениях группы пуч-
ков, каждый из которых имеет центральный максимум и последователь-
ность боковых, более слабых максимумов. Чтобы различать центральные 
максимумы, соответствующие различным значениям т , их обычно называют 
максимумами т-го порядка. Как следует из соотношения (6.39), если рассто-
яние между источниками меньше длины волны, т.е. 

d<K 
то существует только одна группа пучков. Действительно, в этом случае не-
равенство 

sin 0 = rnk/d < 1 

удовлетворяется только при т , равном нулю. В заключение следует заметить, 
что равенства (6.25) справедливы при условии, что расстояние между первым 
и последним источниками значительно меньше расстояния до точки наблю-
дения. Это означает, что разность фаз между волнами, вызванными любы-
ми двумя соседними источниками, остается постоянной. 

Пример 3: линия источников 

Рассмотрим предельный случай, когда источники непрерывно распреде-
лены вдоль прямой. В этом случае выражение (6.33) принимает вид 
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(6.40) 
P 

где А —>0ил —> 0, однако их произведение остается постоянным. Параметр 
P определяется как 

P = ^ / , (6.41) 

/ = (п - \)d характеризует размер источника, a n s m Q определяет величину 
А. 

изменения фазы. Соответственно, интенсивность результирующей волны 
равняется 

I = I o ^ (6.42) 
P2 

Здесь 

I0 = I2A2, 

и поведение отношения / / I 0 показано на рис. 6.2, е. 
Максимум, возникающий в точке р = 0, называется главным максиму-

мом. Его величина равняется /0, и он соответствует углу 0 = 0. В точках р = 
= ±pw возникают также дополнительные максимумы. Например, первый 
такой максимум возникает при P1 = 1,43л;, причем 

1/10 =0,0472, 

т.е. этот максимум является относительно слабым. 
Для больших значений т имеем 

7 i 2 ( m + l / 2 ) 2 

Таким образом, при непрерывном распределении источников конструктив-
ная интерференция наблюдается в основном вблизи 0 = 0. 

Удобно различать два предельных случая: 
X » I и X « / . 

В первом случае независимо от того, какие значения принимает угол 6, па-
раметр P мал, и, следовательно, 

/ (G)« /0. 

Другими словами, источники возбуждают сферическую волну, которая имеет 
одинаковую интенсивность во всех направлениях. Этот результат очевиден, 
поскольку сдвиг фаз между элементарными источниками стремится к нулю, 
и всюду при R » / наблюдается конструктивная интерференция. 

Предположим теперь, что длина волны значительно меньше протяженно-
сти системы источников. Тогда аргумент 
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B = ^ s i n 9 к я. 
является малым только в пределах очень узкого диапазона углов вблизи зна-
чения 9 = 0, где функция I почти совпадает с I0. В то же время вне данного 
пучка интенсивность пренебрежимо мала. Таким образом, картина дифрак-
ции имеет, в значительно степени, направленный характер. 

До настоящего момента мы изучали дифракцию волн, вызванных пер-
вичными источниками, которыми могли быть как элементарные, так и ли-
нейные источники. Исключение составляет следующий случай. Рассмотрим 
фиктивные источники, которые возникают под действием падающей плос-
кой волны (рис. 6.2, г). В результате вторичные волны появляются над и 
под плоскостью. Другими словами, они играют роль вторичных источников. 
Введем следующие обозначения. Пусть 9, обозначает угол между направле-
нием падающей волны и нормалью к линии источников, а 9Г - угол между 
нормалью и направлением на точку наблюдения. 

В общем случае угол 9, между направлением распространения волны и 
нормалью отличен от нуля. Поэтому колебания вторичных источников про-
исходят асинхронно и, как видно из рис. 6.2, г, сдвиг фаз между ними рав-
няется 

2nd . Л  <Pl = - — s i n O1, 

Вторичные волны от соседних источников, распространяющиеся в на-
правлении некоторой точки р, также имеют сдвиг фаз, равный 

2Kd . л ф 2 = — s i n 9 r . 

Таким образом, полный сдвиг фаз между этими волнами 

ф = ^ ( s i n 9 r - s i n 9 , ) . (6.43) 
А 

Учитывая, что наибольший максимум возникает при P = O, получим 
sin Or = sin 9,, (6.44) 

Данное выражение представляет собой формулировку закона отражения 
Снеллиуса, и 

9Г = 9,, (6.45) 

т.е. углы падения и отражения равны друг другу. 
Таким образом, в случае, когда источники распределены непрерывно, а 

влиянием вторичных максимумов можно пренебречь, наблюдается переход к 
так называемой геометрической акустике. Иными словами, геометрическая 
акустика также является результатом суперпозиции волн. Конечно, если па-
дающая волна не является плоской, выражение (6.43) уже не описывает сдвиг 
фаз между отраженными волнами и равенство (6.45) перестает выполняться. 
В этом случае вторичные волны имеют разную интенсивность. 
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Если же падающая волна остается по-прежнему плоской, но источники 
располагаются на поверхности, обладающей некоторой кривизной, то раз-
ность фаз больше не описывается соотношением (6.43). Тем не менее, если 
радиус кривизны этой поверхности значительно больше длины волны, то 
равенство (6.45) по-прежнему верно. Это означает, что углы падения и от-
ражения почти равны друг другу. 

Уравнение (6.44) имеет еще одно решение 

G = TC-G 1 , 

характеризующее направление, вдоль которого наблюдается максимальный 
сигнал под источниками (рис. 6.2, г). Это также очень интересный резуль-
тат, поскольку он описывает закон отражения Снеллиуса в предельном слу-
чае, когда среда всюду однородна. 

В одном из следующих разделов мы рассмотрим дифракцию волн для бо-
лее сложного распределения источников. Чтобы упростить анализ, получим 
еще раз выражение (6.42), но другим способом. Из рис. 6.2, д видно, что 
комплексную амплитуду потенциала, вызванного элементарным источником, 
можно представить в виде 

JkR 
d Tt (р) = С dz-—, 

R 

где С характеризует интенсивность источников на единицу длины. 
Применяя далее принцип суперпозиции, получим следующий потенциал 

результирующей волны: 

'/2 JkR 
TC(P) = C J s—dz. 

-1/2 К 

Как и ранее, / обозначает протяженность источника. 
Несмотря на относительную простоту подынтегрального выражения 

t i k R!R, приведенный выше интеграл нельзя представить в виде элементарных 
функций. Сделаем теперь два предположения. Во-первых, предположим, что 
точка наблюдения/? расположена на расстоянии R t значительно превышаю-
щем протяженность системы /: 

R » / . 

Это означает, что источники находятся практически на одном и том же рас-
стоянии от точки наблюдения ру и выражение для потенциала принимает вид 

Ъ(р)~£ Г tikRdz. 
г -42 

Здесь г - расстояние между началом системы координат и точкой наблю-
дения. 

Последний интеграл все еще нельзя выразить через элементарные функ-
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ции. Второе предположение основывается на приближенном выражении для 
расстояния R. Из рис. 6.2, д следует, что 

R =^jr2 +Z2 - 2 z r s i n 9 . 

Здесь 9 является углом между R и перпендикуляром к оси z. 
Учитывая, что R » //2 и Izl < //2, выражение для R можно разложить в 

ряд по степеням z/r. Поскольку 

fl=rJl + £ L _ 2 z s i n e 
г2 г 

VTTx- 1 + - - — , 
2 8 

где 

JC = _ 2 i S i n e + ^ i , 
г2 

имеем 

R ~ г 

или 

1 + - - ^ s i n e - ^ - S i n 2 G 

R = г -Z sin 9 + — cos2 9 + ... 
2г 

Таким образом, выражение для комплексной амплитуды потенциала преоб-
разуется к виду 

Г -и •«. • lit—cos2 в . Tt(P)=Lttkr fe- , A z s m 0e 2r dz. 
Г -U 2 

Очевидно, что фаза элементарной волны от источника, расположенного на 
расстоянии z от начала координат, равняется 

—f r - z s i n 9 + — c o s 2 9 
х{ 2г 

Пусть последнее слагаемое в скобках настолько мало, что 

I I Jfc-COS2 01 1 |е в г J = I. 

Последнее соотношение выполняется, когда 

J I c o s H k k K т ц A c 0 S 2 9 « I . 
8 г 4 Xr 
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Если расстояние г достаточно велико, данные неравенства выполняютсянеза-
висимо от того, какое значение имеет угол 0. В соответствии с этим фаза 
элементарной волны равняется 

— (г - Z sin 0), 
X 

т.е. она линейно изменяется с расстоянием от начала координат. Такое при-
ближение называется приближением Фраунгофера. Очевидно, что в двух 
предыдущих примерах мы использовали именно этот подход. Когда в выра-
жении для фазы удерживается третий член 

—cos 2 0, 
2 г 

мы имеем дело с более точным приближением, которое называется при-
ближением Френеля. 

В действительности в обоих приближениях принимается, что 

R » / . 

С уменьшением длины волны условие 

— cos2 0 < 1 
Xr 

перестает выполняться. Таким образом, приближение Фраунгофера не до-
статочно для изучения перехода к предельному случаю, когда X стремится к 
нулю. То же самое относится и к приближению Френеля. 

Используя приближение Фраунгофера, легко долучить формулу (6.42). 
Действительно, комплексная амплитуда потенциала дается выражением 

T t ( P ) = L ^ fe"'*2 s in0^z 
Г -1,2 

или 

ЙГ (р) = CZ e^sinp i 
r P 

ще 

В = — sin 0. К 2 

Отсюда 

234 



Усредняя интенсивность по времени, получим 

что совпадает с (6.42). 
У приближения Фраунгофера есть одно интересное свойство. Как следует 

из равенства 
R = г -Z sin 9, 

если точка наблюдения располагается на перпендикуляре к линии источни-
ков, пересекающей 9 = 0, то расстояние R от этой точки до любого из эле-
ментарных источников является одним и тем же: R = г. Поскольку все эле-
ментарные волны имеют в таких точках одну и ту же фазу, в них наблюдает-
ся главный максимум. 

Мы изучили дифракцию, вызванную источниками синусоидальных волн в 
однородной среде. В дальнейшем особое внимание будет уделяться дифрак-
ции при наличии неоднородностей. Чтобы изучить поведение волн в таких 
средах, необходимо решить задачу с граничными условиями. Однако изуче-
ние волновых полей полезно начать с приближенной теории, разработанной 
Кирхгофом. С этой целью мы в дальнейших разделах получим формулы 
Гельмгольца - Кирхгофа, устанавливающие соотношения между значением 
скалярного потенциала в некоторой точке внутри объема среды и его значе-
ниями на поверхности данного объема. 

6.2. ФОРМУЛА ГЕЛЬМГОЛЬЦА 

В главе 4 рассматривалась теорема единственности. Было показано, что 
комплексная амплитуда потенциала в произвольной точке р объема V одно-
родной среды однозначно определяется уравнением Гельмгольца и гранич-
ными условиями на поверхности S данного объема. Поэтому естественно 
ожидать, что значения волнового поля внутри объема и на его поверхности 
связаны между собой. Другими словами, поведение волны на этой поверхно-
сти определяет волну с заданным распределением плотности р и сжимаемос-
ти С внутри объема. Этот вывод, следующий из теоремы единственности, 
является, с физической точки зрения, почти очевидным, особенно, когда 
речь идет о нестационарных волнах. Предположим, например, что первич-
ный источник возбуждает колебания в течение некоторого интервала време-
ни Ar, а затем перестает действовать. Очевидно, что в каждый момент вре-
мени волновое поле содержит информацию о своем источнике. Поэтому 
естественно, что волна на поверхности, окружающей такой источник, опре-

• деляет волновое поле, возникающее впоследствии на больших рассто-
яниях. 

Получим теперь соотношение между гармоническими полями внутри и на 
поверхности объема. С этой целью рассмотрим сначала скалярный потенци-
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ал. Как было показано ранее (см. главу 4), смещение и скорость частицы 
удовлетворяют следующим уравнениям: 

rot s = 0 и rot у = 0. 

Это означает, что данные волновые поля можно выразить через скаляр-
ный потенциал U. В отличие от предыдущей главы, введем теперь скаляр-
ный потенциал как 

у = grad U. 

Поскольку существует бесконечное множество функций Ut описывающих 
одни и те же поля s и v, для обоих потенциалов можно использовать 
одинаковое обозначение. Далее удобно рассмотреть несколько случаев, 
различающихся между собой положением первичного источника внутри 
объема. 

Из векторного анализа (см. приложение 3) хорошо известно следующее. 
Чтобы получить соотношение «между значениями волнового поля внутри 
объема V и на окружающих его поверхностях, удобно воспользоваться тео-
ремой Гаусса-Остроградского 

JdivMrfV = ^ M d S , (6.46) 
V S 

где M - волновое поле, d S = dSny п - единичный вектор, направленный в 
сторону от объема. 

Предполагается, что в каждой точке объема определена дивергенция век-
торного поля М, т.е. существуют первые производные его скалярных ком-
понент. Конечно, имеется бесконечное множество векторных полей М, 
удовлетворяющих уравнению (6.46). 

Заметим, что данный раздел целиком основывается на использовании те-
оремы Гаусса. Прежде всего, введем вектор M следующим образом: 

M = fcr(p,*)VG(/>, <?,*). (6.47) 

Здесь Щр, к) - комплексная амплитуда потенциала, G(p, q, к) - функция, 
имеющая производные первого и второго порядка, к - волновое число, р -
точка наблюдения, а точка q располагается на поверхности объема V. 

Подставляя выражение (6.47) в уравнение (6.46) и учитывая, что 

div(%VG) = V ^ V G + TcV2Gy 

получим 

J { V # . VG + TCQ2 G}dV = j TC — dSy 
V S дп 

поскольку 

VG • dS = grad G • dS = — 
Ъп 

(5.87) 
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Используем далее другой вектор: 

M = GV ТС. (6.49) 

Подстановка этого выражения в уравнение (6.46) дает 

J {VTC •"VG + GV2TC}dV = jG — dS. (6.50) 
v s дп 

Следует заметить, что если функция G является постоянной, то мы приходим 
к формуле Грина: 

]V2TCdV=^dS. 
V S дп 

Вычитая уравнение (6.50) из (6.48), получим 

dS. (6.51) 3 G IiTtV2G - GV2TCW = j\TC — -G 
w s V Ъп Эп J 

Последнее выражение называется второй формулой Грина и также пред-
ставляет собой формулировку теоремы Гаусса-Остроградского. 

Сделаем теперь несколько замечаний. 
1. Формула Грина (6.51) справедлива при условии, что обе функции TC и 

G имеют первые и вторые производные всюду внутри объема V. 
2. Существует бесконечное число функций Gipy qy к)у удовлетворяющих 

уравнению (6.51). 
3. Уравнение (6.51) уже является соотношением между комплексной 

амплитудой ^внутри объема и ее значениями, а т^кже значениями ее нор-
мальной производной на поверхности S. Тем не менее, неизвестная функция 
TC представлена здесь не в явной форме, а только в качестве элемента по-
дынтегрального выражения. Чтобы преодолеть эту проблему, введем еще 
одно ограничение для функций Грина и получим из уравнения (6.51) форму-
лу Гельмгольца. Начнем с простейшего случая. 

Случай 1: среда является однородной, 
а первичные источники отсутствуют 

Предположим, что среда внутри объема V однородная и все источники 
располагаются вне данного объема (рис. 6.3, а). Поскольку комплексная 
амплитуда и ее производные описывают реальную волну, эти функции при-
нимают конечные значения всюду внутри объема и 

V2TC + Ic2TC = 0. (6.52) 

Здесь к = со/с. 
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а б 

Выберем среди всех возможных функций Грина G такие, которые подчиня-
ются следующим условиям. 

1. Всюду в объеме, за исключением некоторой точки /?, в которой на-
блюдается волна, функция G(p, q> к) является решением уравнения 
Гельмгольца: 

V2G + /(2G = 0. (6.53) 

2. В окрестности точки р функция G ведет себя как 

G 1 /Я, (6.54) 

где R - расстояние до точки р. 
Из-за того, что в точке р имеется сингулярность, мы не можем приме-

нить уравнение (6.51) ко всему объему V. Чтобы преодолеть это препятст-
вие, окружим точку р поверхностью "безопасности" Ss и затем применим 
вторую формулу Грина (6.51) к объему V1, заключенному между поверхнос-
тями S и Ss (см. рис. 6.3, а). 

Оба условия, (6.53) и (6.54), играют важную роль при выводе фор-
мулы Гельмгольца. В силу условия (6.53) исчезает объемный интеграл в 
левой части соотношения (6.51). Действительно, учитывая (6.53) и (6.54), 
имеем 
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%V2G - CV 2 % = - A2^G + PTCG = 0. 

Отсюда выражение (6.51) принимает вид 

0 = —•-G-W (6.55) 
Эл Эл J Ss Эл Эл у 

Второе условие позволяет выразить значение функции TC в точке р через 
значения этой функции, а также ее нормальной производной дТС/дп на по-
верхности S. 

Чтобы продемонстрировать это, предположим, что радиус R сферичес-
кой поверхности Ss стремится к нулю, т.е. V1 —> Vy и рассмотрим поведение 
второго интеграла в правой части выражения (6.55). Как отмечалось ранее, 
функции TC и ЪТЦЪп принимают конечные значения всюду внутри объема Vy  
включая, безусловно, и точки на поверхности t = r2. В отличие от этого, при 
стремлении радиуса R к нулю обе функции G и dG/dn неограниченно растут 
в соответствии с (6.54) и 

G —> — и - = = если /? —> 0. (6.56) 
R Эл ЭR R2 

Последнее равенство следует из того, что направление радиус-вектора R про-
тивоположно направлению нормали п. 

Тогда для интеграла по поверхности Ss имеем 

iU « _G^L]dS = X # dS _ г Ж я е с л и R ^ 0 б 5 7 J H- J п 2 J -ч о 
\ Эл Эл R2 L Эл /? 

Функции TC и Э^/Эл - непрерывные и, следовательно, при R —> 0 их значе-
ния на поверхности Ss совпадают с соответствующими значениями в точке р: 

ТС^ТС(р)У — —> если Я 0. 
Эл Эл 

Таким образом, 

(6.58) 

4 /?2 R2 

к—— = М£> I l d s = М£> 4nR ^ о, если R-> 0. 
ss Эл Я Эл я ' Эл 

Окончательно, подставляя равенства (6.58) в формулу (6.55), получим сле-
дующее соотношение между комплексной амплитудой TC в точке р и значе-
ниями этой функции, а также ее нормальной производной на поверхнос-
ти S: 
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= - L l f c f — - 5Sf — I d s . (6.59) 
471 s \ Эn Ъп J 

Функции TC и дТС/дп, стоящие в правой части этого выражения зависят от 
точки g, расположенной на поверхности 5, причем обе точки, g и р, явля-
ются аргументами функции Грина G(p, q, к). Очевидно, что выражение 
(6.59) позволяет определить волновые поля в любой точке объема V. Так, 
например, если на поверхности S известны функции TC и ЪТС/дп, то, беря 
производные по координатам точки р от обеих частей этого равенства, мы 
найдем скорость частицы \(р, к). 

Безусловно, существует бесконечное число функций Грина, имеющих та-
кую же особенность (6.54) в точке р и удовлетворяющих уравнению (6.53) во 
всех остальных точках. Среди всех таких функций выберем простейшую: 

ikR 

Gip, g, к) = (6.60) 

Данная функция является решением уравнения Гельмгольца во всех точках 
внутри объема V, кроме точки р, в которой эта функция имеет соответству-
ющую особенность 1/R. Таким образом, вместо выражения (6.59) мы при-
ходим к известной формуле Гельмгольца 

*<»-гЛ T 
ikL ikL \ 

Ъ п Ъп 
dS, (6.61) 

где L - расстояние между точкой наблюдения р и произвольной точкой q на 
поверхности S. Из последнего выражения видно, что в каждой точке внутри 
объема V комплексная амплитуда является результатом суммирования следу-
ющих членов: 

i S s i ^ l d s И 7 e { q ) ^ d S . 
Ъп L Ъп L 

Это означает, что вблизи каждой точки g поверхности S существует два типа 
источников, сила которых пропорциональна соответственно 

ЪЪ — и ТС, 
Ъп 

а волна в любой точке внутри объема V является суперпозицией элементар-
ных волн, вызванных данными поверхностными источниками. Мы обсудим 
это более подробно в одном из последующих разделов. Тем не менее, следует 
пояснить следующее. Поскольку рассматриваются синусоидальные волны, 
колебаниям подвергается каждый элементарный объем как внутри, так и вне 
объема V. Это означает, что действительные источники волны, вызванной 
движением частиц и деформацией среды, располагаются повсюду. В то же 
время из выражения (6.61) следует, что, задав некоторое распределение ис-
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точников только на поверхности Sy можно вычислить соответствующее вол-
новое поле в любой точке объема V. Поэтому указанные поверхностные 
источники естественно трактовать как фиктивные. Чтобы понять значение 
этого факта, полезно вспомнить, что потенциалы гравитационного и элект-
рического полей выражаются аналогичным образом, а поверхность S можно 
всегда вообразить даже в свободном пространстве, где отсутствуют какие-
либо массы или заряды. 

Из теоремы единственности следует, что волновые поля определяются 
однозначно в объеме при условии, что в каждой точке поверхности S изве-
стны значения одной из функций TC или дТС/дп. Отсюда следует, что выра-
жение (6.59) можно соответствующим образом преобразовать. Действитель-
но, выберем функцию Грина G(py q, к), удовлетворяющую следующим усло-
виям: 

а) всюду внутри объема Vy кроме точки ру 

V2G + k2G = 0; 

б) в окрестности точки р 

G -> е"7Я; 
в) во всех точках поверхности S 

G = 0. (6.62) 

С учетом последнего условия, выражение (6.59) можно представить в виде 

7C(p) = -±j7C(g)dG{p>8>k)dS. (6.63) 
4 л дп 

Таким образом, чтобы определить комплексный потенциал Tc внутри объе-
ма, достаточно знать значения этой функции на поверхности S. Тем не 
менее, в общем случае существует одна сложная проблема, а именно, опре-
деление функции Грина G связано с решением задачи с граничными услови-
ями. 

Если вместо (6.62) использовать условие 

dG/dn = 0 на Sy (6.64) 

то необходимо будет решать другую граничную задачу, при этом выражение 
(6.59) перейдет в 

V ( p ) = ± & G ^ d S . (6.65) 
4 л J дп 

В соответствии с этим, функция 7С(а) будет выражаться через значения ее 
нормальной производной на поверхности S. Таким образом, одну и ту же 
комплексную амплитуду TC можно выразить различными способами, ис-
пользуя разные функции Грина G. Это еще раз указывает на то, что функ-
ции TC или д7С/дп в общем случае не характеризуют распределение действи-
тельных источников на поверхности S. 
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В отличие от выражений (6.63) и (6.65), функция Грина в формуле 
Гельмгольца является известной: 

G = eikL/L. 

Следовательно, если на поверхности S известны значения функций TC или 
ЭТЦдп, то определение TC в произвольной точке р является задачей числен-
ного интегрирования выражения (6.61). Однако, если на поверхности S изве-
стны точные значения этих функций, это обычно означает, что граничная 
задача для потенциала TC уже решена. Другими словами, эти функции изве-
стны всюду внутри объема V и применять формулу Гельмгольца уже не тре-
буется. 

В то же время выражение (6.61) может оказаться полезным для многих 
целей (в частности, для изучения дифракции) при условии, что значения 
функций TC или дТС/дп приближенно известны на заданной поверхности Sy  
окружающей объем V. 

Сделаем еще одно замечание. При выводе выражения (6.59) мы предпо-
лагали, что существует только одна поверхность S (см. рис. 6.3, а). Легко 
заметить, что выражение (6.59) не изменится, если вместо одной поверхнос-
ти имеется сразу несколько. В этом случае 

S = S1 + S2 + S3 + ... + Sn. 

Пример объема, заключенного между несколькими поверхностями, приво-
дится на рис. 6.3, 6. 

Случай 2: бесконечный объем 

Предположим теперь, что объем V заключен между двумя поверхностями 
Si и Se и в нем по-прежнему не содержится первичных источников (см. рис. 
6.3, б). Тогда формула Гельмгольца преобразуется к виду 

ТС(р) = j 
4TI ; 

ikL е Ъ7С -ч IKL, 
7£~-— 

Ъп Ъп L 
dS + 

-Ч 4 Ч 

ikL -ч-,. -ч ikL е Ъ7С_ ^ 3 е 
L Ъп Ъп L 

dS. (6.66) 

Рассмотрим поведение второго интеграла, когда все точки поверхности Se  
стремятся к бесконечности. В этом случае поверхность Se можно заменить 
сферой 5 с центром в точке р и радиусом R = Ly увеличивающимся до бес-
конечности. 

Поскольку направления нормали п и радиус-вектора R совпадают, 

дТС/дп = дТС№ 
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и второй интеграл в выражении (6.66) переходит в 

ikR е 
BR R 

с** BTC ^ В е 
R BR 

dS=j 
Se 

ikR 

R BR 

tkR 

R R2 
dS = 

IldR 

ikR 

-dS+j Яге ikR 

•dS. (6.67) 

Элемент поверхности dS записывается виде 

dS = R2dCl, 

где dQ. - телесный угол, под которым элемент dS виден из точки р. Соот-
ветственно, правую часть соотношения (6.67) можно представить как 

IR въ 
BR 

ikTC JkR dQ+jTCe,kRdQ. (6.68) 

Слагаемое 

\TCeikRdQ 

стремится к нулю, если комплексная амплитуда TC непрерывно стремится к 
нулю (Tt —> 0) по координатам 0 и <р. Так, например, указанный интеграл 
исчезает, если 

I RTC\ < N при R -> оо, (6.69) 

где N - некоторое конечное число. 
Первый из интегралов (6.66) стремится к нулю при условии 

R — - ikTC 
BR 

—> О при R - * оо. 

Последний предел является монотонным по координатам 0 и <р. 
Таким образом, если удовлетворяются условия (6.69) и (6.70), введенные 

Зоммерфельдом, то формулу Гельмгольца (6.61) можно по-прежнему при-
менять, даже в том случае, когда объем является бесконечным. 

Рассматривая теорему единственности для синусоидальных волн, мы при-
шли к нестрогому выводу о том, что волновые поля должны стремиться к 
нулю на бесконечности. 

Теперь можно утверждать, что условия (6.69) и (6.70) ясно показывают 
справедливость этого вывода. В реальных ситуациях первичные источники 
располагаются внутри объема конечных размеров. Это означает, что на бес-
конечности наблюдаются только уходящие волны и 

TC-
ikR 

-, если R —> оо. 
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Подставляя это выражение в (6.70), мы видим, что это последнее условие 
удовлетворяется. Если же предположить, что на бесконечности существует 
приходящая волна 

TC ~ е'**//?, 

то условие (6.70) перестает выполняться. 
Таким образом, условия (6.69) и (6.70), называемые обычно условиями 

излучения Зоммерфельда, означают отсутствие первичных источников на 
бесконечности. 

Случаи 3: источники внутри однородной среды 

Предположим теперь, что первичный источник располагается в окрест-
ности точки О внутри объема Vy занятого однородной средой (рис. 6.3, в). 
Например, таким источником может быть элементарный сферический ис-
точник, имеющий особенность в этой точке. Поскольку формула 
Гельмгольца перестает выполняться, если комплексная амплитуда TC имеет 
особенность внутри объема Vy представим эту функцию в следующем виде: 

ТС{ру к) = TC0ipy к) + TCsipy к). (6.71) 

Здесь TCo является комплексной амплитудой потенциала, вызванного пер-
вичным источником в точке О в бесконечном объеме однородной среды. 
Эта составляющая поля рассматривалась в предыдущей главе и, следователь-
но, предполагается известной. 

Второе слагаемое, TCsy может быть вызвано первичным источником или 
наличием неоднородностей за пределами данного объема и, в отличие от 
первого слагаемого, оно не имеет сингулярности внутри V. 

В соответствии с этим, формулу Гельмгольца применим к функции TCs и 
в результате получим следующее выражение для полной комплексной амп-
литуды: 

r - i k L э * с э - ikL * 
471 5 L Ъп Ъп L 

dS. (6.72) 

Безусловно, это выражение остается справедливым и в том случае, коща 
имеется несколько первичных источников и несколько поверхностей, огра-
ничивающих объем V. 

В заключение данного раздела обсудим одно интересное свойство интег-
рала (6.59). Предположим, что вне объема V среда является однородной и 
функция Грина G имеет особенность внутри V. Тогда, согласно выражению 
(6.51), имеем 

s Vk Ъп Ъп) 
JdS = O, (6.73) 

ще подынтегральное выражение берется на внешней стороне поверхности S. 
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Из сравнения формул (6.59) и (6.72) видно, что фиктивные источники на 
поверхности S "возбуждают" волну внутри объема Vy однако вне объема 
суммарный эффект от этих источников равняется нулю. 

Этот факт используется иноща в качестве доказательства одного из самых 
важных предположений Гюйгенса, и мы подробно обсудим это в дальнейшем. 

6.3. ТЕОРИЯ ДИФРАКЦИИ КИРХГОФА 

В этом разделе мы продолжим изучение волн, вызванных различными 
источниками, и покажем, как формула Гельмгольца применяется для изуче-
ния дифракции в присутствии жесткого экрана. Конечно, такая модель сре-
ды обычно рассматривается в оптике и вряд ли имеет какое-либо практичес-
кое значение в сейсмологии. Однако изучение волн в присутствии жесткого 
экрана позволяет наблюдать формирование различных дифракционных кар-
тин, а также переход к высокочастотной части спектра (лучевое приближе-
ние). В то же время, как будет показано, существуют случаи, когда этого 
предела нельзя достичь, даже для самых малых длин волн. 

В дальнейшем все перечисленные свойства будут наблюдаться при изуче-

нии акустических и упругих волн в более реалистичных моделях. Учитывая, 
что теория Кирхгофа в случае жесткого экрана математически довольно 
проста, мы подробно опишем дифракцию именно в этой модели. 

Удобно различать следующие два случая. 
1. Непрозрачный экран с отверстием (щелью) (рис. 6.4, а). 
2. Экран конечных размеров (рис. 6.4, б). 

а б 
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ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ 

Экран (с отверстием или без него) представляет собой неоднородность, 
параметры которой отличаются от параметров окружающей среды. Чтобы 
определить волновые поля, необходимо решить задачу с граничными услови-
ями. Другими словами, требуется найти решение волнового уравнения внутри 
и вне экрана. Помимо этого, функции, являющиеся решениями этого урав-
нения, должны удовлетворять граничным условиям на поверхности экрана. 
Это означает, что поведение комплексной амплитуды TC должно обеспечи-
вать равенство избыточного давления и компонент скорости частиц на обеих 
сторонах поверхности экрана. Более того, вне экрана функция TC долж-
на вести себя соответствующим образом вблизи источника и на бесконеч-
ности. 

Следовательно, для того чтобы определить волновые поля вне экрана, 
необходимо их знать внутри него, что в общем случае является сложной вы-
числительной задачей. Поэтому большое значение имеют приближенные 
методы расчета. В данном разделе рассматривается один из таких методов, 
предложенный Кирхгофом. 

Пусть первичный источник расположен в окрестности точки р0 и в среде 
имеется жесткий экран с отверстием. Наша цель состоит в том, чтобы найти 
волновые поля в объеме V за экраном (рис. 6.4, в). В соответствии с фор-
мулой Гельмгольца, комплексную амплитуду TC в любой точке объема V 
позади экрана можно записать как 

В отличие от предыдущего раздела, здесь предполагается, что единичный 
вектор п направлен внутрь объема и 

где S0 и S1 обозначают, соответственно, площадь отверстия и остальной час-
ти экрана, a Sf - сферическая поверхность бесконечного радиуса. Считая, 
что на бесконечности первичные источники отсутствуют, интегралом по 
поверхности Se можно пренебречь. Тогда вместо (6.75) получим 

Таким образом, площадь интегрирования совпадает с поверхностью экрана и 
включает в себя как его непрозрачные части, так и площадь отверстия. 
Предположим сначала, что непрозрачный экран занимает всю плоскость до 
бесконечности. Под действием падающей волны TC0, вызванной первичным 
источником, частицы экрана начинают колебаться, и эти новые источники 
приводят к появлению вторичных волн TCs. Таким образом, полная ком-
плексная амплитуда равняется 

(6.74) 

S = S0 + S1 + St (6.75) 

S = S 0 + Si- (6.76) 

TC=TC0+ TCs. (6.77) 
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Поскольку экран жесткий и имеет неограниченные размеры, волны в объе-
ме V позади экрана отсутствуют. Иными словами, волны, вызванные пер-
вичными и вторичными источниками, гасят друг друга, и 

TC = ObV. 

В частности, вблизи передней части экрана функция TC и ее производная 
дТС/дп равны нулю. При наличии в экране отверстия (см. рис. 6.4, а) рас-
пределение вторичных источников на экране меняется, и вследствие этого в 
объеме V появляются волны. Как отмечалось ранее, чтобы определить вол-
новые поля, необходимо, в общем случае, решить граничную задачу. Однако 
при определенных условиях поведение волн вблизи передней части экрана 
можно предсказать с достаточной точностью, используя формулу Гельм-
гольца для вычисления функции TC в объеме V. 

Рассмотрим волну в точках, принадлежащих отверстию. Конечно, вто-
ричные источники на экране вызывают появление дополнительных волн в 
каждой точке отверстия, и поэтому полное волновое поле неизвестно. В то 
же время при увеличении размеров отверстия расстояние между его цент-
ральной частью и вторичными источниками вблизи экрана становится боль-
ше, а их влияние, соответственно, уменьшается. Поэтому приближенно мож-
но считать, что в таких точках отверстия, имеющего достаточно большие 
размеры, волновое поле состоит только из падающей волны. Это предпо-
ложение не выполняется в точках, находящихся вблизи края непрозрачного 
экрана, хотя в этой области волны могут взаимно гасить друг друга из-за 
разности фаз. Конечно, такое поведение волн может наблюдаться, только 
если длина волны значительно меньше размеров отверстия. 

ФОРМУЛА ДИФРАКЦИИ 

Рассмотрим далее поведение волны вблизи передней части экрана, но вне 
отверстия. Как мы уже знаем, если отверстие в экране отсутствует, функция 
TC и ее производные равны нулю в объеме Vy однако при его наличии вол-
новая картина меняется, и волна появляется всюду, включая переднюю часть 
экрана. С физической точки зрения почти очевидно, что в точках экрана, 
расположенных относительно далеко от отверстия, влияние этой волны пре-
небрежимо мало. А с уменьшением длины волны такое поведение наблюда-
ется все ближе к отверстию. Подобные рассуждения позволили Кирхгофу 
предположить следующее. 

На поверхности отверстия S0 волна совпадает с первичной (падающей) 
волной,и 

TC = TC0 и ^ = на S0y (6.78) 
дп Ъп 

в то время как на передней части непрозрачного экрана выполняются следу-
ющие равенства: 
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TC = ТС0и — = O на S1. 
дп 

(6.79) 

Соотношения (6.78), (6.79) называются граничными условиями Кирхгофа и 
играют основополагающую роль в предложенной им теории дифракции. 

Здесь следует сделать два замечания: 
а) первое из условий (6.78) означает, что здесь пренебрегли взаимодейст-

вием между вторичными источниками; 
б) данный подход очень похож на борновское приближение, часто ис-

пользуемое в математической физике. 
Предположим для простоты, что падающая волна вызвана элементарным 

сферическим источником, расположенным в точке р0. Тогда 

где г, - расстояние от источника, а коэффициент А характеризует его силу. 
Дифференцирование TC0 по п дает 

_ дЪ0 Brl  

дп Эг, дп 

Из рис. 6.4, 2 видно, что 

= C O S f o r 1 ) . 
дп 

Здесь (n, T1) обозначает угол между векторами п и г{. 
Действительно, имеем 

— = g r a d T 1 - n = Tj0-Ii = C o s ( п , г , ) , 

(6.80) 

или 

(6.81) 

дп 

так как grad г, = T1
0 

является единичным вектором в направлении г,. 
Следует заметить, что 

. n r . n r . 
C O S ( П , Г , ) = L = L , 

nrX rI 

поскольку In I = 1. 
По аналогии получим 

a f>ikr J k r 

± e _ = £ _ ( / * r - l ) c o s ( n , г ) , 
an r V2 дп г 

(6.82) 
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где г - расстояние между произвольной точкой отверстия в экране и точкой 
наблюдения р. 

Подстановка выражений (6.81), (6.82) в формулу Гельмгольца дает 

ад=Aj 
S0L 

ikr\ ikr ikr ib\ 
е е ( i* r - l )cos(n , г ( i k r , — l)cos(n, г,) dS 

или 

ад=AJ. 
»*(г+г,) 

rrX 
Ujikr- l )cos(n , г)-—(Zfcr1 - l ) c o s ( n , T1) 
/ rI 

dSy (6.83) 

где (п, г) обозначает угол между векторами п и г (рис. 6.4, г). 
Таким образом, используя формулу (6.83), основанную на приближен-

ных граничных условиях, можно оценить волновые поля в объеме Vy при 
условии, что длина волны меньше размеров отверстия, а точки наблюдения 
лежат вдали от его края. 

Подынтегральное выражение в (6.83) содержит только элементарные 
функции, и численное интегрирование довольно просто выполняется на 
компьютере, несмотря на присутствие осциллирующего множителя е'*(г+п). 

Однако в прошлом выполнить процедуру интегрирования было очень 
сложно, и поэтому были предложены различные приближенные способы 
для выражения интеграла (6.83) через известные функции. В дальнейшем 
мы рассмотрим некоторые из этих методов, а пока можно заметить следую-
щее. 

1. Значение интеграла (6.83) не изменится, если в нем г и T1 поменять 
местами. Это означает, что источник в точке р0 приводит к тому же эффек-
ту в точке ру как если бы он находился в точке ру а наблюдение велось в 
точке ро- Этот результат был установлен Гельмгольцем и называется теоре-
мой взаимности. 

2. Опишем теперь еще одно интересное свойство волн, которое также 
следует из формулы Гельмгольца. Оно относится к действию двух дополня-
ющих друг друга экранов, установленных так, что отверстие в одном из них в 
точности соответствует непрозрачной части другого (эис. 6.5, а). 

Пусть TCx и TC1 обозначают комплексные амплитуды потенциалов, когда 
между источником и точкой наблюдения располагаются, соответственно, 
экран с отверстием и дополняющий его экран. Тогда, в соответствии с фор-
мулой Гельмгольца, имеем 

Wi(P) = T - J 4я J 
Soi 

^ 2 ( P ) = A J 4 к J 

S02 

Эл 

Эл 

dS 

dSy 

(6.84) 

где S01 и S01 - площади отверстий обоих экранов. 
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Рис. 6.5. Экраны, дополняющие друг друга (а); иллюстрация формулы (6.89) (б); ил-
люстрация формулы (6.92) (в); вывод формулы (6.96) (г) 

Очевидно, что 

S = Sqi ^02 

равняется площади всей поверхности экрана. 
Из формулы (6.61) следует, что 

* ( P ) = 7 - J Лтг * 4к- W f дп дп 
dS, (6.85) 

где ТС(р) - комплексная амплитуда в точке р при отсутствии экранов. 
Следовательно, выражения (6.84), (6.85) приводят к важному резуль-

тату: 

^(P) = TCx (P) + ШР\ (6.86) 

т.е. сумма волн в присутствии двух дополняющих друг друга экранов равняет-
ся волне, которая распространяется, когда эти экраны отсутствуют. Этот 
результат известен как принцип Бабине. Используя выражение (6.86) легко 
показать, что этот принцип справедлив для любой кусочно-однородной 
среды. 

Чтобы проиллюстрировать сказанное, положим TCx = 0. Это означает, 
что TC1 = TC и во всех точках, где интенсивность равняется нулю из-за при-
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сутствия одного из экранов, в присутствии дополнительного экрана она ста-
новится равной той интенсивности, которая образуется, когда экран полно-
стью отсутствует. 

Вернемся теперь к выражению (6.83) и рассмотрим один частный случай. 
Предположим, что расстояния от отверстия до источника гх и до точки на-
блюдения г много больше длины волны: 

г, » X и г » X 

или 

кгх » 1 и кг » 1. (6.87) 

Тогда, пренебрегая в (6.83) единицей по сравнению с кг и кгХу получим 

Air JHr+^ Щр)=*i Г* [cos(n, Г|)—cos(n, г)]dSy (6.88) 
2 x S 0

 гг» 

т.е. известную формулу дифракции Френеля - Кирхгофа. 
Из вывода формулы Гельмгольца следует, что вместо поверхности S0  

можно взять произвольную поверхность W, граница которой совпадает с 
краем отверстия (рис. 6.5, б). Например, эта поверхность может состоять из 
двух частей: части сферической поверхности Sy на которой падающая волна 
имеет постоянные амплитуду и фазу, и сегмента конической поверхности Sc  

с вершиной в точке р0. С увеличением расстояния гх вклад интеграла по ко-
нической поверхности становится меньше, и поверхность S0 почти совпадает 
с волновой поверхностью S. Поскольку на этой поверхности отношение 

^ Z r x 

остается постоянным и 

— = cos(n, г,) = 1, 
дп 

получаем 

» ( Р ) = — 5 J r / и г » + coscOdS, (6.89) 
п S0 

Ще 

cosa = - cos(n, г). 
Если, помимо этого, расстояние г достаточно велико по сравнению с разме-
рами отверстия, то комплексная амплитуда (6.89) на поверхности S0 меняется 
мало, и вместо этого выражения мы можем записать 

Щр) = JL^L Г е '" (1 + cosa )dS 
2 ^ n S0 
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или 

Щр) = iALlr JELTRCOS2-dS. (6.90) 
50 2 

До настоящего момента выводы всех выражений основывались на фор-
муле Гельмгольца, однако теперь мы используем соотношение (6.63), полу-
ченное в предыдущем разделе: 

Щ р ) = т - (6.91) 
4тс У дп So 

Здесь G = G(p, gy к) - функция Грина, равная нулю на поверхности экрана. 
Как отмечалось ранее, для экрана произвольной формы эту функцию 

определить достаточно трудно. Однако плоский экран является одним из 
немногочисленных исключений, и в этом случае функция Грина записывает-
ся как 

G{p, 8, к ) = — — ( 6 . 9 2 ) 
Г Г, 

ще г, - расстояние между экраном и точкой /?„ которая является зеркальным 
отображением точки наблюдения (рис. 6.5, в). Действительно, указанная 
функция удовлетворяет формуле Гельмгольца в объеме V9 имеет особенность 
в точке наблюдения, подчиняется условиям на бесконечности и равняется 
нулю во всех точках отверстия, когда г = г». Введем теперь декартову прямо-
угольную систему координат с началом в точке О, расположенным в преде-
лах отверстия (рис. 6.5, г). Ось z при этом направлена внутрь объема Vy а 
Ti и £ являются координатами точки g отверстия. Тоща расстояния г и г , 
определяются следующими равенствами: 

r2=(x-Q2 + (y-л)2 + (г-02 

и (6.93) 

ще Xf у и z - координаты точки наблюдения. 
Нормальные производные от первого и второго члена в выражении 

(6.92) равняются 

1 = *—(ikr-1)— = —(ikr-l)cos(n, г) 
Ъп\ г ) г

2 Ъп г
2 

и (6.94) 
(„ikr, Л iitr. ^r ikr, 

= V ^ r - - V l T = V ^ r - - D c o s O i f г.). ЭЧ r* J г} дп г 2 
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Учитывая, что 

cos(n, г) = - cosa и cos(n, г») = - cosa, 

получим 

— = -^-(ikr - l )cosa на S0- (6.95) 
дп г2 

Подставляя последнее выражение в формулу (6.91) и используя условия 
Кирхгофа, окончательно получим 

TC(P) = - - - — ( i k r - l)cos a dS. (6.96) 
27tS0 г2K1 

В частности, в волновой зоне, где 

кг » 1, 

имеем 
Ai 

Щр) = - — f - cos a dS. (6.97) 
Sq Г Г, 

ПРИБЛИЖЕНИЯ ФРЕНЕЛЯ И ФРАУНГОФЕРА 

Далее, выполняя интегрирование в (6.97), предположим, что члены Ifrri  
и cosa остаются практически постоянными. В этом приближении выраже-
ние (6.97) записывается в виде 

V ( P ) = - ^ l ^ d l ^ (6.98) 
^ k I Sq 

где R n R l - расстояния от начала координат О до точки наблюдения и пер-
вичного источника, соответственно, а a - угол, образованный нормалью п и 
радиус-вектором R1. Что выражения (6.88) и (6.97) совпадают, если предпо-
ложить, что cos(n, T1) = - cos(n, г) = cosa. 

Согласно сделанным предположениям, размер отверстия значительно 
меньше расстояний R и R19 что позволяет упростить формулу (6.98). По-
скольку £ = О, имеем 

r2 = (x-l)2 + (y-i))2 + z\ 

г1
2 = (х-1)2 + (у0-ц)2+22

0 

и (6.99) 

R2 =X2 +у2 +Z2, Rf =X2
0 +у2

0 +Z2. 

Теперь представляется естественным разложить г и г , в р я д по степеням tEtIR, 
Л/Я и l / R l 9 Ti//?,. 
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Из равенств (6.99) следует, что 

T1= Л, 
\ 1/2 

I 2*oS + W1 , S + Л ^ r - ^ ! + УоЛ + 5 2 +л (*ol + Wl) 1 

/?,2 R} J 1 *1 Щ 2 R? 

(6.100) 

* 2/? 2/?3 

Подстановка выражений (6.100) в (6.98) дает 

AJ?/?, 
(6.101) 

ще 

2/?, 2/? 

С*о5 + УоЛ)2 С*| + УЛ)2 

2R? IR5 (6.102) 

Заметим, что в этом выражении отброшены члены со степенями 1 и ц 
больше двух. 

Удобно также ввести направляющие косинусы: 
I0 =-X0ZR11 m0 = -y0/Rl 

и (6.103) 

/ = x/R4 т = у,/R. 

Например, / и I0 характеризуют углы между осью х и векторами R и R1, со-
ответственно. 

Следовательно, функцию Ti) можно записать в следующем виде: 

Л1> Л) = (А> - O l + ("*о - "Ол + 

+ 1 J L + ± 
/?, R 

( I 2 1 TJ2) + ( ^ + " " D 2 

Rt R 
(6.104) 

Предположим, что в формуле (6.104) можно пренебречь квадратичными 
членами, т.е. 

Л1, Л) = Oo - 0 1 + (то - (6.105) 
В этом случае, как уже было отмечено в разделе 6.2, говорят о дифракции 
Фраунгофера. При сохранении этих членов мы имеем дело с дифракцией 
Френеля. Это означает, что приближение Фраунгофера справедливо, если 
точка наблюдения и первичный источник находятся далеко от экрана. Стро-
го говоря, выражение (6.105) соответствует случаю, когда 
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R OOUR1 OO. (6.106) 

В то же время приближение Френеля довольно хорошо описывает волновые 
поля на более близких расстояниях, хотя и не вблизи самого экрана. 

6.4. ДИФРАКЦИЯ ФРАУНГОФЕРА И ДИФРАКЦИЯ ФРЕНЕЛЯ 

Рассмотрим теперь некоторые интересные черты поведения волн за экра-
ном (рис. 6.5, г). Согласно теории Кирхгофа, комплексную амплитуду ска-
лярного потенциала Ti можно записать" в следующем виде (см. формулу 
6.98): 

щ р ) = C0 \ t ^ ^ d \ d x \ 9 ( 6 . 1 0 7 ) 

где функция/^ , г|) определяется выражением (6.104). 
Комплексный множитель C0 прямо пропорционален силе источника и 

зависит от волнового числа, а также от того, на каком расстоянии от отвер-
стия в экране находятся первичный источник и точка наблюдения. 

При выводе формулы (6.107) использовались следующие предположения. 
1. Поведение волны на поверхности экрана описывается граничными ус-

ловиями Кирхгофа. Это означает, в частности, что размер отверстия должен 
быть больше длины волны. 

2. Расстояние от экрана до точки наблюдения и источника превышает 
длину волны: 

R >\ HR1 >Х. 

3. Расстояния R и R1 должны быть также больше размеров отверстия. 
Это предположение позволяет заменить функции Ifrrl в выражении (6.97) 
на постоянный множитель 1 /RR19 и вынести его, а также cosa , из-под знака 
интеграла. Помимо этого мы представили функцию г + Ti на поверхности 
интегрирования в виде полинома второй степени по координатам ^ и т|, и 
пренебрегли членами более высокого порядка. 

С учетом сделанных предположений трудно ожидать, что выражение 
(6.107) может обеспечить достаточную точность вблизи отверстия или не-
прозрачной части экрана. Из формулы (6.107) следует, что волну в любой 
точке наблюдения можно трактовать как суперпозицию плоских волн с оди-
наковой амплитудой I C 0 ^ dr\ | , но с разными фазами 

k(R + Zf1) - — + /:/(¾, л)- (6.108) 
2 

Другими словами, все выглядит так, как если бы каждый элемент поверхно-
сти S0 возбуждал плоскую волну, амплитуда которой, в отличие от фазы, не 
зависела бы от координат % и т|. Заметим, что первые два слагаемых в 
(6.108) появляются из-за множителя C09 как это следует из формулы 
(6.101). 
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Ранее мы показали, что интерференция плоских волн может быть конст-
руктивной или деструктивной. Например, если волны приходят в точку на-
блюдения с близкими фазами, то наблюдается увеличение амплитуды волны. 
И, наоборот, в случае, когда фазы волн заметно различаются между собой, 
это приводит к взаимному гашению волн и результирующая волна имеет 
относительно небольшую амплитуду. 

Поэтому, рассматривая поведение волн в различных точках позади экра-
на, мы можем ожидать, что будут наблюдаться зоны относительно высоких 
и относительно низких амплитуд, которые, по существу, представляют собой 
дифракционную картину. 

Прежде чем приступить к изучению этого явления, рассмотрим факторы, 
влияющие на фазу каждой из плоских волн в точке наблюдения. Для этого 
представим функцию/(!, г\), заданную выражением (6.104), в виде 

/ ( ! . Л ) = / I ( ! . 4 ) + / 2 ( ! , Л). (6.109) 

ще 

Mt Л) = (/о - 0 ! + («0 - ™)Л (6.110) 
и 

M t л ) = т - W - I R) 
( |2 1^2) ОЫ+ M оЛ)2 (/|+1ЯЛ)2 

/?1 R 
(6.111) 

Как следует из формулы (6.101), фаза волны, вызванной элементом dS в 
окрестности начала координат £ = 0, r\ = 0, равняется 

2 
Она зависит от длины волны и расстояния от начала координат до первично-
го источника и точки наблюдения. 

В то же время фаза плоской волны, вызванной произвольным элементом 
dS, определяется следующими параметрами: 

1) длиной волны X; 
2) координатами % и ц элемента dS\ 
3) координатами источника и точки наблюдения. 
Например, с увеличением расстояния R1 влияние этого параметра на 

функцию/2(^, л ) уменьшается. Это означает, что падающая волна вблизи 
поверхности экрана S0 ведет себя как плоская, и ориентация ее фронта отно-
сительно плоскости S0 определяется направляющими косинусами I0 и т0. 
Например, если источник располагается на оси z, то 

l0 = m0 = 0. 

В этом случае фронт падающей волны параллелен плоскости экрана и, 
следовательно, вторичные источники имеют одинаковую фазу. Однако в 
общем случае фазы этих источников зависят также от координат % и г\ эле-
мента поверхности. Вблизи начала координат разность фаз между волнами в 
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некоторой точке и в начале координат описывается с хорошей точностью 
линейной функцией / ,(£, ц). Однако с увеличением расстояния Vl2 + л2 

необходимо также учитывать ф у н к ц и ю г \ ) . 
Очевидно, что когда оба расстояния Ru R1 становятся значительно боль-

ше размеров отверстия, поведение функции /(%, г|) в основном определяется 
первым слагаемым: /^ , Ti). В этом случае йы имеем дело с приближением, 
которое называется дифракцией Фраунгофера. Прежде чем приступить к 
рассмотрению примеров, иллюстрирующих этот тип дифракции, следует 
сформулировать условия, при которых можно пренебречь функцией г|) 
и считать, что фаза элементарных волн изменяется линейно. Из формулы 
(6.107) следует, что указанная функция задает поведение члена 

Его амплитуда всегда равняется единице, но фаза Л) может очень бы-
стро изменяться от точки к точке на поверхности S0 при больших значениях 
волнового числа. Тем не менее, если фаза мала, значения этого члена близ-
ки к единице. Соответственно, условие, позволяющее рассматривать только 
линейный член функции/(¾, r \ ) , можно записать как 

или 
\ 2 Г ft \2 

- Is HW»- (4)1 +"*0Л)2 .(¾ + *"))2 

R, R 
«271 . (6.112) 

Воспользуемся также следующим неравенством: 

(ab + cdf < (а2 + c2)(b2 + d2). (6.113) 

Действительно, имеем 

Iabcd < Ь2а2 + Jd2  

или 

Сad - be)2 > 0. 

Следовательно, 

УЛ + "*оЛ )2 ^ (/о + m I Xl 2 + Л2) 

и 

( / | + т Л ) 2 < ( / 2 + т 2 ) ( | 2 + л 2 ) . 

Так как значения параметров /0, /, /я0 и m не превышают единицы, нера-
венство (6.112) будет выполняться, если 

R1 » И ± Л 1 и /? » И ± Л 1 . (6.114) 
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Эти условия определяют те расстояния R и Rl9 а также размер площадки 
интегрирования S09 для которых можно использовать приближение Фраун-
гофера. Данные условия схожи с условиями, полученными в разделе 1. 

Рассмотрим теперь два примера, иллюстрирующие дифракцию в указан-
ном приближении. 

Пример 1: дифракционная картина для прямоугольного отверстия 

Пусть отверстие имеет форму прямоугольника со сторонами 2а и Ib9 как 
показано на рис. 6.6, а. Оси х и у прямоугольной системы координат парал-
лельны сторонам прямоугольника, а ее начало О расположено в центре 
прямоугольника. Соответственно, ось z перпендикулярна экрану и направле-
на внутрь объема V. Предположим также, что первичный источник распо-
ложен на оси Z9 т.е. 

I0 = X0ZR1 = Onm0 = уJR1 = 0. 

Тогда вместо выражения (6.107) имеем 

TC(P) = C0N9 (6.115) 

где 

N = j Cilje-ikil^dT) (6.116) 

ти 2к Зк и 

• • • • • • 
• • • • • 
• • i • • • 

А . W 9 
• • ф • • • 
• • • • • • 
• • • • • • 

Рис. 6.6. Отверстие прямоугольной формы (А); функция интенсивности F{6)\ дифракци-
онная картина для прямоугольного отверстия (в); экран с круглым отверстием (г) 
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или 

N = )<t-iU%dl\e-ibm]dr]. 

-a - b 

Здесь 

/ = x/R и т = y/R, (6.117) 

л и у обозначают координаты точки наблюдения, и 

R = Jx2 -by2 + Z 2 . (6.118) 

Интегралы в выражениях (6.116) являются табличными и 

°Uiklld% = -(Qikla - е~Ша) = -sinkla. 
Ia ikl к! 

Аналогично, 
Ь ~ 
f e,hnT]dr\ = —sin kmb. 
-b km 

Таким образом, 

N=S(«nUaVsin^j ( 6 И 9 ) 

_ ^ kla д ктЬ J 

где 

S0 = Aab (6.120) 

является площадью прямоугольника. 
Поскольку интенсивность волны пропорциональна TC2, введем, как и ра-

нее, функцию /: 

/=TC2 = I0F, (6.121) 

где 

I0 = C2
0S2

0, C0 = - L ^ (6.122) 

{ kla ){ kmb ) 

Рассмотрим сначала, как ведет себя функция I в точках на оси z. В этом слу-
чае х = 0, у = 0 и, следовательно, 

I = Onm = O. 
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Принимая во внимание, что 

, . sin дг -
Iim = 1, 
*->0 дг 

получим 

F = I n I = I0. (6.124) 

Таким образом, из выражения (6.122) следует, что функция интенсивности / 
ведет себя обратно пропорционально квадрату расстояния от начала коорди-
нат О. 

Изучим теперь, как ведет себя функция F на плоскости 
z = dy 

параллельной экрану. 
Рассмотрим сначала профиль у = 0,т = 0.В этом случае 

FzzN2 ( 6 1 2 5 ) 

(На)2 

ще 

1 = - 7 = ½ — ( 6 . 1 2 6 ) 
V j c 2 + * / 2 

При изучении интерференции волн, вызванных первичными источниками, 
мы имеем дело с той же самой функцией F(u\ которая изображена на рис. 
6.6, б. 

С увеличением расстояния от оси z интенсивность сначала падает, а затем 
обращается в нуль при значении аргумента 

к I а = ±кп, (6.127) 

где п - целое число. 
Таким образом, существует такое множество точек j c 1 , j t 2 , j c 3 , . . . , в кото-

рых интерференция вторичных волн имеет деструктивный характер и резуль-
тирующая волна отсутствует. Между этими точками располагаются максиму-
мы функции Ft положение которых определяется уравнением 

Ff = 
. г \ s i n и = 0 

ИЛИ 

U = XgU. (6.128) 

Здесь 

и = kla. 

Как показано в табл. 1, с увеличением и корни этого уравнения асимптоти-
чески стремятся к 

260 



Т а б л и ц а I 

и sin2 и/и2 

О 
1,430тс = 4,493 
2,459я = 7,725 
3,470тс = 10,90 
4,479л = 14,07 

0,04718 
0,01648 
0,00834 
0,00503 

U = 
2п+ 1 

2 
(6.129) 

Подставляя (6.129) в (6.125), получаем приближенное значение максимумов 

Очевидно, что чередование максимумов и минимумов происходит также 
вдоль прямых, направленных под углом к осям координат, однако такие 
максимумы гораздо слабее, чем те, что располагаются вдоль осей х и у. 
Причиной этого является то, что значение функции F определяется в фор-
муле (6.НЗ) произведением двух малых сомножителей. 

Следует заметить, что с увеличением координаты х либо у параметры / и 
т стремятся к единице и, соответственно, 

Из выражения (6.123) видно, что вдоль прямых 

kla = пп и klb = Tin, 

где п - целое число, функция / обращается в нуль. Эти два множества пря-
мых образуют систему поверхностных элементов, в пределах которой наблю-
даются максимумы различной интенсивности (рис. 6.6, в). Следовательно, в 
силу конструктивной и деструктивной интерференции отображение прямо-
угольного отверстия на плоскость z = d имеет регулярный, хотя и довольно 
сложный характер, который является яркой иллюстрацией явления дифрак-
ции. 

Рассмотрим теперь, как на дифракционную картину влияют размеры от-
верстия и длина волны. Как следует из формул (6.126) - (6.127), положение 
нулей интенсивности определяется выражением 

(6.130) 

Похожее поведение наблюдается вдоль оси у, где 

г J Sin2Icmb 
' -1O • 

(ктЬ)2 

или 
т 2 

, Ь а =±пп 
Jx2Td2 
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или 

T11= + G 

Jk 2 a 2 /K 2 n 2 - I 

Полагая, что длина волны удовлетворяет условию 

ка»п п, 

мы приближенно получим 

хп = ± п п d/k а, если у = 0. (6.131) 

Аналогично, 

уп = ±п п d/k Ь, если jt = 0. (6.132) 

Таким образом, с уменьшением размеров отверстия площадь, на которой 
наблюдается дифракционная картина, увеличивается. То же самое происхо-
дит с увеличением расстояния d от экрана. 

В то же время с уменьшением длины волны вторичные максимумы стре-
мятся к главному. Однако, как следует из соотношения (6.114), в приближе-
нии Фраунгофера частоту нельзя увеличивать до бесконечности. Это обстоя-
тельство мы обсудим позже. 

Интересно оценить размер элементарной поверхности, занятой первым 
максимумом. Из (6.131) - (6.132) имеем 

X1 = ndlka Hyl= nd/kb 

Поскольку 

X « 2а и X « 2Ь, 

размер рассматриваемой площадки гораздо меньше расстояния d, однако он 
может значительно превышать размеры отверстия. 

Пример 2: дифракционная картина 
для отверстия в форме круга 

Рассмотрим теперь случай, когда отверстие имеет форму круга радиуса а 
(рис. 6.6, г). В этом случае удобно ввести цилиндрическую систему коорди-
нат: 

I = р cos 9 и г] = р sin 0. (6.134) 

Параметры / и т, характеризующие положение точки наблюдения р, также 
записываются в виде 

/ = s cos ф и т = s sin <р. 

или 

jc1 = Xd/2a Hyl = Xd/lb. (6.133) 
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Учитывая (6.110), вместо (6.107) получаем 
а 2 Tt 

Ъ{р) = C0J J e - ' ^ ^ p r f p r f e . (6.135) 
о о 

Из теории функций Бесселя известно следующее равенство: 

УД*) = — J e * ~ V " e < / a . 
271 J

0 

В частности, 

J0(X) = - R q 2Je^cosaAfa = — ReJVureoea da. (6.136) 
2тг о 2тг о 

Сравнение выражений (6.135) и (6.136) дает 
а 

Ъ{р) = 2п C0 j J0(ksp)pdp 
О 

ИЛИ 

п ^csa 

W P ) = z r r \ y h < y ) d y - (6.137) 
ТЬ)2 { 

Для дальнейшего упрощения этого выражения используем рекуррентное со-
отношение 

—IxJL(X)] = xJ0(x). 
dx 

Интегрируя обе части этого равенства, получим 

xJx(x) = ]yJ0(y)dy. (6.138) 
о 

Соответственно, вместо (6.137), имеем 

2TICo 

(ks)2 
щ,) =ZiZL ksaJx(ksa) 

K(P) = C 0 S 0
h ^ , (6.139) 

ksa 

где S0 = KA2 - площадь круга. 
Отсюда функцию интенсивности можно записать как 
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I = IoF = Io 
2J\(ksa) 

ksa 
(6.140) 

ще 

I0 = C2
0S2

0 и F = Ul(Msa) 
ksa 

Выражение (6.140) представляет собой известную формулу, полученную 
Эйри в девятнадцатом веке. 

Поведение функции F(ksa) показано на рис. 6.7, а. Очевидно, что оно 
похоже на поведение функции F , соответствующей случаю прямоугольного 
отверстия. По определению, 

б а 

8 10 ksa 

Зона тени 

V L J 

Рис. 6.7. Поведение функции F(a); дифракционная картина для кругового отверстия 
(б); геометрия лучей в предельном случае А. —> 0 (в); иллюстрация дифракции Фре-
неля (г) 
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s = V/2 + m2 = r/R. (6.141) 

В каждой точке на оси z функция F имеет главный максимум, равный еди-
нице. Далее, на плоскостях параллельных экрану, функция / быстро умень-
шается с увеличением расстояния г, а затем наблюдаются кольцевые зоны 
разной интенсивности. 

Положение нулей функции / определяется из равенства 

Jl(Icsa) = 0. (6.142) 

Значения нескольких первых максимумов и минимумов функции F приво-
дятся в табл. 2. 

Поскольку 

— ка- ksa, 
R 

из табл. 2 следует, что радиусы колец с нулевыми значениями интенсивности 
равны 

l ! i = 0 ,6lA, 1^- = 1,116-, I ^ i = I f619А,. . . (6.143) 
R a R a R a 

С увеличением аргумента ksa поведение функций Бесселя становится асимп-
тотическим и описывается синусоидами с затухающими амплитудами. Поэто-
му отношение этих радиусов r/R стремится к А/2а. Как и в предыдущем при-
мере, размер дифракционной картины обратно пропорционален радиусу 
отверстия. 

В соответствии с (6.143), с уменьшением длины волны ширина зоны 
главного и вторичных максимумов становится меньше, и они приближаются 
друг к другу. В пределе, при X 0, из равенств (6.143) следует, что интен-
сивность волны всюду, за исключением оси z, равняется нулю. Конечно, 
этот результат противоречит экспериментальным данным, которые показы-
вают, в общем случае, что в рассматриваемом высокочастотном пределе 
(X 0) волны существуют только в пределах конуса, вершина которого 
находится в источнике, а его горизонтальные поверхности проходят через 
край отверстия (рис. 6.7, в). 

Наше рассмотрение предполагает, что приближение Фраунгофера приме-

Т а б л и ц а 2 

ksa F 

0 1 max 
1,220я = 3,833 0 min 
1,63571 =5,136 0,0175 max 
2,22371 =7,016 0 min 
2,679rt = 8,417 0,0042 max 
3,23871 = 10,174 0 min 
3,699я = 11,620 0,0016 max 
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нимо только в определенном диапазоне частот. С одной стороны, граничные 
условия Кирхгофа можно использовать, только когда длина волны меньше 
размеров отверстия. Это определяет верхний предел для волновых чисел. С 
другой стороны, нижнюю границу длины волны можно оценить из выраже-
ния (6.114), характеризующего приближение Фраунгофера. Полагая, напри-
мер, что источник находится на бесконечности, выражения (6.114) можно 
записать как 

R » аг[к или R/a » а/Х. (6.144) 

Комбинируя эти неравенства с первым из равенств (6.143), получим 

т.е. при длинах волн удовлетворяющих приближению Фраунгофера, радиус 
главного максимума значительно превышает радиус диска а. Заметим также, 
что поскольку источник находится на бесконечности, коническая поверх-
ность (рис. 6.7, в) вырождается в цилиндрическую поверхность радиуса а. 
Соответственно, граница главной зоны находится далеко за пределами этой 
поверхности и предельный случай (X —> 0) не наблюдается. 

Чтобы изучить поведение дифракционной картины на меньших длинах 
волн, необходимо использовать более точное приближение, либо численно 
интегрировать непосредственно выражение (6.97). 

ДИФРАКЦИЯ ФРЕНЕЛЯ 

Рассмотрим теперь приближение, которое называется дифракцией Фре-
неля и при котором, в отличие от предыдущего случая, функция /(%, t |) за-
меняется первыми двумя членами в разложении (6.109). Это означает, что 
мы предполагаем квадратичное изменение фазы вторичных волн вдоль по-
верхности S0. Конечно, такой подход также является приближенным, однако 
он позволяет изучать дифракцию в более близких к экрану точках и при 
меньших длинах волн. 

Перепишем выражение (6.107) в виде 

г(1)/а» 1, (6.145) 

7С(р) = В(С + /5), (6.146) 

ще 
д /cosa et*(ft+*i) 

X RR1 

(6.147) 

И 

C = Jcos [* / ( ! . т\)ЩДт\% 

(6.148) 
5= Jsin[*/£, r\)V%dr\. 
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Как и ранее, мы предполагаем, что поверхность S0 плоская, а точки р и р0 

находятся на одной прямой. Пусть также ось х расположена в плоскости, 
образованной прямой рр0 и осью z (рис. 6.7, г). Тогда, как это следует из 
формулы (6.103), 

I0 = Ivim0 = т 

и, следовательно, линейные члены функции/(%, t |) обращаются в нуль. Как 
видно из рис. 6.7, г, 

/ = /0 = sin 8, т = т 0 = 0, п = п0 = cos 5, 

где 8 - угол между прямой рр0 и осью z. 
Соответственно, для функции 

/ ( 1 . 4 ) = / 2 ( 1 , Л). 
определяющейся выражением (6.111), получим 

/ ( I . л ) = ^ 2 
K I W ) - - L + 1 

v*. R / 
I2Sin2S 

(6.149) 

или 

JL + 1 ( ^ 2 C O S 2 S + Л 2 ) . (6.150) 

Таким образом, в рассматриваемом приближении интегралы C H S записы-
ваются как 

C = Jcos 
So 

1 , 1 

V*i * 
4- (^ cos 8 + л ) d\d л 

(6.151) 

S = Jsinj 
- \ 
7Г 1 , 1 H  (^2COs2S+ л 2 ) d%dy\. 

Чтобы упростить изучение дифракции в одном относительно простом, но 
интересном случае, мы введем новые переменные 

71 2 Tl -W = — - U i 
V*I r J 

I2COs28 

(6.152) 

Tt 2 Я —и = — 
1 ж 1 L2 — + — л 

v*. л 
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Отсюда 

и 

'-Mtih-
Выполняя операцию дифференцирования, получим 

(6.153) 

-Mfih dv 

dudv 

— + — Ri R 

(6.154) 
cos 5 

Подстановка выражений (6.153) - (6.154) в формулу (6.151) дает 

(и2 +V2) dudv 

(6.155) 

S = ftfsinl — 
S1 L2 

(и2 +V 2 ) dudv, 

ще 

b= 

\r, R) 
(6.156) 

a S1 обозначает новую площадь интегрирования в плоскости координат 
и и V. 

Дальнейшие упрощения возможны в том случае, когда поверхность 5, яв-
ляется прямоугольником со сторонами, параллельными координатным осям 
и и v. Для этого случая мы будем использовать тождества 

c o s j i (и2 + U2)J = COS^ W2 j c o s ^ i ; 2 j - s inj j- и2 j s in j j - v2 j , 

SU^iU2 + V2 )J = S i n J j V j c o s ^ i ; 2 j + s J ^ v 2 jcos ̂ w 2 j . 
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ИНТЕГРАЛЫ ФРЕНЕЛЯ 

Указанные соотношения позволяют выразить функции С и S в (6.155) 
через интегралы Френеля 

L(Y) = Jcos ^ T2 jdx 

(6.157) 
I 

AZ(Y) = Jsin 
/ \ 
^ x 2  

2 
dx, 

которые можно часто встретить в различных задачах, связанных с дифрак-
цией. 

Обе приведенные функции, также как и функции Бесселя и Лежандра, 
являются примерами специальных функций. Опишем кратко некоторые из 
их свойств. 

Прежде всего,А разлагая их подынтегральные выражения в степенные ря-
ды и интегрируя затем каждый из членов ряда, получим 

L(Y) = Y 
/ 

1 - -
2! 5 2 J 4! 9 

/ 
i Y 2 I + ... 
2 

AZ(Y) = Y 
1 

1! 3 

/ > 
2 , ( \ К

 ж.2 1 f Tl 2 
- Y - Y 

U J ЪМ\2 J 
з / \5 

, 1 I * 2 + - Y 
5\\\{2 у 

Легко увидеть, что данные ряды сходятся при любом значении у, однако для 
вычислительных целей их удобно использовать, когда у относительно мало. 

Если значение у велико, оба интеграла можно разложить в ряд по степе-
ням величины, обратной у. 

Для этого представим функцию L как 

L(Y) = L ( O O ) - L 1 , ( 6 . 158 ) 

ще 
°° 1 

L1 = J—dsin ^ T 2 (6.159) 

Интегрирование по частям дает 

Li «И Sinf-Y2I 
. 1 f_Lsillf JLx^U L i - J - J-J-LdcosU T2 N 

^ T 2 \ 2 J JTV U , 
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Таким образом, 

Снова выполняя операции разложения в ряд и интегрирования, получим 

L(y) = U<»)—L 
тгу 

(6.160) 

ще 

р ( у )__ 1 1-3-5 ,1-3-5-7-9 
>.2 /«т.2 \3 /^ .2ч5 Tryz (Tryz)' (wy ) 

(6.161) 

Q(Y)=I L L , + 1-3-5-7. 
(тгу2)2 (лгу2)4 

По аналогии имеем 

N(Y) = N(OO)--L 
7Гу 

P ( 7 ) s i n | - ^ 7 | + Q(7)COS| И] (6.162) 

Теперь необходимо найти значения интегралов L ( и N(«>). Чтобы решить 
эту задачу, составим сумму 

£,(«>)+JTV(оо)= Jcos| I т 2 j t f x + / J s i n j j т 2 

или 

L(OO)+ //V(OO) = J 

Полагая 

- /(X2I 
(6.163) 

а = - / — , 
2 

мы приходим к хорошо известному интегралу Лапласа 

Отсюда 

dx [к 
2 V а ' 

« . , • „ „ . i j j . l J I . j l . 
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Поскольку 

л/7 = -4=-(1+/), 

получаем 
L(oo) + //V(oo) = (1 + / ) /2 . 

Таким образом, в предельном случае интегралы Фурье равняются 
L(oo) = 1/2 и /V(oo) = 1/2, (6.164) 

а при достаточно больших значениях у эти интегралы можно оценить, вос-
пользовавшись формулами (6.160)-(6.161). Выражения (6.161) являются 
типичными примерами расходящихся (асимптотических) рядов, ограниченное 
число членов которых обеспечивает достаточную точность, однако дальней-
шее увеличение числа используемых членов ряда приводит к увеличению 
ошибки аппроксимации. 

На практике ра^ожение как в степенной, так и в асимптотический ряд 
позволяет оценить интегралы Фурье с хорошей точностью. 

Отметим еще одно интересное свойство этих функций, следующее из их 
определения (6.157), а именно 

ДИФРАКЦИЯ ФРЕНЕЛЯ НА ПРЯМОЛИНЕЙНОМ КРАЕ 

Предположим, что экраном является полубесконечная плоскость и оси д: 
и z системы координат направлены перпендикулярно краю экрана. Первич-
ный источник и точка наблюдения находятся на оси z, а положение начала 
координат О характеризуется расстоянием х от края экрана (рис. 6.8, а). На-
ша цель состоит в том, чтобы изучить, как ведет себя функция интенсивнос-
ти I при различных значениях х. 

Очевидно, что обе координаты 1 и Г| точек, расположенных в области 
интегрирования, изменяются в пределах 

—оо < Т| < оо 

и, как следует из (6.153), 

- OO < И < У , -OO < V < оо, 

а 5 обозначает угол между прямой рр0 и осью z. В данном частном случае 

L(Y) = -L(-y) и /V(7) = -N(-у). (6.165) 

ще 

(6.166) 

5 = 0. 
Интегралы С и S записываются как 
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а б 
• Освещенная 
I зона 
I Вторичные 

источники 

Зона 
тени 

Экран 

т. 

1,2 

Ю 

0,8 

0,6 
0,4 

0,2 

О R Рг Pi 

Рис. 6.8. Положение полубесконеч-
ного экрана (а); освещенная зона и 
зона тени; вторичные источники (б); 

3 У дифракция Френеля на прямом угле (в) 

C = bjduj cos | и 2 j c o s ^ 2 j - S i n J j V dv (6.167) 

S = b]du] s i n j j V j c o s ^ u 2 j + c o s j j V j s i n j v 

В соответствии с формулами (6.164) - (6.165), имеем 

J C O S ^ T 2 ^ T = J + J = I + L ( Y ) 

dv. 

(6.168) 

fcos - X 2 Iflfr = 1. 
i U 
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Таким же образом получаем 

Hfx п 2 dt = - + N(y), 
2 

J s i n j - T 2 IdT = 1. 

Следовательно, выражения (6.167) записываются теперь как 

C = b ^ + Д у ) ) - f i + 

+ L(Y) M ^ + N(Y) 

Таким образом, интегрирование вдоль полуплоскости сводится к вычисле-
нию функций Френеля. Как следует из формулы (6.146), функция интенсив-
ности равняется 

/ = В\С2 + S2) 

или 

/ = V r , 

ще 

I0 = Ab2B2 

F = ' ~ + L(y ) j + ( ^ + W(Y) (6.170) 

Последняя формула описывает, по существу, результирующую волну, вы-
званную первичными источниками, расположенными на бесконечности, как 
показано на рис. 6.8, б. В этом случае вторичные источники имеют одина-
ковые амплитуды и фазы. 

Поведение функции !/I0 показано на рис. 6.8, е й является яркой демон-
страцией эффекта дифракции. Заметим, прежде всего, что если точка на-
блюдения P1 находится в "освещенной" зоне, то с увеличением расстояния от 
края экрана отношение HI0 асимптотически стремится к единице, хотя и ос-
циллирующим образом. 

В точке /?2, относящейся к краю экрана, интенсивность равняется 

HI0 = 0,25. 
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Совершенно другая картина наблюдается в зоне "тени", где по мере увеличе-
ния расстояния между точкой ръ и краем экрана функция ///0 постепенно 
уменьшается. Как следует из формулы (6.166), с уменьшением длины волны 
переходная зона между "освещенной" и "теневой" зонами становится все уже, 
и в пределе ее ширина стремится к нулю. Следует заметить, что, несмотря на 
то что теория Кирхгофа справедлива только в случае отверстия конечных 
размеров, представленные здесь результаты находятся в хорошем соответст-
вии с экспериментальными данными. 

6.5. ФОРМУЛА ГЕЛЬМГОЛЬЦА - КИРХГОФА 

Ранее мы вывели формулу Гельмгольца, которая устанавливает связь 
между комплексной амплитудой потенциала стационарной волны в некото-
рой точке объема V и значениями этой функции TC и ее производной дТС/Ъп 
на поверхности S данного объема (рис. 6.3, а). Согласно (6.61) это выраже-
ние записывается как 

dSy (6.171) 

где R- расстояние между точкой наблюдения р и точкой g, расположенной 
на поверхности Sy а единичный вектор п направлен во внешнюю сторону от 
объема. 

Заметим, что, если точка р лежит вне поверхности Sy то внутри объема 
V особенности отсутствуют, и интеграл в правой части (6.171) обращается в 
нуль: 

ТС(р) = 0. (6.172) 

Как мы уже знаем, выражение (6.171) играет чрезвычайно важную роль в 
изучении основных свойств дифракции волн. 

В данном разделе мы покажем, что формулы (6.171) - (6.172) можно 
также использовать, во-первых, для получения аналогичных соотношений в 
случае нестационарных волн и, во-вторых, как теоретическое обоснование 
принципа Гюйгенса - Френеля. 

ФОРМУЛА КИРХГОФА 

Для решения первой из поставленных задач используем интеграл Фурье: 

U(p, г) = JL ]тс(ру co)e-to,dco. (6.173) 

Прежде всего, продифференцируем второй член, стоящий в скобках подын-
тегрального выражения (6.171). В результате получим 
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Щр, » ) = f W ) e « f 
4тс JL R дп дп R 

(6.174) 
R дп J 

Далее, применяя преобразование Фурье и меняя порядок интегрирования в 
правой части выражения (6.174), имеем 

]Щр, a>)e-'°Mco=:-i-j 
/? J Эя 

dS. (6.175) 
^30 дп R R дп ^o с 

Из формулы (6.173) следует, что 

^ = -L Г(—/о>)»(р, ф е - ^ Ж о . 
дг 2л Ĵ o 

Следовательно, соотношение (6.175) после умножения на коэффициент 1/2л 
запишется как 

U i p , r , ) f - U - L M f l d f 
4к * L R дп дп R cR dt дп 

ще 

dS, (6.176) 

г, = t -R/c. (6.177) 

Выражение (6.176) называется формулой Кирхгофа и показывает, что по-
тенциал U(p, О в произвольный момент времени г и для любой точки р объ-
ема V определяется значениями этой же функции на поверхности S1 а также 
ее производными ди/дп и dU/dt в предыдущие моменты времени. Запазды-
вание по времени Дг = M1 = R/c зависит при этом от расстояния R и скоро-
сти с. 

Выражения (6.173) и (6.176) являются, по существу, формулами, пред-
ставляющими, соответственно, синусоидальные и нестационарные волны. 
Они описывают соотношение между волновым полем в некоторой точке 
внутри объема и значениями этого поля на поверхности данного объема. 

Именно поэтому эти выражения играют такую важную роль в теории 
волн. В частности, эти формулы лежат в основе некоторых методов сейсми-
ческой миграции. Интересно отметить, что выражение (6.171) было перво-
начально выведено Гельмгольцем. После этого Кирхгоф снова получил 
формулу (6.171), а также выражение (6.17, 6), описывающее нестационар-
ные волны, и использовал их для изучения дифракции света. 
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Обсудим теперь смысл подынтегральных выражений, стоящих в указан-
ных формулах. Эта выражения принято интерпретировать как сумму элемен-
тарных сферических волн, вызванных источниками, расположенными на 
поверхности S. Так, например, из формулы Кирхгофа следует, что значения 
волнового поля внутри объема V в момент времени t определяются силой 
источников в предыдущие моменты времени. 

СФЕРИЧЕСКИЕ ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ ВОЛНЫ 

Рассмотрим геометрию и физический смысл волн, вызванных элемен-
тарным источником. Для этого можно воспользоваться как формулой Кирх-
гофа, так и формулой Гельмгольца, однако здесь мы рассмотрим только 
случай стационарных волн. 

Подынтегральное выражение в (6.171) представляет собой сумму двух 
членов: 

( 6 Л 7 8 ) 

и 

2 Эп[ R J 
Последнее выражение можно записать как 

ще 
cos у = Э/?/Эл, (6.181) 

а \|г - угол между радиус-вектором R и единичным вектором п (см. рис. 
6.9, а). 

Согласно (6.178) - (6.179) каждый элемент поверхности dS вызывает по-
явление в объеме V двух сферических волн. Одна из них, описываемая функ-
цией/^, является сферической волной, амплитуда и фаза которой остаются 
постоянными на сфере S0 с центром в точке g. В то же время вторая волна, 
задаваемая выражением (6.179), является сферической волной другого типа. 
Ее фазовая поверхность, как и в предыдущем случае, является сферой, одна-
ко амплитуда волны на этой поверхности изменяется в зависимости от угла 
\[л Поскольку поверхности обеих волн являются сферами, имеющими общий 
центр в точке g, сумма этих элементарных волн также является сферической 
волной. Наконец, как следует из (6.171), полная волна является результатом 
суперпозиции элементарных сферических волн. 

Суммируя, можно сказать, что источники распределяются таким обра-
зом, что оказываются выполненными следующие условия. 

(6.179) 

(6.180) 
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1. Каждый элемент поверхности S порождает сферическую волну. 
2. Полную волну внутри объема V можно рассматривать как результат 

интерференции элементарных волн. 
3. Как следует из выражения (6.172), результирующий потенциал, по-

рожденный источниками на поверхности Sy равняется нулю вне объема V. 
Этот факт может служить доказательством того, что волны в однородной 
среде не распространяются в сторону первичного источника. 

Наш анализ основывался на использовании формул (6.171)-(6.172), од-
нако, как уже отмечалось ранее, аналогичный результат можно получить, 
исходя из формулы Кирхгофа (6.176). 

ВТОРИЧНЫЕ источники 

В обеих рассматриваемых формулах предполагается, что существуют вто-
ричные источники двух типов. Их появление связано с тем, что распростра-
нение волн сопровождается деформацией и движением среды. Теперь, осно-
вываясь на понятии источников, мы снова выведем формулу Гельмгольца. 
Воспользуемся для этого соотношениями между волновыми полями и потен-
циалом, т.е. 

где V - скорость частицы, Э - дилатация, P - вызванное волной избыточное 
давление. 

Как было показано в главе 5, потенциал элементарного сферического 
источника определяется как 

V = grad Uy P = - р ^ 

и (6.182) 

e = divs = — и л и е = 
C2 Э/ 

1 эи P 

(6.183) 

Здесь f(t-R/c) = cosco(r - R/c). Соответственно, скорость частиц 

vR = dU/dR 

равняется 

или 

4%R2VR = - 4 я / H-iM'-*) (6.184) 
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Левая часть этого равенства описывает скорость, с которой среда движется 
через поверхность, окружающую источник. 

В пределе R 0 имеем 

4nR2vR->-4nf(t). (6.185) 

По этой причине функцию /(г) естественно назвать силой источника, по-
скольку с точностью до множителя - 4я она равняется количеству жидкости, 
проходящей через поверхность за единицу времени, при условии, что плот-
ность р равна единице. Очевидно, что такой тип источника порождает одно-
родную сферическую волну. 

В нашем случае, когда среда движется внутрь объема V через элементар-
ную поверхность dS, сила источника становится равной 

f ( t ) = - ^ i или / ( г ) = — l - — d S . (6.186) 
4тс An дп 

Сравнение выражений (6.184) и (6.186) показывает, что компонента vR за-
меняется нормальной компонентой vn, а поверхность сферы - элементарной 
поверхностью dS. Следовательно, для синусоидальных колебаний комплекс-
ная амплитуда сферической волны, вызванной этим элементарным источни-
ком (рис. 6.9, а), есть 

(6.187) 
4 к Эп R 

что совпадает со вторым членом, стоящим в скобках выражения (6.74). 
Ранее было отмечено, что волна, распространяющаяся через поверхность 

S, приводит к появлению следующих двух эффектов: 
а) появлению потока вещества через поверхность dS; 
б) изменению давления. 
В силу первого эффекта простейшие источники появляются вблизи по-

верхности S. 
Рассмотрим теперь, как зарождаются и действуют источники второго ти-

па. Согласно (6.182), комплексная амплитуда избыточного давления опреде-
ляется из равенства 

P = - O ^ или P = i о р ТС. (6.188) 
dt 

Отсюда комплексная амплитуда силы, действующей на элемент dS, есть 

б / 7 = / ( о р % dSy (6.189) 

и наша цель состоит в том, чтобы определить волну, вызванную силой 

dF = Re(/ TC e ^ O w р dS. (6.190) 

Чтобы исследовать эффект действия этой силы, рассмотрим следующую за-
дачу. Предположим, что, в отличие от предыдущих случаев, заданная внеш-
няя сила F распределена внутри объема V1. Тогда, как это следует из второго 
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закона Ньютона, уравнение движения частицы, например, вдоль оси х запи-
сывается следующим образом: 

m*2L = -d£.AV + FxpAV, (6.191) 
dt Эх 

где AV - элементарный объем; р Fx AV - ^-компонента силы F; 
F = Fx i + Fyj + F z к . (6.192) 

Здесь F - сила, действующая на единицу массы. 
Учитывая уравнение (6.182), вместо формулы (6.191) имеем 

^El = C2 ̂  + Fx. (6.193) 

dt Эх 

Аналогично, 
^ L = C2 ™+Fy (6.194) 
dt Эу 

И 

J^ = C2 + Fz. (6.195) 
Э/ dz 

Дифференцируя каждое из уравнений (6.193Н6.195) соответственно по 
xf у и z, а затем складывая получившиеся выражения, имеем 

i i £ = c 2 V 2 9 + d i v F , 
Э/2 

ще 

d i v F = - ^ + ^ + - ^ - . (6.196) 
Эх Эу dz 

Соответственно, для синусоидальной волны получим 

V2G + к2® = - — d i v Pm. (6.197) 
C2 

Здесь & и Z r - комплексные амплитуды дилатации и силы F. 
Таким образом, функция © является решением неоднородного уравнения 

Гельмгольца в объеме V1. Присутствие правой части в уравнении (6.197) 
предполагает наличие внешней силы div F/c 2 в каждой точке внутри данного 
объема. Как было показано в главе 5, комплексную амплитуду дилатации, 
вызванной таким источником, можно записать как 

JQ=XzTs^dVl. 
AKC2 R 

Следовательно, действие силы F можно представить как суперпозицию волн, 
вызванных элементарными источниками. Это дает 

280 



(6.198) 

ще 

dVx = dx{dy{dzx. 

Объем интегрирования имеет конечные размеры, a dxx, dyx и dzx обознача-
ют координаты точек внутри объема. Другими словами, мы получили реше-
ние уравнения (6.197). 

Применим теперь следующее известное соотношение из векторного ана-
лиза (приложение 3): 

(6.199) div(cp р ) = grad ф + ф div ^ 

ще 

ф = & k r / r . 

Подставляя (6.199) в (6.198), получим 

0 = -
4 KC1 

l & v ^ D d V , - ] ? VydVx 

L4 Vi 

Согласно формуле Гаусса - Остроградского, 

Vi S1 

и, следовательно, вместо выражения (6.200) мы имеем 

© = -
4 Ttc2 

(6.200) 

(6.201) 

где g обозначает точку объема Vlt и операции дифференцирования и интег-
рирования выполняются относительно координат точки. На это указывает 

g 
используемое нами обозначение V. 

Вне указанного объема силы F отсутствуют, следовательно, поверхност-
ный интеграл в (6.201) обращается в нуль, и мы имеем 

4кс 

I , S ^IKR 

л—2 R 1 (6.202) 

Предположим теперь, что сила F направлена вдоль оси х и концентрируется 
в окрестности начала координат (R —» 0) в некотором объеме, размеры ко-
торого малы по сравнению с расстоянием до точки наблюдения. Тогда вмес-
то члена 
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мы можем использовать только его х-компоненту 

* JM a JM у е о е 
R Эх, R 

Поскольку объем мал, этот член можно вынести из-под знака интеграла. 
Таким образом, получим 

jJcR 

4Ttc2 ^xl R ^ 

и ^является jc-компонентой потенциала /Г 
В силу определения (6.192), 

/Г Д О'** 
е = — V ^ - V > <6-203> 

4tic р d j cI л 

где F обозначает силу, действующую на массу объема V1. 
Учитывая, что 

R = J i x - X l ) 1 + ( y - y t f + ( Z - Z 1 ) 2 , 

имеем 
-ч ikR -ч ikR д е Э_ е 

Эх, /? дх R ' 

и, следовательно, 

/г д 
0 = - V - = — — . (6.204) 

4tic р Эх R 

Последнее выражение позволяет определить потенциал волны, источником 
которой служит сила, сконцентрированная в малом объеме. Действительно, 
из (6.182) следует, что 

е - - 4 * . 
с 

Подстановка этого выражения в формулу (6.204) дает 

(6.205) 
с о 4 я р дх R 

В частности, если сила направлена вдоль нормали п, комплексная амплитуда 
потенциала равняется 
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ж = - ! - ^ ^ . . 
4я 0)р дп R 

(6.206) 

Сравнение с выражением (6.171) показывает, что второй член в скобках 
описывает волну, вызванную элементарной силой, действующей на элемент 
dS и ориентированной в направлении нормали п. 

Легко показать, что потенциал Ti, задаваемый выражением (6.206), сов-
падает с потенциалом, вызванным двумя элементарными источниками, рас-
положенными вдоль нормали (рис. 6.9, б), а сдвиг фаз между ними равняет-
ся тс. Существенно при этом, что расстояние от этой системы до точки на-
блюдения гораздо больше расстояния между источниками. Такая пара источ-
ников называется акустическим диполем. 

Следует заметить, что приведенные формулы следуют непосредственно из 
волнового уравнения, т.е. они основываются на физических законах и не 
требуют никаких дополнительных предположений. В то же время основные 
положения, вытекающие из формул Гельмгольца - Кирхгофа, были извест-
ны ранее из результатов Гюйгенса (1690) и Френеля (1818). К таким поло-
жениям относятся существование элементарных сферических волн с центра-
ми в каждой точке волновой поверхности и интерференция таких волн, в 
результате которой образуется полная волна. 

Учитывая основополагающую роль, которую играют принципы Гюйгенса 
и Френеля в теории волн, мы подробно остановимся на них в следующем 
разделе. 

6.6. ПРИНЦИПЫ ГЮЙГЕНСА - ФРЕНЕЛЯ 

Для того чтобы описать поведение волн, Гюйгенс ввел несколько пред-
положений, известных теперь как принцип Гюйгенса. Предположим, что 
нам известно положение волновой поверхности в некоторый момент време-
ни. Тогда, согласно принципу Гюйгенса, каждый элемент этой поверхности 
можно рассматривать как источник вторичной сферической волны. Более 
того, в некоторый последующий момент времени огибающая таких элемен-
тарных волн характеризует новое положение фазовых поверхностей. По су-
ществу, принцип Гюйгенса является правилом, которое позволяет строить 
волновые поверхности в различные моменты времени. В той части среды, 
которая является однородной, радиусы указанных волновых поверхностей 
могут иметь произвольное значение, так как скорость распространения по-
стоянная. Если же среда неоднородна, то радиусы волновых поверхностей 
могут различаться и часто оказываются весьма малыми. Помимо этого, 
Гюйгенс предположил, что возмущения, вызванные каждым из элементов 
поверхности волны, распространяются только в сторону от первичного ис-
точника. Это предположение очень важное, поскольку всегда существуют две 
огибающие, по обе стороны от волновой поверхности. 
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Таким образом, принцип Гюйгенса основывается на следующих трех 
предположениях. 

1. Каждая точка волновой поверхности является источником вторичной 
волны. 

2. Эти волны являются сферическими, а их огибающая определяет новое 
положение фазовой поверхности. 

3. Суперпозиция элементарных волн в однородной среде не приводит к 
появлению волны, приходящей к первичному источнику. 

Сравнение выражений (6.171) и (6.176) показывает, что принцип Гюй-
генса согласуется с формулами Гельмгольца - Кирхгофа. 

Рассмотрим теперь несколько примеров, иллюстрирующих этот принцип. 

Пример 1: принцип Гюйгенса и плоские волны 

Предположим, что плоская волна распространяется вдоль оси л- (рис. 6.9, 
в). Как мы знаем, скалярный потенциал скорости описывается формулой 

U(x9 O = AJ alt-х- (6.207) 

а фазовые поверхности являются плоскостями параллельными плоскости 
YOZ. 

Пусть в момент времени t = t0 фронт волны характеризуется координатой 
х = х0. Чтобы определить его положение в момент времени t = tx(t > г0), 
используя принцип Гюйгенса, построим в каждой точке фазовой поверхнос-
ти (х = дс0) сферу радиуса 

Я = c(t{-t0,). 

Из рис. 6.9, в видно, что огибающая этих вторичных волн образует плос-
кость X = Jc1, где 

X1=X0 + C ( Z 1 - Z 0 ) , 

что, конечно, следует из выражения (6.207). 
По определению, фазы волнового фронта в обоих положениях должны 

совпадать. Действительно, 

X , X n + CdJ X n 

t { - ^ = t0 + A/--2 = 'о- —• 
С C C 

Пример 2: принцип Гюйгенса и сферические волны 

Предположим теперь, что волна является сферической: 

(6.209) U(Ry г) = —/ 
R 

и в некоторый момент времени t = t0 нам известно положение фазовой по-
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верхности S0 и, в частности, положение волнового фронта (рис. 6.9, г). 
Чтобы определить его конфигурацию в произвольный момент времени > 
> г0, используя принцип Гюйгенса, нарисуем снова элементарные волны с 
тем же радиусом 

R = Citl-Qy 

так, чтобы их центры находились на поверхности S0. Поскольку среда одно-
родная, можно задать произвольный радиус R и получить положение фазо-
вой поверхности на любом расстоянии от той, что была вначале. 

Очевидно, что в силу симметрии фазовая поверхность всюду является 
сферической. Однако форма этой поверхности может изменяться, если па-
раметры среды не остаются постоянными. Например, если скорость имеет 
различные значения на поверхности S0y то со временем фазовая поверхность 
деформируется и будет вытянута вдоль направления, соответствующего мак-
симальной скорости. 

Пример 3: принцип Гюйгенса и произвольные волны 

Рассмотрим случай, когда фазовая поверхность S0 имеет в момент време-
ни t = t0 произвольную форму (рис. 6.9, д). Снова рассматривая точки этой 
поверхности как центры вторичных сферических волн с радиусом 

R = Citl-I0), 

мы определим новое положение этой поверхности в момент времени t = /,. 
Очевидно, что, если указанный радиус мал по сравнению с максимальным 
объемом Vy окруженным поверхностью S0, то обе поверхности S0 и S1 име-
ют практически одинаковую форму. Однако с увеличением времени расстоя-
ния от точек текущей фазовой поверхности до соответствующих точек исход-
ной поверхности, расположенных на одной и той же прямой, становятся 
практически одинаковыми. Это означает, что на достаточно больших рас-
стояниях от S0 форма фазовых поверхностей становится почти сферической. 
Процедура построения фазовых поверхностей подсказывает также то, что в 
общем случае амплитуда волны на таких поверхностях (t » Z1) изменяется 
медленнее по сравнению с амплитудой на исходной поверхности. 

Как видно из рис. 6.9, д, выполняя рассматриваемую процедуру, можно 
столкнуться с ситуацией, когда все вторичные волны пересекаются в одной 
точке, которая называется фокусом. Это происходит тогда, когда на поверх-
ности S0 имеется вогнутость или если среда является неоднородной. 

Мы рассмотрели несколько примеров, показывающих, как принцип 
Гюйгенса позволяет строить волновые поверхности в однородной среде в том 
случае, когда в некоторый момент времени t = t0 известна исходная фазовая 
поверхность. Этот результат остается справедливым и для многих случаев 
неоднородной среды, при условии, что радиус элементарных волн достаточ-
но мал. Следует отметить, что принцип Гюйгенса ,очень часто дает правиль-
ный результат, независимо от длины волны. Далее мы рассмотрим модель, в 
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которой применение этого принципа обычно не дает практически никакой 
информации о волновом поле. 

Пример 4: использование принципа Гюйгенса 
позади отверстия в экране 

Предположим, что первичная волна - плоская, а ее фазовые поверхности 
параллельны плоскости экрана с отверстием (рис. 6.10, а). Для того чтобы, 
используя принцип Гюйгенса, определить положение поверхностей волн за 
экраном, мы должны исходить из фазовой поверхности S0, которая совпада-
ет с отверстием. Выполняя процедуру построения волн и соответствующих 
огибающих, мы видим, что волновые поверхности не являются плоскими, а с 
увеличением расстояния от отверстия они становятся практически сферичес-
кими. Помимо этого, из самой процедуры следует, что распределение волн 
не зависит от длины волны. Однако, изучая дифракцию Фраунгофера и 
Френеля, мы видели, что поведение волн гораздо сложнее и существенно 
зависит от длины волны. Другими словами, принцип Гюйгенса не учитывает 
влияние интерференции волн на их амплитуду. Здесь следует вспомнить, как, 

Рис. 6.10. Использование принципа Гюйгенса в области позади отверстия (а); зоны 
Френеля для сферических волн (б); зоны Френеля для плоских волн (в); точки наблюде-
ния позади круглого отверстия (г); точки наблюдения позади круглого экрана (д) 
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рассматривая данный пример и используя принцип Гюйгенса для звука и све-
та, Ньютон отверг представление о волновой природе света. 

Суммируя сказанное, стоит отметить следующее. 
1. Согласно формуле Гельмгольца - Кирхгофа, каждый элемент фазовой 

поверхности порождает сферическую волну. Строя в каждой такой точке 
элементарную волну радиуса R = с At, мы видим, что новое положение фазо-
вой поверхности определяется огибающей этих волн. Таким образом, основ-
ные предположения, заложенные в принципе Гюйгенса, следуют непосредст-
венно из формул (6.171) и (6.176). 

2. При выводе этих формул мы показали также, что источники, распре-
деленные на поверхности S (рис. 6.9, а) не порождают волны вне объема V 
однородной среды и, в частности, позади волнового фронта. Таким обра-
зом, было подтверждено третье предположение, сделанное Гюйгенсом. 

3. Рассматриваемый принцип является большим вкладом в теорию волн. 
Он позволяет строить волновые поверхности в различных средах и, в частно-
сти, его можно использовать для изучения преломления и отражения волн на 
границах раздела сред с различными параметрами. 

4. В то же время принцип Гюйгенса не позволяет оценить распределение 
амплитуды волны и, следовательно, его нельзя применить для изучения ди-
фракции. 

ПРИНЦИП ГЮЙГЕНСА - ФРЕНЕЛЯ 

Следующий шаг в разработке теории волн, позволяющий учитывать так-
же дифракцию, был сделан Френелем. Он исходил из основных положений 
принципа Гюйгенса, а именно из того, что каждый элемент фазовой поверх-
ности в любой точке среды порождает сферическую волну. Помимо этого 
Френель предположил следующее. 

1. Вторичная волна в произвольной точке р пропорциональна следую-
щим величинам: 

а) элементу dS в окрестности точки q фазовой поверхности; 
б) амплитуде волны в этой точке, т.е. интенсивности первичного источ-

ника; 
в) некоторому множителю АГ(ср), зависящему от угла ф между нормалью к 

элементу поверхности dS(q) и прямой, соединяющей точки q и р (рис. 6.10, 
б); этот множитель уменьшается с ростом <р. 

2. В точке наблюдения р волна является результатом интерференции 
сферических волн, возникающих на всех элементах фазовой поверхности. 

3. Если между dS и точкой наблюдения имеется жесткое препятствие, то 
влияние волны, вызванной источником на элементе dS, исчезает. В то же 
время присутствие такого препятствия не меняет амплитуды других вторич-
ных источников. Очевидно, что данное предположение совпадает с условия-
ми Кирхгофа. 

4. Длина волны X гораздо меньше расстояния R между точкой наблюде-
ния р и точками q фазовой поверхности: 
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X « R. (6.210) 
Другими словами, наше рассмотрение ограничивается волновой зоной, 

определяемой для источников на поверхности 5. 
В отличие от принципа Гюйгенса, указанные предположения позволяют 

вывести выражение для результирующей волны и, следовательно, изучить 
распределение ее амплитуды. Рассмотрим синусоидальную зависимость от 
времени. В этом случае комплексная амплитуда d7C(p) сферической волны с 
началом в точке q дается выражением 

JkR 
d7C(p) = K(^)TC(q) Z—dS, (6.211) 

R 

где 7С(р) - комплексная амплитуда волны в точках фазовой поверхности S. В 
волновой зоне (kR » 1) второй член в подынтегральном выражении (6.171) 
является доминирующим и, следовательно, мы приходим к формуле (6.211). 

Затем, применяя постулат Френеля об интерференции элементарных 
волн, мы получим окончательное выражение для комплексной амплитуды 
7С(р) полной волны: 

TC(Ps) = jK(q>)7C(q)^-dS. (6.212) 
.у 

Разрабатывая данную теорию дифракции, Френель не определял функцию 
К(ф), называемую обычно фактором наклона. Однако он предполагал, что 
эта функция достигает своего максимального значения в направлении рас-
пространения ф = 0, затем быстро убывает по мере увеличения угла ф и об-
ращается в нуль, когда прямая qp становится касательной к фазовой поверх-
ности. 

ОЦЕНКА ИНТЕГРАЛА (6.212) В ЗОНАХ ФРЕНЕЛЯ 

Несмотря на то что явный вид множителя K(q>) был не известен, Френе-
лю удалось описать множество существенных свойств дифракции. Это было 
сделано благодаря чрезвычайно элегантному методу оценки интеграла в пра-
вой части выражения (6.212). 

Для того чтобы проиллюстрировать этот подход, называемый построени-
ем зон Френеля, предположим сначала, что первичная волна, распространя-
ющаяся вдоль оси х, является плоской, т.е. 

TC(q) = A tikx. (6.213) 

Соответственно, фазовые поверхности являются плоскостями перпендику-
лярными оси х (рис. 6.10, в). 

Прежде всего, учитывая выражение (6.213), мы имеем 

TC(p)=Aeik*fK(q>)^-dS. (6.214) 
s 
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Здесь х0 характеризует положение данной фазовой поверхности S, a R обо-
значает расстояние между точками р и q. 

Чтобы оценить приведенный выше интеграл в некоторой точке /?, опус-
тим из этой точки перпендикуляр на плоскость х = Jc0 и обозначим точку их 
пересечения как О (рис. 6.10, в). Очевидно, что сферические волны, воз-
бужденные элементами dS, расположенными на одинаковом расстоянии от 
точки Oj дают одинаковый вклад в потенциал Ti. Поэтому фазовую поверх-
ность х = х0 можно представить как систему кольцевых зон, называемых 
зонами Френеля, с центром в точке О (рис. 6.10, в), так что 

где b - расстояние между точками О и р. 
Чтобы выполнить это построение, нарисуем сферические поверхности с 

началом в точке р и радиусами, удовлетворяющими соотношению (6.215). 
Пересечение этих поверхностей с плоскостью Х = X0 дает набор окружностей. 
Каждая пара соседних окружностей образует при этом кольцо (зону Френе-
ля). Конечно, для каждой точки наблюдения р имеется свое собственное 
множество зон Френеля. 

Таким образом, результирующая волна представляет собой сумму элемен-
тарных волн Tin, порожденных источниками, расположенными в каждом из 
колец: 

Прежде чем рассмотреть эффект от единичной зоны, обсудим ее параме-
тры. Из рис. 6.10, в видно, что зона с индексом п ограничивается двумя ок-
ружностями с радиусами г и гп, причем 

Rx=b + -y R1 =b + 2 - , R-
2 2 

и, в общем случае, 

R„ = b+n±, (6.215) 

(6.216) 

rl,=Rlx-b2 и г2 =R2
n-Ь2, если л > 1. 

Подстановка (6.215) в (6.217) дает 

(6.217) 

(6.218) 

г2 = ЬХп или rn =JbXn. п. (6.219) 
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Конечно, с увеличением номера п неравенство (6.218) перестает выполнять-
ся, однако это относится к настолько далеким зонам, что их вклад в потен-
циал 7С(р) практически равен нулю. Площадь рассматриваемых колец опре-
деляется как 

5Л = я г * - я г Д ^ л Э Д л - ( " - ! ) ] 

или 

Sn = пЬХ. (6.220) 

Таким образом, все зоны имеют одинаковую площадь, которая прямо про-
порциональна расстоянию Ь и длине волны X. Из выражений (6.219) следу-
ет, что 

rI - rh =(rtl - rn_x)(rn + r„_,) « 2rn Arn = b X 

или 

Так, например, при п = 1 

*L = ± J I « 1 и ^ = I f t » 1 , 
Ь 2Vb X 2 4 X 

однако с ростом п ширина зоны Arn становится сравнимой с длиной волны. 
Согласно (6.214) потенциал, соответствующий зоне с номером я, опреде-

ляется как 

TCn(P)= Ae** J (6.221) 

Поскольку 

dS = Inrdr, 

имеем 

TCn(P)=InAtikx- J K(q>)$^~rdr. (6.222) 

Чтобы упростить этот интеграл, произведем в нем замену переменных. Для 
этого продифференцируем равенство 

R1 = Ь1 + г1. 

Это дает 

RdR = rdr. 

Далее вместо (6.222) получим 
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TCn(P) = 2лАе** JK(<f>)e,kRdR. (6.223) 
Vi 

Учтем теперь тот факт, что расстояния Rn и /?„_, значительно больше 
длины волны (выражение (6.210)), а ширина каждой зоны Arn мала по 
сравнению с этими расстояниями: 

Arw « и Arn « Rn. 

Последние неравенства означают, что фактор наклона К почти постоянен 
в пределах зоны и, следовательно, его можно вынести из-под знака интегра-
ла. Окончательно получим 

Rn 

TCn(P)=InAKn^ \eikRdR. (6.224) 
Vi 

В отличие от множителя Kn функция е'** может быстро изменяться в преде-
лах зоны и поэтому она должна оставаться под интегралом. 

Выполняя интегрирование в (6.224) и используя (6.215), получим 

TCn=-KnCikx*^-
ik 

ИЛИ 

ъ п = ^ / ^ ' ^ [ е ' 4 Je 
ik 

Поскольку к = Infky последнее выражение можно переписать как 

ТСп(р) = -iXAKneik(Xo+b)e,1w(l - е",л). 

Учитывая, что 
е т„ = (_1)" и 1 _ = 2, 

имеем 

TCn(P)= 2iX(-l)n+xKnAeik{x°+b). (6.225) 

В связи с этим полезно заметить следующее. По определению, колебания в 
источниках, расположенных на фазовой поверхности и, в частности, в пре-
делах каждой из зон, происходят синхронно, однако волны, вызванные эти-
ми источниками, имеют различные фазы в точке наблюдения р. 

Подстановка (6.225) в (6.216) дает следующее выражение для комплекс-
ной амплитуды результирующей волны: 

ТС(р) = IiX Aeik{x°+b)Ly (6.226) 
где 

L = ±(-1 Г1 Kn =K1 - K2 + K3 - Кл + K5 - K6 + ... (6.227) 
Л= I 
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Таким образом, вычисление результирующей волны, возникшей в результате 
интерференции волн от всех зон, сводится в волновой зоне ф » X) к оценке 
ряда L Этот ряд имеет несколько важных свойств, которые следуют из сде-
ланных ранее предположений: 

а) ряд является знакопеременным; 
б) с увеличением индекса П члены ряда уменьшаются в силу свойств КП\ 
в) абсолютные величины двух последовательных членов ряда близки друг 

к другу. 
В силу этих свойств относительно легко оценить сумму ряда L. 
Прежде всего, представим (6.227) в виде 

L = ^ - + '«L-К 
2 2 

+ ... (6.228) 

Предположим сначала, что каждый из членов KN больше или равен сред-
нему арифметическому значений KN^X и К„+Х: 

К > ^ L l b l L 
2 • 

Тогда выражения, стоящие в скобках (6.228) отрицательны и, соответствен-
но, 

L < K1/2. (6.229) 

Таким же образом ряд (6.228) можно записать как 

L = K x - ^ -
2 I 2 2 2 2 

(6.230) 

Выражения в скобках снова являются отрицательными и, следовательно, 

L > K X - K 2 / 2 . (6.231) 

Учитывая, что значения KX и K2 почти одинаковы, вместо предыдущего не-
равенства получим 

L > K1/2. (6.232) 

Сравнение выражений (6.229) и (6.232) позволяет сделать вывод о том, что 
приблизительно 

L = KJ2. (6.233) 

Очевидно, что при уменьшении длины волны относительно расстояния R  
разница между факторами наклона, относящимися к соседним зонам, стано-
вится меньше и, следовательно, выражение (6.233) выполняется с большей 
точностью. 

Если предположить, что 

у с Kn-1 + KfH-I 
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то мы снова придем к формуле (6.223) Действительно, из (6.228) и (6.230) 
получим, соответственно, 

L < — и 
2 1 2 2 

Как и ранее, это означает, что 

L = KJ2. 

Из этого равенства следует, что амплитуда волны, вызванной первой зоной, 
в 2 раза превышает амплитуду результирующей волны. Этот интересный 
факт мы используем позднее. 

Далее, подстановка (6.233) в (6.226) дает 

Щр) = IXKlAeikix^. (6.234) 

Последнее выражение представляет собой комплексную амплитуду Tt плос-
кой волны в однородной среде, полученную как результат суперпозиции 
вторичных элементарных волн. 

С другой стороны, как известно, плоская волна в рассматриваемой среде 
определяется выражением 

Ti(P) = A e " ^ . (6.235) 

Сравнение последних двух равенств позволяет определить фактор наклона для 
первой зоны: 

K1 = (6.236) 
iX X 

Покажем теперь, что аналогичные результаты получаются, когда пер-
вичная волна возбуждается элементарным источником, а фазовые поверхно-
сти являются, соответственно, сферическими (рис. 6.10, б). 

Построим снова зоны Френеля, рисуя сферические поверхности с нача-
лом в точке наблюдения и радиусами, удовлетворяющими соотношению 
(6.215). Как и ранее, предполагается, что радиус г0 фазовой поверхности, а 
также расстояние Ь значительно превышают длину волны X. 

Комплексная амплитуда потенциала первичной волны хорошо известна и 
равняется 

Ti(q)= Aeikr*/г0. (6.237) 

Согласно формуле (6.212), потенциал в точке р, соответствующий зоне с 
номером Hy определяется как 

Hr0 

7С„(р)=А-—Kn f - — d S . (6.238) 
г<> LR 

Из рис. 6.10, б видно, что 
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R2 = Го + (r0 + ft)2 - 2r0(r0 + b)cose. (6.639) 
Дифференцирование этого выражения дает 

RdR = r0(r0 + b) sinO с/6. (6.240) 

Площадь элементарного кольца с радиусом T0SinO и шириной r ^ Q равня-
ется 

dS = 2к r0
2sine d0 

или, с учетом (6.240), 

Inr0RdR  
г0 + Ь 

Следовательно, выражение (6.238) записывается как 

r* + b «I 

Интеграл, стоящий в этом выражении, рассматривался ранее, и мы получаем 

Ъ П ( Р ) = Я Ч - 1 Г 1 К П 

Соответственно, результирующая волна определяется как 
.А(г0+Ь) 

TCn(P) = 2iXA Z -Ln, (6.241) 
r0 + b 

ще 

L n = I ( - I r 1 K n - (6.242) 
/»=1 

В отличие от случая плоской волны, сумма LN содержит конечное число 
членов. Ее оценка слегка отличается от рассмотренного ранее случая, по-
скольку здесь необходимо учесть присутствие последнего члена KN. 

Предположим сначала, что сумма LN содержит нечетное число членов. 
Тогда ее можно записать как 

LN + +B)J!K-K + + + 
2 I4 2 2 2 ^ ^ 2 2 J 2 

ИЛИ (6.242) 

rK K^ 

V 2 2 j 
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Если мы снова предположим, что 

К„>—i , 

то тогда (6.243) даст 

/ ^Ki+Kn и г cEllI^L bN ^ и Ln Ъ . 

Следовательно, 

/ — + KN UN ~ • (6.244) 

Легко показать, что это выражение остается верным, когда 

К с ^ n 4 + К,н-1 
" 2 

Рассмотрим теперь другой случай, когда N является четным числом. Как 
и в предыдущем случае, сумму LN м о ж н о представить двумя разными спосо-
бами: 

L =½ + LN 2 + + ... + -

или (6.245) 
txN  
2 

Если, например, KN превышает среднее арифметическое соседних с ним чле-
нов, то выражение (6.245) дает 

l n > k L + k I L ± - K n и LN 
2 2 N N 1 2 2 

и л и 

(6.246) 

поскольку соседние члены почти равны друг другу. Таким образом, в случае 
четного числа членов мы имеем 

/ -K1-Kn L n  

Этот результат не изменится, если 

К < Kn-I +Kn+1 

(6.247) 

Подстановка (6.244) и (6.247) в (6.241) дает 
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Kn(p) = iX(K{±KN (6 .248) 
r0 + b 

Из рис. 6.10, б видно, что прямая qp является касательной к зоне ф = я/2 и, 
в соответствии с предположением Френеля, KN = 0. 

Таким образом, мы снова получаем 

К п ( р ) = I X K 1 A * - - , (6.249) 
г0 + Ъ 

в то время как потенциал, соответствующий первой зоне, имеет в 2 раза 
большие значения: 

K1(P) = 2 К(р). (6.250) 

Потенциал в точке наблюдения, вызванный элементарным источником в 
однородной среде, 

Jk(r0+b) 
К(р)=А*~ 

и, следовательно, как и в случае плоской волны, 

Ar1=-L = - I . 
а х 

Рассмотрим теперь два примера, иллюстрирующие применение зон Фре-
неля. 

Пример 1: зависимость интенсивности от расстояния 
позади кругового отверстия 

Предположим, что отверстие в экране представляет собой круг, а источ-
ник р0 и точка наблюдения р располагаются на прямой, проходящей через 
его центр (рис. 6.10, г). Согласно выражению (6.219), радиус зоны Френеля 
пропорционален расстоянию Ъ от точки наблюдения до экрана. Поэтому 
размер отверстия может быть гораздо меньше первой зоны, если это рассто-
яние достаточно велико. Соответственно, амплитуда волны значительно 
меньше амплитуды в однородной среде, когда экран полностью отсутствует. 
По мере приближения к экрану существует такое расстояние, при котором 
радиус первой зоны равняется радиусу отверстия. В этом случае, согласно 
(6.250), амплитуда волны в 2 раза больше, чем в случае однородной среды. 
Конечно, этот эффект было довольно трудно предсказать, так как экран 
располагается между точкой наблюдения и практически всей фазовой по-
верхностью. По мере приближения к экрану амплитуда волны начинает 
уменьшаться, поскольку вместе с первой зоной отверстие частично занято 
второй зоной Френеля. Это также довольно удивительно, потому что точка р 
становится ближе к отверстию, однако амплитуда при этом уменьшается. 
Кроме того, существует такое расстояние, при котором внешний контур вто-
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рой зоны совпадает с краем отверстия. В этом случае интенсивность волны 
падает почти до нуля, поскольку волны, вызванные обеими зонами, имеют 
практически одинаковые амплитуды K2** Kly а сдвиг фаз между ними равен 
я . Когда расстояние Ъ становится еще меньше (рис. 6.10, г), наблюдаются 
целые серии максимумов и минимумов. Максимумы появляются тогда, ковда 
в отверстии укладывается нечетное число зон, а минимумы, когда число зон 
в пределах отверстия оказывается четным. И, наконец, когда точка р нахо-
дится совсем близко от отверстия, амплитуда волны достигает некоторого 
постоянного значения, соответствующего волне в однородной среде. 

Аналогичное поведение наблюдается, когда точка р фиксирована, а из-
меняется радиус отверстия. 

Пример 2: зависимость интенсивности от расстояния 
позади кругового экрана 

Предположим теперь, что между источником и точкой наблюдения рас-
положен экран в форме круга (рис. 6.10, д) и все расстояния остаются неиз-
менными. 

Если радиус экрана достаточно большой по отношению к Ь, то существу-
ет множество зон Френеля, расположенных в пределах площади круга, одна-
ко они не вносят вклада в амплитуду волны. В то же время эффект от зон, 
расположенных вне экрана, пренебрежимо мал, поскольку малы соответст-
вующие им факторы наклона (<р —> я/2). Интенсивность волны очень слабая 
(тень). С уменьшением размеров экрана интенсивность начинает возрастать. 
Так, например, когда с круговым отверстием совпадает первая зона, наблю-
дается почти такая же амплитуда волны, как и в случае, когда экран отсутст-
вует. Действительно, в этом случае, как следует из (6.255), волна в точке 
наблюдения описывается как 

Jk(r0+b) 
7t(p)=2iX$ [-K2 + K3-K4+ K5- ...], (6.251) 

г0+/> 

поскольку эффект от первой зоны отсутствует. 
Используя тот же подход, что и ранее, мы приходим к выводу, что сумма 

(6.251) приближенно равняется величине Так как K2« K1, имеем 

rQ + b 

Таким образом, позади экрана имеется геометрическая тень, однако сущест-
вует такая точка, в которой амплитуда волны такая же, как и в случае отсут-
ствия экрана. 

Это открытие имеет очень интересную историю. В 1818 году Френель 
представлял перед Французской Академией свою работу, в которой были 
изложены принципы интерференции волн и построения зон. Эту работу 
проанализировал Пуассон, который пришел к выводу, что в некоторой точ-
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ке позади экрана интенсивность волны может быть такой же, как и в случае 
его отсутствия. Этот результат он рассматривал как доказательство того, что 
теория не верна. Однако эксперименты, проведенные Aparo и Френелем, 
подтвердили правоту Френеля. 

Концепция зон Френеля в присутствии таких неоднородностей, как экра-
ны, основывается на предположениях, которые впоследствии были исполь-
зованы в теории дифракции Кирхгофа. Действительно, вклад каждой из зон 
Френеля остается постоянным и не зависит от того, находятся ли остальные 
зоны напротив отверстия или напротив непрозрачной части экрана. 

В заключение следует сказать, что работа Френеля была важным шагом в 
развитии теории волн. Сущностью этой работы является принцип суперпози-
ции вторичных волн, полностью согласующийся с формулами Гельмгольца -
Кирхгофа. Как мы уже знаем, эти выражения подтвердили многие положе-
ния, лежащие в основе принципов Гюйгенса и Френеля, но, в отличие от 
них, эти формулы позволяют точно определить волну внутри объема, при 
условии, что она известна на поверхности, окружающей данный объем. 

6.7. СВЯЗЬ МЕЖДУ ПОТЕНЦИАЛОМ 
И НАЧАЛЬНЫМИ УСЛОВИЯМИ. 
ФОРМУЛА ПУАССОНА 

Ранее мы получили соотношения между потенциалом U(p, t) в произ-
вольной точке объема V и значениями этой функции и ее нормальной про-
изводной на поверхности S данного объема (формулы Гельмгольца -
Кирхгофа). Решим теперь совершенно другую задачу и предположим, что 
потенциал U и его производная по времени dU/dt известны в некоторый 
момент времени t = 0: 

*/(*, 0) = <р(£) и = X ( g i если / = 0. (6.252) Ot 

Следует заметить, что функции <р и % отличны от нуля только внутри не-
которого объема Vr, ограниченного поверхностью S (рис. 6.11, а). 

Учитывая соотношения между потенциалом U и волновыми полями, 
можно сказать, что в начальный момент времени заданы распределения дав-
ления и скорости. И, конечно, скалярный потенциал в каждой точке подчи-
няется волновому уравнению: 

V 2£/= J - ^ X (6.253) 
с2 Э/2 

Соотношения (6.252)-(6.253) однозначно определяют волну во всех точках 
однородной среды. Наша цель состоит в том, чтобы получить выражение 
для скалярного потенциала U в произвольный момент времени, считая, что 
начальные условия (6.252) известны. 
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ЩРу о 

d{ /с DlZc t 

U(PV О 

Л , 
dJc DJc 

Рис. 6.11. Начальные условия внутри произвольного объема (а); равномерное сжатие 
сферы (б); потенциал как функция времени (в) 

Мы начнем с простейшего случая плоской волны, затем рассмотрим 
сферическую волну, а после этого перейдем к случаю волн, вызванных про-
извольным распределением источников. 

Случай 1: плоская волна 

Пусть волна является плоской. Тоща, как известно, уравнение (6.253) за-
метно упрощается, и его решение описывается выражением 

U(x91) = F(x + ct) + f(x - ct). (6.254) 
Для простоты здесь опущен коэффициент а аргумента а(х ± ct). 
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Определим теперь неизвестные функции F n f таким образом, чтобы 
удовлетворить начальным условиям. В соответствии с (6.252) имеем 

U(x, 0) = F(x) + f ( x ) = ф(х) (6.255) 
и 

= C f ( J C ) - </ ' (*) = XU). (6.256) 
dt 

Интегрирование этого выражения дает 

F(x) - f ( x ) = ! \x(a)da + С, (6.257) 

где X0YiC- постоянные, а - переменная интегрирования. 
Решая систему уравнений 

F(x)+f (х) = q>(x)f 

F ( x ) - f ( x ) = ±jX(a)da + C, cV0 

получим 

F(x) = ±<p(x) + ±jx(a)da + £ 
2 ICJ

XQ 2 

и (6.258) 

f ( x ) = L<?(x)-±jx(a)da-^. 
2 2 с? * xO 

Полученные выражения справедливы для любого аргумента и, в частнос-
ти, для х + ct или х - ct, т.е. 

1 1 x*ct с F(x + ct) = -q>(x + ct) + — J х(а)^а + — 
2С jcO 

(6.259) 

f ( x -ct) = ±q>(x - ct)-—7 %(a)da - £ 
2 2c Z0 2 

Подстановка (6.259) в (6.254) дает 

U { X j t ) = ^ x + c t ) + * i x - c t K ± X ) x ( * ) d a - (6.260) 
2 2 c J 

xO 

Таким образом, потенциал плоской волны выражается через начальные 
условия. Выражение (6.260) называется формулой Даламбера. 
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Случай 2: сферическая волна 

Предположим теперь, что источник порождает сферическую волну. В 
частности, такая волна может быть вызвана элементарным источником. В 
силу центральной симметрии относительно начала координат О, волновое 
уравнение имеет вид 

j э_Гд2 эи) _ 1 B2U 
ЭRJ с2 Э/2 

а его решение (глава 5) дается формулой 
RU(R, t) = F(R + ct) + / ( Л - ct). (6.261) 

Очевидно, что данный случай похож на предыдущий, однако имеется одно 
существенное отличие, а именно то, что в левой части (6.261) присутствует 
множитель R. 

Чтобы удовлетворить начальным условиям, необходимо решить следую-
щую систему уравнений: 

F(R)+f(R) = R q>(Ry 

F'(R)-/'(R) = ^-X(R). с 
Эти уравнения справедливы при любом значении R. Поэтому их удобно пе-
реписать в виде: 

F(z) + / ( z ) = z <p(z), 
(6.262) 

F'(z) - f'(z) = — %(z), 
с 

где z - произвольный аргумент. 
Интегрируя второе из приведенных уравнений, мы приходим к системе 

уравнений относительно двух неизвестных функций: 

F(z)+f(z) = Zip(Z) 

и (6.623) 

F(z)- f ( z ) = - J a % ( a ) d a + С. 
cZo 

Отсюда 

F { z ) = i m + ±]ax(a)da + £ 
2 2 Cj

zo 2 
и (6.264) 

2^o 
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Как и в случае плоских волн, выражения (6.264) справедливы при любом 
аргументе. Так, например, 

rv П „ч (R + ct)<p(R + Ct) 1 rT , ч . с F(R + ct) = ± — - + — J a%(a)da + — 
ч 

R-Ci 

(6.265) 

/ ( Д - с О = ^ - * * * - ^ - l - J a%(a)da - —. 
2 2с /0 2 

Таким образом, потенциал U описывается выражением 

(* + сОФ(* + со + <* - сОФ(* - со + J L у 
2/? 2cR Rtct 

При выводе этой формулы мы предполагали, что z является одним из 
возможных значений Rj т.е. величиной положительной. Это означает, что 
(6.266) справедливо, когда 

R > ct. 

Для того чтобы получить аналогичное выражение для отрицательных z, рас-
смотрим как ведет себя потенциал в окрестности начала координат О. 

Из выражения (6.262) следует, что 

О = F (z )+ / ( - z ) 

или 

f ( z ) = -F(-z), (6.267) 

ще 

Z = R-Ct < 0. 

Таким образом, потенциал можно представить как 

RUiR1 Г) = F(R + ct) +/(/? - ct) = F(R + ct) - F(ct - R). 

Отсюда, с учетом первого из выражений (6.265), получим 

(/(*. t) = <* + "** + «> +J-7«x(aWa -
20 

2R IcR L 

ИЛИ 
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= ( " + ^ + / 0 ^ - / 0 9 ( * - * ) + J L t T z 7 ^ y b a (6.268) 
2R IcR Л 

Таким образом, формулы (6.266) и (6.268) показывают, что в произволь-
ной точке среды потенциал U (Ry t) определяется начальными условиями. 

С физической точки зрения приведенные соотношения очевидны, по-
скольку, как уже отмечалось ранее, условия (6.252) характеризуют распреде-
ление источников в начальный момент времени. 

Чтобы продемонстрировать применение выражения (6.266), рассмотрим 
один пример. Предположим, что часть среды, имеющая форму сферы ради-
уса а (рис. 6.11, б), находится в состоянии однородного сжатия и покоится. 
В момент времени / = O сфера начинает возвращаться в свое недеформиро-
ванное состояние. В результате этого движения возникает волна, которая 
должна удовлетворять начальным условиям 

vR(Ry 0) = о и Q(RyO) = I 0 0 ' ССЛИ R ~ а* (6.269) 
[О, если R > ау 

где vR и 0 обозначают, соответственно, скорость частиц и дилатацию. 
Поскольку 

V = grad U, Pa = - P 0 
dt 

и 
е = -/Vp0C2, 

мы вместо условий (6.252) имеем 

9 ( Л ) = Ои X W = I c 4 ' е С Л И * - а ' (6.270) 
[О, если R > а. 

Следует заметить, что дилатация 0 удовлетворяет волновому уравнению и, 
поскольку волны распространяются от сферы, аргумент функции 0 равня-
ется 

R-ct. 

Соответственно, последнее из условий (6.270) можно записать как 

х ( г ) = { с 2 е 0 . е с л и г < а , 
[О, если z > а. 

Каждый элемент сферы можно рассматривать как элементарный источник, 
причем ближайший к точке наблюдения источник расположен на расстоя-
нии R - ау a R + а характеризует максимальное расстояние. Следовательно, 
движение в окрестности произвольной точки р будет происходить в течение 
интервала времени 
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R-а < R +а 
с с 

В силу сферической симметрии волновые движения возникают в сферичес-
кой оболочке толщины 2а. 

Из начальных условий (6.270) следует, что в этом случае выражение для 
потенциала (6.266) заметно упрощается, и мы имеем 

R+ct 

U(R, 0 = — jz%(z)dz. 
2 cR „%, 

Используя (6.271), получим 

U(R, O = - i ^ "jzdz 
2 с Я R-Ct 

ИЛИ 

U(R, () = —[а2 -(R-Ct)2]. (6.272) 
4 R 

Поскольку 

А- 1 BU 
7 " а Г ' 

дилатация внутри зоны возмущения равняется 

9 =
 eO R-Ct 

2 R 

или 

— = ^ l f l f (6.273) 
O0 2/? 

ще 

ct - a<R <ct + а. 

Радиус сферической поверхности, проходящей через середину оболочки, 

Rm = cf. 

Из соотношения (6.273) следует, что вблизи этой поверхности функция 0 
стремится к нулю. В то же время во внешней по отношению к данной по-
верхности области (R > RJ дилатация имеет тот же знак, что и 0О, а во внут-
ренней области (R < Rm) - противоположный. 

Заметим, что функция 9 в точках волнового фронта определяется соот-
ношением 
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е/е0 = a/2R 

и уменьшается пропорционально расстоянию R. 
Для того чтобы рассмотреть более общий случай, необходимо вывести 

соотношение между начальными условиями и потенциалом U в начале коор-
динат, которое должно выполняться для произвольного момента времени. 

Из (6.262) следует, что 

U(R t ) = Ш±£!1±Ж^£!1 
R 

Используя соотношения (6.267), получим 

iuD ~ F(ct + R) - F(ct - R) о Л U(R> 0 = 2 — - - ' , если R -> О, 
2 R 

или, разлагая функцию F в ряд в окрестности точки R = 0, имеем 

U(0, 0 = 2F'(ct). (6.274) 

Дифференцируя первое из уравнений (6.262), приходим к новой системе 
уравнений относительно функций / ' и F'\ 

F'(z) + f'(z) = ^-[z<p(z)] 
dz 

И 

F'(z)~ f'(z) = -%(z). 
с 

Отсюда 

2 F ( z ) = - x ( z ) + f [z<p(z)], 
С Bz 

и вместо (6.274) имеем 

1/(0, 0 =OC(Ct) +-[t(p(ct)l (6.275) 
dt 

Таким образом, мы выразили потенциал в точке начала координат через 
функции ф и х-

Применяя этот результат к волне (6.270), вызванной однородно сжатой 
сферой, получим 

u r n t\ ^ a Jt> если Ct < а, U(0, t) = c 0О< 
[0, если ct > а. 

Случай 3: произвольная волна 

Предположим, что начальные условия заданы в произвольном объеме V, 
окруженном поверхностью Z (рис. 6.11, а). Для того чтобы выразить по-
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тенциал U для любой точки р в произвольный момент времени t через 
функции ф и х, мы используем подход, предложенный Пуассоном. 

Рассмотрим сферическую поверхность радиуса R с центром в точке на-
блюдения р. В общем случае значения потенциала U меняются на этой по-
верхности. Введем среднее значение потенциала: 

UJR9 О = - ½ jU(g9 OdS9 (6.276) 
4 тс/? s 

где g обозначает точку поверхности S. 
Конечно, функция UJfi9 0 зависит от радиуса R и времени t и обычно не 

совпадает со значением потенциала в точке р. Например, варьируя радиус R 
при постоянном времени, мы получим различные значения Um. В частности, 
если волна еще не достигла поверхности S9 среднее значение функции Um  
равняется нулю. Точно так же варьирование времени приводит к изменению 
функции Um на фиксированной сферической поверхности. 

Из выражения (6.276) следует, что 

UJR9 0 = — f t / ( * , O d Q , (6.277) 
4 тс 

где dQ, обозначает телесный угол, под которым элемент сферической по-
верхности виден из точки наблюдения р. 

Это означает, что функция UJR91) является линейной комбинацией ска-
лярных потенциалов и, следовательно, удовлетворяет также волновому урав-
нению. Более того, поскольку функция Um не зависит от сферических коор-
динат 8 и ф, ее можно записать как 

RUJR9 t) = F(R + ct)+f(R-ct). 

Вводя средние значения начальных условий 

Ф » = - Ч * / < А 0)dQ 4 K S 

и (6.278) 

471 s Э t 

общий случай сводим к предыдущему. Затем, используя (6.275), запишем 
следующее выражение для среднего значения Um в начале координат: 

UJO9 t) = t%jct) + l-[upjct)]. (6.279) 
dt 

С другой стороны, поскольку скалярный потенциал является непрерывной 
функцией, 

UJ0, O = UiO9 г). 
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Действительно, при R О имеем 

Um(R, 0 = -L-iUdS -> О, О = (/(О, О, если Я О. 

Таким образом, мы приходим к выражению 

Щ0, о = — - ( ^ Ф ( ^ Д О ) 

f/(0, 0 = — Ц - f + — - f f - i - ^ c t W s X 
4itc t s 4*dt\c t s J 

(6.280) 

поскольку 

R = ct. 

Формула (6.280) позволяет найти волновое поле в однородной среде при 
условии, что заданы начальные условия. Это выражение называется форму-
лой Пуассона. 

Чтобы проиллюстрировать применение формулы (6.280), предположим, 
что внутри поверхности Z имеется определенное распределение первичных 
источников, которые начинают действовать в момент времени t = 0. Каждый 
из этих источников порождает сферическую волну, которая достигает точки 
наблюдения р (рис. 6.11, а) в момент времени г. Очевидно, что волны, вы-
званные источниками, расположенными на одной и той же сферической 
поверхности, приходят в ее центр одновременно, и благодаря их интерферен-
ции формируется результирующая волна. Из рис. 6.11, а видно, что первая 
волна приходит в эту точку в момент времени t = ci/c. Амплитуда этой волны 
очень мала, поскольку в этот момент мала часть сферической поверхности 
Sm. С течением времени площадь Sm увеличивается и, соответственно, ампли-
туда волны также может возрасти, при условии, что элементарные волны 
имеют почти одинаковые фазы. Наконец, в момент времени t = D/c наблю-
дается хвост волны, после чего колебания отсутствуют. 

Рассмотрим еще один пример (рис. 6.11, в), в котором в момент времени 
t = 0 функция ф равняется нулю, а % имеет постоянное значение внутри L. 
Как и следовало ожидать, формула Пуассона в этом случае сильно упроща-
ется, и мы имеем 

Здесь S1 обозначает площадь, образованную пересечением поверхности L и 
сферы S радиуса 

4 itc2t 
(6.281) 

R = Ct 
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с центром в точке р. Это означает, что эффект действия источников зависит 
от размера и формы поверхности S1 , а также от положения точки наблюде-
ния р. Из рис. 6.11, в легко увидеть, что максимальный сигнал в точке р{ 

будет меньше, чем в точке /?2, однако продолжительность этого сигнала бу-
дет больше. 

6.8. ПЕРЕХОД К ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ АКУСТИКЕ 

Приступим теперь к изучению волн и, в частности, дифракционной кар-
тины в предельном случае, когда длина волны стремится к нулю: X —> 0. 
Сначала мы рассмотрим относительно простой случай, когда в однородной 
среде имеется экран с отверстием произвольной формы. Затем, основываясь 
на уравнении Гельмгольца, мы обсудим общий случай. 

Ранее было показано (см. формулу 6.97), что комплексную амплитуду TC 
стационарной волны позади неоднородности можно записать как 

iХТС(р) = A f cos(n, R )dS e , (6.282) 
L RRl 

где R и R1 - расстояния от точки отверстия до, соответственно, точки наблю-
дения и источника; Se - площадь отверстия (рис. 6.12, а). С уменьшением 
длины волны параметр к неограниченно возрастает, и подынтегральное вы-
ражение становится сильно осциллирующей функцией. Поэтому вряд ли 
возможно проанализировать асимптотическое поведение функции ТС, ис-
пользуя для этого численное интегрирование. Для решения этой задачи был 
предложен очень простой и элегантный подход. В формуле (6.282) под ин-
тегралом стоит выражение 

cos(n,R) «* (/?+/?, > 

RR1 

и очевидно, что поверхности постоянной фазы этой функции определяются 
как 

/? + /?! = const. (6.283) 

Эти поверхности являются эллипсоидами, имеющими общие фокальные точ-
ки P1 и р (рис. 6.12, а). Поскольку в данном разделе нигде не используется 
понятие плотности среды, мы обозначим расстояние через р. 

Можно представить себе бесконечное число таких эллипсоидов. В част-
ности, когда максимальное сечение эллипсоида стремится к нулю, он вы-
рождается в прямую линию рр{. Расстояние 

P + Pi 

называется фокальным расстоянием, ще 

р = / ? 0 и р , = P 1 O j 
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Рис. 6.12. Иллюстрация фор-
мул (6.283) и (6.285) (А); 
точка О находится на экране 
(6)\ точка О находится в пре-
делах отверстия (в) 

Экран 

\т2 

а точка О является точкой пересечения фокальной прямой с плоскостью 
экрана. 

Наша цель состоит в том, чтобы преобразовать интеграл из выражения 
(6.282) таким образом, чтобы можно было довольно легко получить его 
асимптотическое значение при X —> 0. Предположим, что прямая рр{ пер-
пендикулярна отверстию, и рассмотрим круговое сечение эллипсоида с цент-
ром в точке О. Радиус этого сечения равняется д;, а расстояния от произволь-
ной точки сечения до точек рхнр равняются, соответственно, R и R1: 

K2 = P2 + *2 , R2 = p f + J t 2 

или 

Я = о 1 + и R1= p j l + 4 -
Pi 

(6.284) 

Поскольку мы предположили, что обе точки рх и р находятся далеко от 
экрана, можно использовать разложение Маклорена для функций R и R1: 

(6.285) 
( 1 ( 

P И я , = P1 
1 + ™ Г 

V 2 P y 
И я , = P1 ^ 2Pi ) 

Таким образом, 

R + R1 = р + р, + т , 
Ще 

„ 2 
т = 

Pi) 
dm- U±\xdx. 

IP PiJ 

(6.286) 

(6.287) 
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Следовательно, параметр т характеризует, с точностью до константы, пло-
щадь соответствующего круга радиуса jc, полученного пересечением эллипсо-
ида и экрана. 

Каждый из этих кругов можем представить как набор элементарных ко-
лец с площадью 

dSr = 2л: j c dx, 

либо, используя (6.287), получим 

dSr = — dm = fdm. (6.288) 
1/Р + 1/Р, 

Здесь 

/ = - . (6.289) 
I / P + I / P I 

Далее, введем функцию <р(/я), определяющую ту часть кольца радиуса jc, ко-
торая умещается в пределах отверстия: 

0 < ( р ( т ) < 1, 
т.е. 

dS€ = y{m)dSr = f y(m)dm, 

Где dSe обозначает площадь, соотъетствующую отверстию (рис. 6.12, б). Та-
ким образом, интегрирование по области отверстия выполняется с использо-
ванием суммирования элементарных круговых колец. 

В дальнейшем удобно рассматривать раздельно следующие две ситуации: 
а) точка О располагается на экране; 
б) точка О находится в пределах отверстия. 
Начнем с первого случая, показанного на рис. 6.12, б. После введения 

параметра т интегрирование в правой части (6.282) можно производить по 
этому параметру, имея тх и щ в качестве нижнего и верхнего пределов: 

тх<т< тг. 

Из рис. 6.12, в видно, что те части колец, которые относятся к предельным 
значениям тх и тг, равняются нулю: 

ф(т , ) = ф (m2) = 0. (6.290) 

Используя обозначение 

C O S ( I I L R ) 

RRx 
F(ZH) = / ф ( " 0 -

и выражения (6.286) - (6.288), формулу (6.282) можно переписать в виде 

iX7C(p) = Лей(р+р,)7 F(rn)eikm dm. (6.291) 
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Интегрирование этого выражения по частям дает 

ггъ г/ \ П12 л 
\F{rn)sikm dm = ^ e i k m - - \ F'(m)eibn dm. (6.292) 

В силу (6.290) первый член в выражении (6.292) исчезает, и мы полу-
чаем 

Поскольку функция, стоящая в последнем интеграле, имеет осциллирующий 
характер, этот интеграл стремится к нулю при к -> оо. Таким образом, в 
предельном случае, когда длина волны стремится к нулю, волна в точке р 
исчезает, если прямая ррх пересекает экран. Это происходит независимо от 
того, имеется в экране отверстие или нет. Иными словами, результирующая 
волна в таких точках исчезает в результате интерференции волн, возникших 
на поверхности отверстия. Поскольку между источником и указанными точ-
ками наблюдения располагается жесткий экран, мы можем сказать, что вол-
на отсутствует в зоне геометрической тени. В то же время в реальной ситуа-
ции, когда X Ф 0, всегда наблюдается дифракция и, до некоторой степени, 
волны всегда присутствуют в этой части среды. 

Рассмотрим теперь второй случай, когда точка О располагается где-то в 
пределах отверстия (рис. 6.12, в). Согласно (6.287) интегрировать нужно, 
начиная со значения т = 0, поскольку площадь начальной полосы также 
равна нулю. На интервале 

0 < т < та 

все точки круговых колец относятся к отверстию и, следовательно, 

Из рис. 6.12, в хорошо видно, что эта функция уменьшается от единицы до 
нуля между точками т = таи т = т2: 

1 > ф ( т ) > 0. 

Соответственно, выражение (6.291) можно переписать как 

так как 

к = 2п/\. 

Ф ( Т ) = 1. 

аЯГ(р)= Л е ' ^ 7 F(m) е' dm. 
о 

Интегрирование по частям дает 
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/п2 г , \ im * т2 

(Firn)Cltmdm = ^ e H 2 -± \F'(m)c,kmdm 
о 'к lo ik % 

ИЛИ 

Щр) = 
де'*(Р+Р|) 

2л 

/«2 
-F(rn)tikm\m

o
2 + \F'(m)tikmdm (6.293) 

Как и в предыдущем случае, интеграл исчезает при X -> 0. Значение 
первого члена, соответствующее верхнему пределу, также равняется нулю, 
поскольку ф(т2) = 0. 

Таким образом, 

д <*(Р+Р,) 
Ъ(р) = — F(O). (6.294) 

2л 

Принимая во внимание, что 

ф(0) = 1, 
RR1 р р , 

а также формулу (6.289), получим 

F ( O ) = - ^ L - (6 295) 
Pi + P 

и, используя выражение (6.293), 

7С(р) = е" (р+р,) (6.296) 
Pi +P 

Это выражение описывает комплексную амплитуду потенциала падающей 
волны на расстоянии р + P1 от источника, которая была бы в отсутствие 
экрана. Таким образом, каждый раз, когда прямая ррх пересекает отверстие, 
волна позади экрана совпадает с той, что была бы в однородной среде. Дру-
гими словами, волна распространяется от источника к точке наблюдения 
вдоль прямой линии. Как видно из рис. 6.13, л, б, такое поведение наблюда-
ется внутри конуса с вершиной в точке р1у боковая поверхность которого 
касается края отверстия. В то же время вне этого конуса, в зоне геометриче-
ской тени волна отсутствует. Следовательно, в пределе (R —> 0) дифракцион-
ная картина исчезает и, соответственно, волновые поля претерпевают разрыв 
на боковой поверхности конуса. Как уже отмечалось, в реальной ситуации, 
независимо от того, насколько мала длина волны, дифракция проявляется в 
пределах относительно небольшой зоны по обе стороны от этой поверх-
ности. 

Предположим, что в экране имеется множество различных отверстий. 
Тогда в пределе X —> 0 все пространство позади экрана можно разбить на две 
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Рис. 6.13. Переход к геометрической акустике (а, бу в); к р у г л ы й экран радиуса а (г) 

части. Одна часть, где волны распространяются вдоль прямых линий, состо-
ит из пучков лучей, а в другой части объема частицы находятся в покое. 

Поскольку распределение волн определяется только геометрическими 
факторами, а именно положением источника и точки наблюдения, разме-
ром, формой и положением отверстия, рассматриваемое приближение 
(к 0) называется геометрической акустикой. Оно играет чрезвычайно 
важную роль в сейсмологии, а его основные черты будут описаны в одной 
из следующих глав. 

Здесь следует отметить, что переход от волновой к геометрической акус-
тике происходит не всегда. Существуют такие случаи, когда при стремлении 
длины волны X к нулю все еще наблюдается дифракция. Для иллюстрации 
такого поведения мы рассмотрим два связанных между собой примера. 



Пример 1: интенсивность позади экрана 

Как было показано ранее, если точка О находится за пределами отвер-
стия (рис. 6.12, 6), то 

Ti (р) -> 0, если X -> 0. 

Однако существуют исключения из этого правила, например когда конечная 
часть указанного края экрана совпадает с одним из двух граничных кругов, 
характеризующихся параметрами 

W1 = const и m2 = const. 

В таких случаях множители <р(/л,) и не равны нулю и, следовательно, 
первый член в правой части выражения (6.292) не исчезает. Отсюда следует, 
что позади экрана (в зоне геометрической тени) присутствует волна. Иными 
словами, суперпозиция волн не приводит к их полному взаимному гашению, 
если край экрана имеет соответствующую круговую форму. Например, это 
происходит, когда точки р, и р расположены на перпендикуляре, проходя-
щем через центр круга (рис. 6.13, г), и именно этот круг является экраном 
(остальная часть плоскости прозрачна). В этом случае выражение (6.282) 
можно переписать как 

Мы предполагаем, что р = P1, и, следовательно /? = /?, = г, а также 

cos(n, R) = £ = 
R г 

Далее, из формулы (6.284) следует, что 

г2 = р2 + х dx = г dr. 

Отсюда вместо (6.297) получаем 

i\7t(p) = А\ + *cos(n, R)2nxdx. 
J DD 

(6.297) 

(6.298) 

Интегрирование по частям дает 

i-КЩр) = ^ Oi't Iik 

ИЛИ 
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Интегрируя по частям второй член этого выражения, мы видим, что он об-
ращается в ноль при X —»0. Следовательно, в пределе мы получим 

2 ( а + р 2 ) 
(6.299) 

Как видно из рис. 6.13, г, потенциал падающей волны в точках на краю 
экрана определяется формулой 

ivt V ^ v 
TCx=A-— = A 

V " 2 + р 2 

Соответственно, выражение (6.289) переходит в 

Jkja2+р2
к 

О j 2 2 Z Vfl +P 

а функция интенсивности / изменяется вдоль оси диска как 

0,25 !/I0 

Рис. 6.14. Интенсивность позади кру гло го экрана (а); экран с круглым отверстием {в)\ 
интенсивность позади круглого отверстия (в); произвольное положение источника и 
т о ч к и наблюдения ( г ) 
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'О^Т-гЧ-'о' ( 6 - 3 0 ° ) 4 а + р 
где I0 - интенсивность падающей волны на краю экрана. 

Качественно мы уже обсуждали этот парадоксальный результат, изобра-
женный на рис. 6.14, а. Из равенства (6.300) следует, что волна присутствует 
всюду вдоль оси р, за исключением точек вблизи диска. Это происходит, 
несмотря на то, что точки наблюдения лежат в области геометрической те-
ни. Относительная интенсивность //I0 постепенно увеличивается с увеличени-
ем расстояния р между экраном и точкой р и асимптотически стремится к 
значению 0,25. 

Заметим, что если падающая волна является плоской, то 
/ —> /о, если р —> ©о, 

т.е. на достаточно больших расстояниях присутствие экрана практически 
никак не влияет на точки, расположенные на оси р. Как отмечалось ранее, 
поведение волны, описываемое выражением (6.300) противоречит концеп-
ции распространения волн вдоль прямолинейных лучей при X -> 0. Иногда 
такое поведение называют дифракцией Пуассона. В то же время следует сно-
ва подчеркнуть, что равенство (6.300) выполняется только на оси р, по-
скольку в этом случае прямые 

т = const 

совпадают с краем диска. Вместе с тем, данное условие не удовлетворяется в 
точках, не принадлежащих этой оси, и, соответственно, для этих точек амп-
литуда волны стремится к нулю при X —> 0. 

Пример 2: интенсивность позади кругового отверстия 

Рассмотрим теперь экран с круговым отверстием и поведение волны 
вдоль его оси р (рис. 6.14, б). Придерживаясь предположений и обозначе-
ний предыдущего примера, вместо выражения (6.298) получим 

IXTC(P) = InAP f Q2ikr (6.301) 
• V 

Интегрируя по частям и учитывая, что получившийся член, содержащий ин-
теграл, стремится к нулю при X —> 0, имеем 

акт ^ 7 V 
iX7C(p) = 

2TiAp е 

Iik 

или 

ТС(р) = 
Ap 2 ikp >kyja2+p2 

2 2 а +р 

Ле 2<Лр 

2р 
1 -

2 2 а +р 
(6.302) 
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Предположим, что точки наблюдения расположены на достаточно больших 
расстояниях от отверстия: 

р » а . 

Тогда, используя приближенные формулы 
2 

а + р - 2 р 

запишем выражение (6.302) в виде 
f Л2\ 

Щр) = Ле
2"р 

2 р 

Hk-
1 - е р = ^ A e

2 V X i n - . (6.303) 
P 2р 

у 

Снова вводя функцию интенсивности /, находим, что 

/ -Sin" 

ще 

/п = 

2р 

л2 л 2 

(6.304) 

2 2 2 fl + р р 

По мере увеличения расстояния р отношение HI0 образует систему максиму-
мов и минимумов, причем вначале расстояние между ними увеличивается с 
увеличением р (рис. 6.14, в). Все максимумы имеют одинаковую амплитуду, 
равную единице, а все минимумы равны нулю. Для относительно больших 
расстояний, когда 2р > ка2, функция IfI0 постепенно стремится к нулю. 

В данном примере источник и точки наблюдения лежат на оси р, и меж-
ду ними нет никакого экрана. Естественно ожидать поэтому, что в пределе 
X -> 0 амплитуда волны будет отличаться от нуля во всех точках оси р. Од-
нако, как следует из выражения (6.304), вместо этого наблюдается большое 
число точек, в которых волна отсутствует. Более того, с увеличением рас-
стояния р интенсивность волны становится значительно меньше I0. 

В противоположном случае, когда между источником и приемником на-
ходится круговой экран, интенсивность стремится к I0 при р —> °о. Конечно, 
поведение волновых полей в обоих случаях достаточно парадоксальное. Ин-
тересно также заметить следующее. В присутствии отверстия картина ди-
фракции Фраунгофера на плоскости р = const предполагает, что максимум 
интенсивности должен наблюдаться в точках на оси р. Следовательно, данное 
приближение применимо только в том случае, когда отношение ///0, задава-
емое равенством (6.304), монотонно уменьшается. 

До сих пор мы предполагали, что точки р и рх расположены на перпен-
дикуляре к экрану. Теперь представим себе более общую ситуацию (рис. 
6.14, г), и снова построим семейство эллипсоидов. Очевидно, что 
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' . - P f 

Поскольку 

P Pl 

приведенные выше выражения можно представить как 

24Ц-Р,к4 2 P V V 2 Pi . 

и, соответственно, 

rx + г и « р + р, + /и, 

где, как и ранее, 

т = 
г 

— I — 
P Pi. 

Последнюю величину можно рассматривать как параметр системы эллипсов, 
сформированных в результате пересечения эллипсоида вращения с плоско-
стью экрана. 

Площадь элементарного кольца сечения эллипсоида 

dSr = Inxdx. 

Конечно, существует корреляция между этой площадью и проекцией на от-
верстие dSe, которое является эллиптической полосой, т.е. 

dSe =fxdSr=fdm, 

где/ -некоторый коэффициент пропорциональности. 
Таким образом, мы представили площадку интегрирования в виде систе-

мы эллиптических полос, каждая из которых характеризуется параметрами 
т и f(m). 

Используя данный подход, снова приходим к выражению (6.291), кото-
рое позволяет получить такой же результат, как и в предыдущем случае. 

Мы продемонстрировали переход от волновой к геометрической акустике 
на относительно простой модели экрана, помещенного в однородную среду. 
В дальнейшем мы остановимся на более общих моделях среды и, будем ис-
пользовать формулы, описывающие волновые поля. 



6.9. УРАВНЕНИЕ ЭЙКОНАЛА И УРАВНЕНИЕ ПЕРЕНОСА 

Как мы знаем из изучения волн в однородной среде, их поведение в вол-
новой зоне можно описать следующим образом: 

AiR9 к) е** (6.305) 

Иными словами, амплитуда волны зависит, в общем случае, от расстоя-
ния Л, а поведение фазы определяется экспоненциальным членом 

С уменьшением длины волны X ближняя и промежуточная зоны занимают 
относительно меньший объем вокруг источника, и в пределе X -> 0 практи-
чески всюду наблюдается волновая зона. 

Предположим теперь, что среда неоднородна и скорость распространения 
с является непрерывной функцией пространственных координат. Легко уви-
деть, что в этом случае комплексная амплитуда потенциала TC также удовле-
творяет уравнению Гельмгольца 

V2TC + к2ТС = 0, (6.306) 

а волновое число 
к = со/с 

является функцией координат точки. Действительно, из первого основного 
уравнения 

P^is r a d р 

и соотношения 

s = grad U 

имеем 

при условии, что плотность является постоянной. Тоща второе уравнение 

div S = — Х - Р 
с 2 р 

дает 

div grad £/ = — 6 C2 dt2 

или 

VW--L^- = O. 
с2 Bt2 
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Соответственно, в частотной области мы приходим к уравнению (6.306). 
Полагая, что длина волны стремится к нулю, т.е. к —» мы будем ис-

кать асимптотическое решение уравнения (6.306). Поскольку расстояния от 
источника при этом становятся значительно больше длины волны, представ-
ляется естественным, по аналогии со случаем однородной среды, представить 
искомое решение в виде 

TC = A t 1 ^ m
9 (6.307) 

где к0 - значение волнового числа в некоторой точке среды; А - амплитуда; 
5 - функция, называемая эйконалом; R - радиус-вектор. 

Так как Ic0 —»<», скалярный потенциал TC является быстро изменяющейся 
функцией пространственных координат. Однако амплитуда А и эйконал S 
изменяются от точки к точке относительно медленно и не стремятся к бес-
конечности при к0 —> оо. 

Из определения (6.307) имеем 

— = — е'*°5 + ik0A — е'*°5 

дх дх дх 

или 

^ = ТС. (6.308) 
дх дх дх 

Соответственно, вторая производная записывается как 

= е,*0, + .. дА Э5 + 

дх2 дх2 дх дх дх2 

+ iko ^ ( J i + Uc0A ^ e ' v s \ (6.309) 
дх V дх дх J 

Поскольку к0 —> оо, первым членом в правой части этого выражения можно 
пренебречь. В результате получим 

д х 2 ' 0 д х д х * дх2 ^ 0 U J 
ИЛИ 

V ^ c V ( d s Э1оёл ^ \ д2S^ 
~ к2о\-\ « + IiknTC 
дх2 \дх ^dx дх 2 дх 

Ъ'ТС 
Аналогично записываются выражения для вторых производных —— и 

ду~ 

д2Ъ - , и м ы приходим к следующему выражению для лапласиана W2TC: 
dz2 
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У2ЙГ= - k2
0 % D(S) + 2i£0% ^grad S • grad log Л + ^ V 2 s j , (6.310) 

щ е 

"HfHfHfI 
V2

1S = - ^ f + - ^ f + - ^ f - (6.312) 
Эх By dz 

Следовательно, в любой точке с координатами х, у, z уравнение Гельмгольца 
можно приближенно заменить следующим уравнением: 

V2TC + к2ТС = -к2ТС D(S)- 4 
*0 . 

4- 2 ttg^GRAD 5 . grad log А + ^ V 2 5J = 0 . (6.313) 

Это уравнение будет выполняться, если функции А и S подчиняются сле-
дующим двум условиям: 

'IHfHfT-"'-
ще 

п = - = (6.315) 
*о с 

является показателем преломления, и 

grad 5 • grad log A = - ^ ^ . (6.316) 
2 

Дифференциальное уравнение эйконала (6.314) является неоднородным 
уравнением первого порядка и второй степени. 

Как только решение этого уравнения S(x, у, г) становится известным, мы 
можем определить функции grad S и V2S. После этого амплитуду А можно 
определить из уравнения (6.316), которое называется уравнением переноса. 

Левая часть (6.316) представляет собой скалярное произведение двух век-
торов: VS и Vlog Ay зависящее от Vlog А только в направлении градиента S. 
Это означает, что данное уравнение описывает поведение волн даже в том 
случае, когда амплитуда А является разрывной функцией в направлении, ор-
тогональном вектору grad S. 
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Согласно определению (6.307), равенство 

S(x, у, г) = const (6.317) 

характеризует поверхности постоянной фазы, т.е. волновые поверхности. 
Единичный вектор нормали п0 к такой поверхности определяется градиен-
том S: 

^ r (6.318) 

и задает направление прямой (луча), ортогональное поверхности эйконала. 
Очевидно, что в общем случае направление р, изменяется и, соответственно, 
лучи изгибаются. В неоднородной среде интегрирование уравнения эйкона-
ла - это наиболее естественный способ определения направления указанных 
лучей и положения фазовых поверхностей. Так, например, согласно равен-
ству (6.315), в однородной среде п = const и простейшим решением уравне-
ния (6.314) является линейная функция 

S = п(ах + fry + yz). (6.319) 

Подстановка последнего выражения в (6.314) дает 

а 2 + р2 + 72 = 1. (6.320) 

Функция 5 ( д с , у, z) содержит две произвольные постоянные; она описыва-
ет плоскости, а лучи в этом случае являются прямыми линиями, которые 
задаются уравнением 

= (6.321) 
a P у 

Эти соотношения следуют из того, что смещение dl вдоль луча 

dl = dx i + dy j + dz k 

и градиент 5 

VS = - i + — j + — k = rt(oti + pj + Yk) 
Эх Эу dz 

параллельны друг другу. 
Поскольку S - линейная функция, из (6.316) получаем 

VS-V log A = 0, (6.322) 

т.е. функция log А и, следовательно, А могут изменяться только вдоль фазо-
вой поверхности, хотя этого изменения может и не быть. В случае однород-
ной плоской волны амплитуда А постоянна и уравнение (6.322) удовлетворя-
ется автоматически. 

Если элементарный источник порождает сферическую волну, то решени-
ем уравнения (6.314) является функция 
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S = nRy (6.323) 
ще 

R = J x 2 + у 2 + z 2 . 

Таким образом, 

Э5 _ пх_ _ ^y Э£ _ /?г 

Эд: /? ' Э;у /? ' Эг R 

grad 5 = — = ^R 0 . 
R 

Аналогично, простейшее решение уравнения эйконала в двумерном случае 
(цилиндрическая волна) есть 

S = пг и г = Jx2 4-у2 . 

Таким образом, мы описали метод, основанный на решении уравнения 
эйконала и уравнения переноса, позволяющий определить поверхности по-
стоянной фазы и амплитуды волн в произвольной среде при X -> 0. 

О Б Л А С Т Ь , В К О Т О Р О Й У Р А В Н Е Н И Я ( 6 . 3 1 4 ) И ( 6 . 3 1 6 ) 
О С Т А Ю Т С Я С П Р А В Е Д Л И В Ы М И 

Полезно определить условия, при которых уравнение эйконала и уравне-
ние переноса можно использовать вместо волнового уравнения с приемлемой 
точностью. 

Для решения этой задачи вернемся снова к определению (6.307) и уравне-
нию Гельмгольца: 

% ( г ) = A(r )e ' V ( r ) (6.324) 
и 

V2Tt+ к2
0п2Ъ = Qy  

где г - радиус-вектор точки: 

Поскольку мы рассматриваем случай малых длин волн Xj естественно пред-
положить, что относительное изменение показателя преломления п в рас-
сматриваемом диапазоне длин волн мало: 

A|VAI| « я , (6.325) 
ще 

А = — , (6.326) 
271 

a |Vn| - абсолютная величина градиента, т.е. максимальная производная, п. 
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TaiaiM образом, неравенство (6.325) показывает, что максимальное из-
менение п 

A|V/i| 

на интервале Х/2тс незначительно по сравнению с самим п. 
Заметим, что по определению 

к = пк0 или - = т\—, 
с cO 

и grad п характеризует изменение скорости с(г). 
По аналогии с предположением (6.325) можно ожидать, что амплитуда 

ф(г|) также мало меняется на рассматриваемом интервале и 

A|VA| « А . (6.327) 

Неравенства (6.325) и (6.327) удобно представить в виде 

Л « = L1 и Л « T^1 = L2. 
N M 

Здесь L1 и L2 называются характеристическими длинами данной задачи, а 
их значения могут изменяться от точки к точке. В частности, с уменьшением 
grad п значение L1 становится больше. 

Рассмотрим поведение показателя преломления п на интервале L1 и пред-
положим, что он меняется на этом интервале почти линейно. Тогда мы мо-
жем записать 

п( г + L1) - п( г ) « L1^grad п 

или 
W r + L 1 ) - u t o l - L j V u l . 

Здесь L1 обозначает произвольно ориентированный вектор, длина которого 
равняется L1. В то же время из равенств (6.328) следует, что 

H(T) = WnlLl. 

Сравнение двух последних соотношений показывает, что 

И г + Ц ) - / 2 ( г ) | « л ( г ) , (6.329) 

т.е. изменение п вдоль L1 сравнимо по величине с самим п. 
По аналогии, имеем 
|A(r + L2) - А(г)| « |А(г)|. (6.330) 

Вектор L2 также имеет произвольную ориентацию, а его длина равняется L2. 
Очевидно, что неравенства (6.328) можно переписать как 

» 1 и ^ » 1 . (6.331) 
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Эти неравенства показывает, что характеристические длины значительно 
превышают величину Л. 

Выбирая минимальное из двух значений L1 и L2: 

L = min(L,, L2), 

вместо неравенств (6.331) имеем 

L » А 

или 

- = — = — « 1 . (6.332) 
L kL k0nL 

Р А З Л О Ж Е Н И Е П О Т Е Н Ц И А Л А В С Т Е П Е Н Н О Й Р Я Д 

Покажем теперь, что решение уравнения Гельмгольца можно представить 
в виде ряда по степеням A/L, первый и второй члены которого соответству-
ют уравнению эйконала и уравнению переноса. Более того, как будет пока-
зано, вклад последующих членов этого ряда относительно мал, если AIL « 
« 1, т.е. показатель преломления мало изменяется на расстоянии, равном 
длине волны. 

С физической точки зрения, это должно означать, что поведение волны 
корректно описывается в рамках геометрической акустики, если выполня-
ются условия (6.328). Чтобы удостовериться в этом, введем новые перемен-
ные: 

X1 = xlL, у{ = y/L, Z1 = z/L 

или 

г, = r/L, (6.333) 

т.е. координаты точки наблюдения нормируются на характеристическую 
длину L. 

Очевидно, что 

ЪЪ = Ъ7С Bxl _ 1 ъъ 
дх Эх j Эдг L Эх 

И 

Ъ2И _ 1 Ъ2Ъ 
дх2 L2 дх2 

Аналогично, 

д2ъ _ 1 э2зг 
Ъу1 L2 Эу2 дг2 

1 э 2 ^ 
L2 dzf " 
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Таким образом, получаем 

V 2 ^=T Y V f K 9 (6.334) ,2 

Ще 
з2 ^2 ^2 

V 2 = — + — + — 1 а 2 а 2 э 2  
dJCj Byl Bzl 

Уравнение Гельмгольца записывается как 

V2
lKirl) + к\1}п2ТЦгх) = О 

ил , 
2 

п 
~~2 

^ 7 K(V 1 ) = О, (6.335) 

Ще 
H = -L =Ao (6.336) 

к L L 

являет я л алым параметром. 

К равенства (6.333) следует, что 

V1/? = LVn и ViA = LVA (6.337) 

л, ислользуя (6.328), мы получаем 

1 4 M H IvlAl 

или 

V1W « п и IV1AI ~ \А\. (6.338) 

Таким образом, в новой системе координат Х1Э yl9 Z1 скорость изменения 
показателя преломления п и амплитуды А сравнима по величине с значения-
ми этих величин соторые обычно близки к единице. 

Фазу в уравж ш (6.324) целесообразно записать как 

W = U - ' - ^ = ^ . 
ц 

Функция S 1 ( I E
1 ) меняется относительно медленно, т.е. 

IV1S1(F1)I^l. 

Таким образом, скалярный потенциал TC записывается в следующем виде: 

ihM. 
TCirl)= Airl)^ ц . (6.339) 
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Учитывая уравнение (6.334), соотношения 

* as_ 1 as, к d2s _ i э2^ 
^ o t г т » к-о : : ~ * 

Ъх IiL дх{ Эх2 \iL dxf 

а также формулу (6.309), имеем 

1 / ЭА ZS1^ ( iA B2S1^ | 

дх L2 Эх2 L 2
l l дхх Эдг, L2Ii Эдг, 

i Э5, i d - e ' t + A - L ^ e ' ^ 
ЭлГ| \1 Эл-| L2VL Sx1 

Отсюда уравнение Гельмгольца записывается как 

V2TC^k2TC = - у [Vf A + -V1A-V1S1 + - V f S1 + 1 V 1 S 1 V 1 A -

е ц + /LVAe и = 0 . 

Умножая последнее выражение на L2 и учитывая, что 

II = IFK0LY  

получим 
А 

[/I2 - ( V 1 S 1 ) 2 I - ^ e ц + - P V l A - V 1 S ^ A V f S l J e ц +VfAe м = 0 . (6.340) 

Представим теперь амплитуду А в виде ряда по степеням \х: 

W=OV ' У 
(6.341) 

ще множитель (1//)'" введен для упрощения алгебраических преобразований. 
Подставляя (6.341) в (6.340) и приравнивая отдельно действительные и 

мнимые члены с одинаковыми степенями ц, получим 

О*"2) ( V 1 S 1 ) W , 

ОТ1) ^V 1 A 0 -V 1 S 1 )+ A0 VfS1 = 0 , 

(^0) 2(V,A,. V1S1) +A1 VfS1 = - V f A 0 , (6.342) 

(II-1) 2(V1Ajr, • V1S1) + Airl VfS1 = - V f A w 4 . 
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Возвращаясь к исходной системе координат, имеем 

(VS)2 = л2, 

2(VA0 • VS1) + A0V2S = О, 

2 (VA1 • V1S) + A1V2S = -LV2A0, 

Из формул (6.342) следует, что первые два приведенных уравнения явля-
ются уравнением эйконала и уравнением переноса, а вклад остальных членов 
мал, поскольку р . « 1 . 

Следует заметить, что малость р, обеспечивается как уменьшением длины 
волны, так и увеличением L, что соответствует более плавному изменению 
п. Таким образом, мы показали, что поведение волн описывается законами 
геометрической акустики, если выполняются условия 

А|Vwl « п и A | V A I « А. (6.343) 

Ранее мы рассматривали дифракцию в однородной среде позади экрана, 
где неравенства (6.343) не выполнялись вблизи края отверстия практически 
при любой длине волны. Несмотря на это, с уменьшением X влияние ди-
фракции становится меньше, и энергия распространяется от источника к 
точкам наблюдения вдоль прямых линий. Однако существуют такие случаи, 
когда этого перехода не происходит. 

Согласно (6.324), в рассматриваемом приближении волна ведет себя как 
плоская. Заметим, что потенциал TC можно представить как 

7t(r) = А(г) CiuixirK 

Тогда, выполняя ту же процедуру, что и ранее, мы получим уравнения для 
времени т и амплитуды А. Таким образом, при описании геометрической 
акустики, мы можем иметь дело как с уравнением эйконала, так и с времен-
ными полями. Конечно, оба этих подхода являются эквивалентными. 

Пример: плоская волна в вертикально неоднородной среде 

Чтобы проиллюстрировать сделанные нами выкладки, рассмотрим отно-
сительно простой пример, в котором плоская волна распространяется вдоль 
оси z, а параметры среды зависят только от этой координаты. В этом случае 
решение уравнения Гельмгольца 

V2TC + k2(z)TC = О (6.344) 

хорошо известно и записывается как 

TC = A Ctikz
9 (6.345) 

щ е А и к - константы. 
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Предположим далее, что длина волны X настолько мала, что волновое 
число k(z) практически не меняется на расстоянии X9 т.е. 

k{z+\)-k(z) < < х 

Ш) 

Это позволяет представить решение уравнения Гельмгольца в виде, аналогич-
ном тому, который получается для однородной среды: 

TC = A(Z)^2K (6.346) 

Поскольку в однородной среде А = const и Эф/Эг = fc = const, будем считать, 
что вариации этих функций малы в масштабе длины волны X. Беря первые и 
вторые производные от TCy получим 

TCf = А'е'ф + А/ф'е,ф<2) = (A' + Аф')е'ф 

Попытаемся теперь найти приближенное решение этого уравнения. Обо-
значим через L расстояние, на котором вариации A(z) и ф(г) являются еще 
значимыми. Очевидно, что 

Данное неравенство указывает на то, что члены уравнения (6.347) имеют 
различный порядок малости. Покажем это, используя следующие равенства: 

и 

U" = (A" + i A V + /Аф")е'ф + [/А'ф' - (ф')2А]е'ф = 

= [А" + 2/А'ф' + /Аф" - А(ф/)2]е'ф. 

Таким образом, уравнение (6.344) запишется как 

А" + 2/А'ф' + /Аф" + [Ic2(Z) - (ф')2]А = 0. (6.347) 

L » X. 

если 

Соответственно, 

Г (X) ~f (X)Kbx)2. 

Таким образом, можно записать 

А' - AILrAff ~ AIL2
y ф" ~ ф'/L. 

Оценка членов в (6.347) дает 

(6.348) 

Aff-AfL2
y 
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2/ф'Л' + /фhA ~ ф'А/L 

и 

[Ic1(Z) ~(у')2]А-Afk2  

в силу соотношения 

Ф' ~ 1/Л « 

Это следует из предположения о том, что фаза y(z) изменяется почти так 
же, как и в случае однородной среды. 

Поскольку слагаемые в уравнении (6.347) имеют различный порядок, 
каждое из них должно равняться нулю, чтобы удовлетворить этому уравне-
нию. Помимо этого, мы пренебрежем первым членом, в силу его малости. 

Таким образом, получаем два уравнения: 

(ф')2 = Ic1(Z) (6.349) 

и 

Iy'А' + ф ffA = 0. (6.350) 

Решением уравнения (6.349) является функция 

ф' = ± k(z) 

и, соответственно, 

Ф (z) = ± J * ( | ) t f | . (6.351) 
Zo 

В действительности мы решили таким образом уравнение эйконала. 
Второе уравнение записывается теперь как 

А 2<р' 2k(z)' 
(6.352) 

Его решением является функция 

A ( z ) = С ! лДО), (6.353) 

где С - некоторая константа. 
Подставляя (6.351) и (6.353) в (6.346), получим 

TC = 
л/*(7) 

ij k(l)dl -ilk(t,)d% 
Cfi1* + С 2 е r° (6.354) 

Последнее выражение называется приближением геометрической акустики 
или, иначе, приближенным решением Венцеля - Крамера - Брюллюэна 
(ВКБ). Следует заметить, что интеграл 

ззо 



]k(l)dt 
го 

характеризует изменение фазы между точками Z0 и z. 
Из физических соображений очевидно, что среднее значение потока 

энергии не должно зависеть от г. Докажем это утверждение. 
Потенциал U определяется как 

г 
U (z) = -j==-COS[a)/ — <p(z)]. 

Таким образом, 

Ck\z\  I woLIA/» - уJ Hг   
2V* (г) V*(0 

= — c o s [ a ) / - (p(z)]+ sin[o> r - )]. 

Отсюда 

= sin[cor- ¢(2)] + C(P'(Z)(° cos[cor-9(z)] = 

_ CX̂ (Z)O) 

2^fk\z) 

В то же время давление задается формулой 
2 

= cos[ci>f-9(z)]. 
V«s) 

Следовательно, среднее значение потока энергии через единичную поверх-
ность, перпендикулярную оси z, за один период равняется 

г 
Y =-\РигШ = -Сграы\ 

Т{ 2 

sin[co f - ф(г)] + Cbi-Jk(Z) cosfw t - <p(z)]. 



Г л а в а 7. СУПЕРПОЗИЦИЯ СИНУСОИДАЛЬНЫХ 
BOJIH9 ИМЕЮЩИХ РАЗНЫЕ ЧАСТОТЫ 
И ДЛИНЫ ВОЛН 

В предыдущих главах мы описали интерференцию волн, имеющих одина-
ковые частоты и, соответственно, одинаковые длины волн, и рассмотрели 
такие явления, как стоячая волна, а также формирование собственных коле-
баний и явление дифракции. Помимо этого мы смогли представить волны в 
виде суперпозиции элементарных волн и объяснить некоторые важные осо-
бенности дифракции, например чередование зон с относительно низкой и 
высокой интенсивностью. 

Также мы описали возникновение неоднородной волны на поверхности 
воды и продемонстрировали эффект суперпозиции элементарных волн от 
нескольких источников. 

Рассмотрим теперь суперпозицию синусоидальных волн, имеющих разные 
частоты и длины волн. Этот случай очень важен, поскольку он помогает 
понять, как происходит распространение произвольной (нестационарной) 
волны. 

7.1. ГРУППА ВОЛН. 
ФАЗОВАЯ И ГРУППОВАЯ СКОРОСТИ 

Смещения в синусоидальной волне, распространяющейся, например, 
вдоль оси х, описываются следующим выражением: 

s(xy t) = 50cos(o> t - кх), (7.1) 
ще 

к = со/с (7.2) 

является волновым числом, а с характеризует скорость распространения 
произвольной фазы и поэтому называется фазовой скоростью. Например, 
как показано на рис. 7.1, Я, одна и та же фаза возникает в точках Х, И X1 
(jc, > jc2) и, в соответствии с выражением (7.1), 

со f, - ĴC1 = со t2 - кх2 

или 

С учетом равенства (7.2) выражение (7.1) можно представить в виде 
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Рис. 7.1. Фазы синусоидальных волн 
(а); синхронные колебания (б); не-
стационарные волны (в); суперпози-
ция двух синусоидальных волн (г) 

S(X, Г) = S0COSG) 
VC 

или 

s(x, t) = S0COS (х - Ct). 

В частности, когда фазовая 
скорость стремится к бесконеч-
ности, вместо волны наблюдают-
ся синхронные вибрации (рис. 
7.1, б). 

Предположим сначала, что 
фазовая скорость волны не зави-
сит от частоты. Поскольку про-
извольная волна представляет 
собой суперпозицию элементар-
ных волн (интеграл Фурье), мож-
но сказать, что с характеризует 
скорость распространения такой 
волны вдоль оси х (рис. 7.1, в). 
Это означает, что с описывает 
также скорость переноса энер-
гии. Таким образом, в рассмат-
риваемом случае форма волны 
не зависит от расстояния jc. 

Если же, в отличие от пре-
дыдущего случая, предположить, 
что скорость с( со) является 
функцией частоты, то возникает 
дисперсия, и поведение нестаци-
онарных волн станет гораздо 
более сложным. Чтобы исследо-
вать основные свойства такой 
волны, рассмотрим несколько 
примеров. 

Пример 1. Две синусоидальные волны 

0)2/0),= 1,1 C2Zcl = 1 , 3 

Пусть волна является суперпозицией двух синусоидальных волн бесконеч-
ной протяженности, имеющих одинаковые амплитуды и мало различающие-
ся фазовые скорости и волновые числа: 
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s(x, t) = Acos ^ ( X - C 1 O - Ct1 + Acos 2л 
LX2 

( * - c 2 0 - a 2 

Здесь a, и Ot2 обозначают начальные фазы, и 

Xt=A, — , A7
 = А. + — , 

2 2 

Jc Jc 
C1 = C , C2 = C + , 

2 2 

(7.3) 

(7.4) 

причем 

del с «1, t/A/A. «1. 

Таким образом, 

$(л\ t) = 2Acos 

XCOS [ t iHirelb] 

(7.5) 

(7.6) 

ще 
a. + a , a , - a ? 

Используя разложение Маклорена, получим следующие приближенные вы-
ражения: 

1 1 _ 1 L dX 1 1 _ 1 d\ 
'ь IX1 ц f t ) - = -Х 2Х2 ^2 х | И) 

и 

J L 
X1 X2 х' X1 X2 X2  

Аналогичным образом получим 
C1 _ c(\-dc/2c) 

X1 X(\-dX/2X) 

C2 _ c(\+dc/2c) 

X2 X(\+dX/2X) ~~ X{* ' ~2c 2X 

f l - — + — 1 
X[ 2c 2 XJ 

jri dc dX 

XJ X 2 X 
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C2 ^dc ^cdX _dX( ^dc 
X2 ~ X X2 X2 I dk 

Таким образом, выражение (7.6) можно в приближенном виде представить 
как 

s(x, t) = 2/4 cos 
KdX . . 
- ( x - c t ) - ( p , 
. к2 

COS Y < x - c f ) - 4 > i 

Ще 
с =C-X^. g dx 

(7.7) 

(7.8) 

Здесь dc YLdX- малые приращения соответственно сиХ. 
Помимо этого, заметим следующее: 
а) значения фаз ф, и ф2 зависят от выбора начальной точки а* = 0 и на-

чального момента времени; 
б) в главе 2 рассматривалась суперпозиция двух синусоидальных колеба-

ний с близкими частотами и одинаковыми амплитудами, причем каждое из 
этих колебаний описывало вибрации, что позволило нам изучить эффект 
биения. 

Согласно формуле (7.7), функция s(xy t) представима в виде произведения 
двух синусоид, описывающих волны с совершенно разными длинами волн. 
Одной из этих волн является 

2/4cos KdX 
( X - C J ) - V 2 

длина волны которой равняется 

X = 2Х 
dX 

Вторая волна 

= Tk-
dX 

COS 2л / 
- ( X - C t ) - V x 

(7.9) 

(7.10) 

(7.11) 

имеет длину волны, равную X. 
Волна s(xy t) не является периодической функцией ни по времени, ни по 

расстоянию, и, как видно из рис. 7.1, г - 7.2, а, б, в, форма этой волны 
меняется по мере распространения волны вдоль оси jc. 

Учитывая, что 

Xg » Х , (7.12) 

данную волну можно рассматривать как "синусоидальную" волну с длиной 
волны X и медленно меняющейся амплитудой 

Ag = IAcos Z*(x-cgt)-q>2 (7.13) 
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0)2/0)i= и 

C2Zol - 1 , 3 

Рис. 7.2. Суперпозиция двух синусоидальных волн 

Другими словами, длина волны и скорость результирующей волны практи-
чески совпадают с длинами волн и скоростями исходных волн, однако ее 
амплитуда модулируется множителем 
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COS 
271 1 . 
- ( X - C J ) - V 2 

L g 

Рассмотрим поведение данной волны как функции времени и расстояния. 
Вначале зафиксируем точку наблюдения х и выберем такой момент времени, 
когда фазы обеих синусоидальных волн в выражении (7.3) равны друг другу: 

— ( A - C 1 Z ) - C X 1 = — (X-C2O-Oi2. 
X1 X2 

Отсюда 

2nf-L — L l c = 2п(3- —elV+а, - а , 
U i X2 У U i X2) 1 ' 

или 

2K—X = 2K C i X 2 ~ C 2 X 4 + 2^>2. (7.14) 
X2 X2 

Из равенства (7.4) следует, что 

2к—х = —2к(с-Х—\+2хр2. 

Далее, учитывая равенство (7.8), имеем 

* £ ( * - c , f ) = <p2. (7.15) 
X2 

Подставляя последнее выражение в (7.13) и учитывая (7.10), мы видим, что, 
когда фазы обеих синусоидальных волн одинаковы, функция Ag(x, t) дости-
гает своего максимального значения 

Ag = 2/4. (7.16) 

Этот же результат следует непосредственно из выражения (7.3). 
Тем не менее, амплитуда волны s(x, г) зависит также от значения фазы 

T = ^ ( X - C f ) - V i -

Например, если фаза равняется 

(2п + 1 ) - , 
2 

то значение функции s(x, t) равно нулю. В отличие от этого случая, при 

T = кп 

значения функций s(xy t) и Ag(x, t) могут отличаться только знаком. 
Очевидно, что функция Ag достигает своего минимального значения -2А 

в такой момент г, когда разность фаз синусоидальных волн равняется 2к. 
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ще 

Рассмотрим момент времени 

г, = г + Ar, 

A r « г. 

Поскольку рассматриваемые синусоиды имеют различные длины волн и 
фазовые скорости, их фазы 

O = T l ^ а , 

K2 

не равны друг другу даже в том случае, когда их разность очень мала. 
Соответственно, условие (7.15) не удовлетворяется и поэтому 

С увеличением времени, разность фаз 

AT = Т, - T2 

также увеличивается, однако, как видно из неравенства (7.5), это изменение 
происходит очень медленно. Например, если Ar = Х/с\ т.е. интервал времени 
практически равен периоду синусоидальных волн Г, то 

Ах = — X-C1I
 г + ~ - а , 271 х-сЛ г + — - а 

или 

AT = InX 

л ^ J I U с J 
« 1, 

поскольку в момент времени г фазы равны между собой. 
Последнее означает, что при достаточно большом интервале времени, 

значительно превосходящем период T9 функция Ag лишь незначительно от-
личается от 2А. Другими словами, в этом случае суперпозиция двух синусои-
дальных волн (7.3) приводит к увеличению "амплитуды" Agy и волна со ведет 
себя как единичная синусоидальная волна с почти постоянной амплитудой, 
равной 2А. В дальнейшем разность фаз Ax увеличивается, и суперпозиция 
волн приводит к уменьшению значения функции Ag. В частности, если Ax = 
= K1 то амплитуда волны s(jc, г) равняется нулю, т.е. синусоидальные волны 
взаимно гасят друг друга. Очевидно, что существует такой интервал времени 
г » Г, для которого функция Ag принимает достаточно малые значения. 

Как следует из формулы (7.13), рассматриваемый процесс конструктив-
ной и деструктивной интерференции носит периодический характер. 

Период функции Ag определяется из равенства 
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Отсюда 

(7.17) 

Точно так же можно изучить поведение Ag как функции расстояния л. 
Итак, мы видим, что интерференция приводит к формированию волновых 
групп. Их поведение описывается функцией Ag, которая графически пред-
ставляет собой огибающую волны s(x, Г). 

Конечно, в пределах каждой волновой группы значения волновой функ-
ции j(jc, t) изменяются, однако период колебаний практически постоянный и 
равняется T (рис. 7.2, в). 

Согласно формуле (7.10), длина волны группы определяется как 

X = — = X - » X. (7.18) 
* dX dX 

Сравнивая равенства (7.17) и (7.18), получим 

т.е. Cg характеризует скорость, с которой произвольное значение группы 
(значение функции Ag) перемещается вдоль оси л*. Поэтому Cf, называется 
групповой скоростью. 

Как упоминалось ранее, форма волны s(jc, t) изменяется с увеличением 
как координаты JC, так и времени t (см. рис. 7.1, 7.2). 

Отметим еще одно интересное свойство волновой группы. Если сравнить 
значения функции s(x, t) для различных расстояний и времен, то можно най-
ти такие интервалы х и г, для которых s(jc, t) принимает одни и те же значе-
ния. В соответствии с формулой (7.7), а также с учетом того, что 

Ajc = CgAt и Ax = с At + X. 

Таким образом, интервал времени, для которого амплитуда волны принима-
ет одинаковое значение в различных точках X1 и Jc2, определяется как 

(7.19) 

эти интервалы определяются из равенств 

х2 ~ cgh = xI - Cgtl и jc2 - Ct2 = jc1 - Ctl + X 
или 
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а расстояние между этими двумя точками 

(7.20) 

Итак, мы определили групповую скорость Cg как скорость распространения 
произвольного значения функции Ag вдоль оси л\ В частности, если фаза 
волны 

равняется ппу то 

Wx, 01 = ИД*, 01-

Естественно, что энергия волны аккумулируется в основном в тех точках, 
где функция |s(xy г)| достигает своего максимального значения. Поэтому 
можно ожидать, что групповая скорость характеризует также скорость рас-
пространения энергии. 

Проанализируем далее поведение групповой скорости, задаваемой фор-
мулой (7.8). 

Очевидно, что если фазовая скорость увеличивается с увеличением длины 
волны, т.е. dc/dX > 0, то групповая скорость меньше фазовой. 

Если фазовая скорость не зависит от Xy то групповая и фазовая скорости 
равны друг другу: 

Наконец, если фазовая скорость уменьшается с увеличением длины волны, 
то 

Часто бывает удобным представить групповую скорость (7.8) в другой фор-
ме. Например, заменяя X на Inlky получим 

X— = — — — —к— 
ЭХ кЭ(\/к) Bkf 

^ ( Л - С О - Ф , 2к 

Cg = C-X ск  
dX 

так как 

dl = J-dk. 
к к2 

Отсюда 

* дк Эк 
(6.345) 
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Учитывая, что 

с к = С ^ = С ^ = (хУу 

к сТ 

имеем 

Cg = dob/dk, (7.22) 
и зависимость групповой скорости cg от частоты определяется функцией о = 
= ау(к). Гипотетический пример такой функции показан на рис. 7.3, а. По 
определению, наклон этой кривой характеризует групповую скорость du>/dk, 
а наклон радиус-вектора ау/к равняется фазовой скорости. 

Приведенные ниже равенства описывают способ представления групповой 
скорости, получающийся, если в формуле (7.8) заменить длину волны X на 
c/f. Это дает 

С = c - ^ — ^ - = c - c f ^ = C - C f ! = - c 2 d f / ( l c 

8 f d ( c / f ) fdc-cdf f - c d f / d c f - c d f / d c 

ИЛИ 

1 _ f - e d f / d c _ 1 f clc ( 7 2 3 ) 
cg ~c2df/dc с с1 d f ' 

Предположим, что в некоторой точке х известны кривая ^ (л , / ) , а т а к ж е фа-
зовая скорость волны. Тогда период T и длина волны X = сТ определяются 

IiMWW Ф\АЛА/ 
О 2 4 6 8 10 12 X 0 2 4 б 8 10 12 X 

X2ZX1= 3 C2ZC1= 0,8 X2ZX1= 0,8 C2Zcx= 4 

Рис. 7.3. Геометрическая иллюстрация фазовой и групповой скорости (а); иллюстрация 
формулы (7.24) (б); суперпозиции двух синусоидальных волн (в, г) 
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непосредственно из наблюдений. Кроме того, можно также определить пе-
риод волновой группы. Для этого нужно измерить интервал времени между 
двумя максимумами огибающей волны, который и будет равняться T r Одна-
ко этой информации недостаточно для вычисления групповой скорости. То 
же самое относится и к случаю, когда в некоторый момент времени f = f0  

известна зависимость формы сигнала от расстояния. В то же время, если 
волна наблюдается на двух расстояниях х, и Jt2, то можно легко определить 
как фазовую, так и групповую скорости, а также другие параметры волно-
вой группы и синусоидальных волн. Пусть, например, 

с = AJtMfl и cg = AxfAt29 (7.24) 

ще 

Лл* = Jt2 - л*| и X > Ax9 

a Af1 и At2 - это интервалы времени между, соответственно, одинаковыми 
фазами синусоидальной волны и одинаковыми значениями группы Ag (рис. 
7.3, б). Если последнее условие, X > Ax9 выполнено, то в точках л*, и х2 на-
блюдается одна и та же фаза. 

Мы предполагали, что амплитуды обеих синусоидальных волн одинако-
вы, а их длины волн и фазовые скорости мало отличаются друг от друга. 
Данные условия являются чрезвычайно важными для формирования волно-
вой группы. Как следует из выражения (7.6), с увеличением разностей AX и 
Ac волновая группа исчезает (рис. 7.3, в, г). Если же амплитуды синусои-
дальных волн A1 и A2 различаются, но X1 « X2 и C1 » C29 то суперпозицию 
таких волн можно представить как сумму волновой группы и синусоидальной 
волны с амплитудой A1 -A2. Последовательности похожих волновых групп 
наблюдаются во всех приводимых здесь примерах. Это происходит из-за того, 
что рассматривается суперпозиция только двух синусоидальных волн. 

Пример 2: несколько синусоидальных волн 

Рассмотрим теперь более сложный случай, когда в среде присутствует 
конечное число синусоидальных волн: 

s(x9 0 = £AiCoslklXx -C1O-CX1.], (7.25) 
I=I 

где разность между амплитудами A1, а также фазовыми скоростями с, и вол-
новыми числами ki мала. 

Предположим, что в некоторый момент времени f = f j фазы этих волн 
совпадают в некоторой точке Jt = Jtl, т.е. 

*,(* 1 -eh)-Ctl^kjXxl — Cj f J) — cty. (7.26) 

Это означает, что суперпозиция этих волн является конструктивной. Другими 
словами, если мы снова заменим систему синусоидальных волн функцией 
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s(xy t) = Ag(xy Ocos[^л- - ct) - a ] , 

то "амплитуда" Ag достигнет своего максимального значения, равного 

I=1 

Предположим, что тот же эффект наблюдается на расстоянии л2 = л*! + 
+ Ах в момент времени r2 = г, + Ar. Соответственно, фазы синусоидальных 
волн снова должны совпасть, т.е. 

К (х2 - с, r2) - a , = к; (х2 - Cjr2) - a t (7.27) 

Из равенств (7.26) - (7.27) получим 

к,Ax - к^iAt = kjAx - kfjAt 

или 

(к, - kj)Ax = (к,Ci - kfj)At. (7.28) 

Поскольку 

к- kj =Ak и JtfCf - = А(*с), (7.29) 

мы снова приходим к известному выражению для групповой скорости 
если Д * - > 0 . 

* A t Ьк dk 

Таким образом, система, состоящая из п синусоидальных волн с близкими 
значениями к и су образует волновую группу, которая описывается некото-
рой функцией г, cg) и распространяется со скоростью cg. 

Пример 3: нестационарные волны 

Рассмотрим поведение бегущей волны, имеющей узкий частотный 
спектр. Учитывая, что в этом случае волновое число к = о/с также будет 
изменяться очень мало: 

к0 -г< к < к0 + £ 

и 

e/kQ «1, 

волну s(xy t) можно представить как 

s(xy t) = Re S(xy t)y 

Ще 

S(xy O = J Akei[kix~ci)~ak]dk. (7.30) 
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Как и ранее, мы будем предполагать, что при изменении к амплитуда Ag и 
скорость с(к) меняются очень медленно. 

Разложение произведения кс9 т.е. круговой частоты (о(к) в ряд Тейлора 
дает 

kc = V o + - к о ) + ( к ~ к0)г +.... 
Bk 2 Эк 

где производные берутся при к = к0 и с = C(JC0). 
Пренебрегая членами второго и более высоких порядков по (к-к0)у экс-

поненциальный член в (7.30) можно записать как 

Поскольку 

^Hk(X-Ctyak) __ ^-Uk0C0 е 

В(кс) _ , Эс 
эх с ° 9 

имеем 

„. эои .2аг 
q ~дк~ = q Q~itkOcO ^ 

Соответственно, 

Mto
2^ V е 

S ( * , 0 = e * J (7.31) 

ще 

Э(Х-с) Эсо , , 
с = = — , если к = к0у  g Bk Bk 

является групповой скоростью. 
Таким образом, волну можно представить как 

( а Л*°+Е 

s(x, O = COS k]t— J AaCOS[/:(X - с О - Oik ]dk -
V B k J k o ^ 

- s in f^ r— l^ jA^s in l i f c^ - cgt) - a k]dk. 
v B k J ^ z 

Независимо от выбора переменных интегрирования, оба интеграла опи-
сывают синусоидальные волны, распространяющиеся с одинаковой скоро-
стью Cg. Поэтому данные интегралы представляют собой нестационарные 
волны, сохраняющие свою форму вдоль оси х. 
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Вводя обозначения 

*о+е 
Z1(X-Cgt)= jAkcos[k(x-cgt)-ak]dk 

*о+е 

f2(x-cgt)= j AkSiiik(X-Cgt)-CL k]dky 
Ab-E 

получим 

S(x, о = / , (х - c/)cos[*o(c* ~ c0)t] - fi(x - Cgt)sm[k0(Cg - c0)t], (7.32) 

так как 

cO ~ К0 • dk 

Следовательно, как и в предыдущем примере, суперпозиция синусоидальных 
волн приводит к формированию волновой группы, распространяющейся со 
скоростью Cg1 при условии, что волновые числа и фазовые скорости этих 
волн мало отличаются друг от друга. 

Из выражения (7.32) следует, что амплитуда волны в точках X1 и х2 в мо-
менты времени г, и t2 имеет одно и то же значение 

s(x,, tx) = s(x2> t2)y  

если 

2л A t = t2-tx = 
ko\c

s ~ со\ 

л 2ltc^ Ax = X2 -X1 = -
Ч с * " с0| 

При выводе формулы (7.32) мы сохранили только первые два члена ряда 
Тейлора. Поэтому групповая скорость cg не зависит от волнового числа и 
равняется 

с . = * ? = C1OW-

Согласно (7.8), это выражение справедливо, если групповая скорость являет-
ся линейной функцией длины волны: 

с = а + ЬХ. 

В общем случае, когда фазовая скорость является произвольной функцией X, 
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приближение (7.32) будет достаточно точным при условии, что сумма чле-
нов ряда Тейлора 

очень мала. 
Это, в частности, означает, что, чем больше значение времени г, тем 

меньше должен быть диапазон изменения волнового числа к. Действительно, 
с увеличением времени, форма волны разделяется на две небольшие группы 
с более узким диапазоном к, и выражение (7.32) можно применить к каждой 
из этих групп. Конечно, такие же эффекты наблюдаются во втором приме-
ре, когда нестационарная волна формируется из конечного числа синусои-
дальных волн. 

Здесь необходимо заметить следующее: 
а) до сих пор мы рассматривали суперпозицию синусоидальных волн с 

очень близкими частотами и волновыми числами; 
б) по этой причине суперпозиция таких волн приближенно описывается 

единственной волновой группой, скорость распространения которой равняет-
с я ^ ; 

в) в следующем разделе мы рассмотрим более общий случай очень широ-
кого диапазона изменения частот и волновых чисел; 

г) суперпозиция таких волн приводит к форме волны, в которой практи-
чески невозможно различить отдельную группу с фиксированной скоростью; 

д) однако и в этом случае понятие групповой скорости играет важную 
роль. 

7.2. СУПЕРПОЗИЦИЯ СИНУСОИДАЛЬНЫХ ВОЛН И МЕТОД 
СТАЦИОНАРНОЙ ФАЗЫ 

В предыдущем разделе мы рассмотрели распространение волн, образо-
ванных синусоидальными волнами с почти одинаковыми значениями волно-
вого числа к и фазовой скорости с. 

В отличие от предыдущего случая, здесь мы будем предполагать, что оба 
параметра могут изменяться произвольным образом. Однако перед тем как 
приступить к изучению таких волн, полезно еще раз обратиться к простей-
шему случаю двух синусоидальных волн, имеющих одинаковые амплитуды и 
близкие значения параметров к и с. Предположим снова, что волна s(xy t) 
представляется в виде 

s{х, t) = A0[cos(&,x - CO1/) + COS(£2JC - СO2/)]- (7.33) 
Здесь 

кх = к0 - М/2 , к2 = к0 + М/2 
и 

со, = CO0 - Ао>/2, О>2 = W0 + Дсо/2. 
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Суммируя, получим 

s(x, t) = ZA0COS^х - t jcos^o* - 0)or) 

или 

s(x, t) = 2A COS 0̂X - GV), (7.34) 

ще 

A = IA0COS-(X-Ct) (7.35) 
2 * 

является амплитудой волновой группы, а 

с^ = Acо/Ak (7.36) 

определяет ее скорость. 
Как мы уже знаем, если фазы синусоидальных волн равны друг другу: 

кхх - CO1Zk = к2х - GV, (7.37) 

то амплитуда А имеет максимальное значение, равное 2А0. Действительно, из 
равенства (7.37) имеем 

х Ak = г А со 

или 

х = с / , (7.38) 

и подстановка этого выражения в формулу (7.35) дает 

А = 2 A0. 
Таким образом, максимальное значение групповой амплитуды наблюдается 
только при таких значениях расстояния и времени, когда фазы волн равны 
друг другу. Другими словами, несмотря на то, что волновые числа и фазы 
волн почти одинаковы, их фазы совпадают только на определенных расстоя-
ниях и в определенные моменты времени. В этом случае эффект конструк-
тивной интерференции максимален. 

При увеличении разности фаз групповая амплитуда А уменьшается и, в 
конце концов, когда фазы различаются на я , синусоидальные волны взаим-
но гасят друг друга: A = O . 

Предположим, что амплитуда А равна некоторой постоянной С при х = 
= X1 и t = tx. Тогда, согласно (7.35), то же значение амплитуды будет наблю-
даться для другой пары значений: X2 и t2, если будет выполнено следующее 
условие 

х\ "cgt 1 ~ хг~ cgh-

Следовательно, имеется два соотношения, связывающих групповую ско-
рость Cgi с одной стороны, и расстояние и время - с другой: 

X = cgt и Ax = CgAt. (7.39) 
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Первое из этих соотношений описывает, как распространяется максимум 
групповой амплитуды, а второе характеризует перенос произвольного значе-
ния А. 

Как следует из выражения (7.34), равенство фаз функции s(x, t) приво-
дит к следующему соотношению: 

с = AJt/Д 

которое совпадает со вторым равенством (7.39). 
Однако в одном случае Ax является расстоянием между точками с одина-

ковой амплитудой, а в другом - расстоянием между точками с одинаковой 
фазой. 

Следует отметить, что выражение (7.38) часто используют для оценки 
групповой скорости произвольной волны. 

Приступим теперь к обсуждению общего случая нестационарной волны, 
при рассмотрении которого естественно использовать интегралы Фурье. 

Представим произвольную волну, распространяющуюся вдоль оси л\ как 
сумму синусоидальных волн с различными волновыми числами к. Тоща 
произвольную функцию, описывающую волну (например, смещение) в точке 
д: и в момент времени t можно представить как (см. приложение 7) 

В то же время в главе 3 было показано, что если волна ведет себя как сину-
соидальная функция координаты ху то она должна быть также синусоидаль-
ной функцией времени. В противном случае функция s(xy t) не будет удовле-
творять волновому уравнению. 

Соответственно, для функции g имеем 

s(x, O = -L U*, Ое-*Ж (7.40) 

где 

g(k, 0= Ji(x, t)e~itxdk. (7.41) 

g(k,t) = Si^' + S2^u". 

Подстановка последнего равенства в (7.40) дает 

Ф', t) = Л',(Л', t) + s2(x, О, 

где 

5T.(JC, t) = —lSi(k)Q-iit-X-a,)dk 
2п L 

(7.42) 

(7.43) 

и (6.342) 

зг(х, 0 = —JS2(*)e 
2п 

,-/(/Ьг+ш) 'dk. 
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Очевидно, что подынтегральные выражения, стоящие в первом и втором 
интеграле (7.44), описывают волны, бегущие в противоположных направле-
ниях. В то же время функции Sx(k) и S2(k) являются комплексными ампли-
тудами этих волн, содержащими информацию об их амплитудах и начальных 
фазах. Следует заметить, что в общем случае частота со является произволь-
ной функцией волнового числа: со = а>(£). 

Согласно определению (7.44), имеем 

51 = JjlU, t)zik(x-ct)dx 

и (7.45) 

52 = Js2 (xt t)e~ik(x+c°c/x. 

Это, в частности, показывает, что разложение произвольной волны на сину-
соидальные волны с различными волновыми числами к требует рассмотре-
ния поведения волн как для положительных, так и для отрицательных значе-
ний х. 

Для иллюстрации физического смысла выражений (7.44) предположим, 
что в начальный момент времени г = 0 источник вызывает смещение, опи-
сываемое функцией/(х), т.е. 

s(x, 0) =f(x). 

Помимо этого, предположим, что скорость частиц в этот момент равняется 
нулю. Таким образом, вводятся следующие начальные условия: 

s(x, 0) = f (х) и Q) = 0. (7.46) 
Э/ 

Очевидно, что задание волны в некоторый момент времени / = 0 определяет 
ее поведение во все последующие моменты. 

Снова применяя интеграл Фурье, имеем 

/ U ) = — ] Fikyemikx dk (7.47) 
2л JL 

F(k) = ±Jf(x)eikxdx, 
2к _оо 

где функция F(k) описывает амплитуду и фазу синусоидальных волн в момент 
времени t = 0. 

Функцию f(x) удобно представить в следующем виде: 

/ U ) = - jF(*)e" t t ( J M , ) r f*+— ]F(k)tik^a)dk. (7.48) 
471 ^ 4Я ' 

349 



Последнее выражение описывает смещение s(х, t) в момент времени / = О 
как суперпозицию волн, распространяющихся в противоположных направле-
ниях. 

С увеличением времени амплитуда и начальная фаза каждой из синусои-
дальных волн остается постоянной, а полная фаза меняется из-за присутствия 
члена t"ikx. Поэтому формула (7.48) характеризует волну в произвольный 
момент времени г > 0, и мы получаем 

s(x, г) = — ]F(k)Q-ikix-ct)dk +— ]F(k)e-ikix+ct)dk. (7.49) 
4л JL 4 я Jl0 

Легко показать, что функция, определяемая выражением (7.49), удовлетво-
ряет начальным условиям (7.56). Действительно, 

Six9 0) = — 2 J F(k)e~ikxdk = f ( x ) 
4 л ^00 

~\F(k)tikxdk f F(k)tikxdk = 0. 
dt 4я ^ 4 я L 

Рассмотрим теперь специальный случай, когда смещение /(л) в начальный 
момент времени является симметричной функцией от х: 

/ (*) =/(-*)• 

Тогда ее спектр можно записать как 

F (k) = 2 j / ( x ) c o s b : dx, (7.50) 
о 

и он также является симметричной функцией, но только от волнового чис-
ла к. 

Учитывая этот результат, выражение (7.49) можно представить в виде 

s(х9 O = - J F(k)cos к(х - ct)dk +—JF(k)cos к(х + ct)dk 
2п о 2л о 

или (7.51) 

s(x9 / ) = -Jy7(Jt)Cosb: cos(kct)dk. 
л о 

Подынтегральное выражение описывает стоячую волну, и это не удивитель-
но, так как суперпозиция двух волн, распространяющихся в противополож-
ных направлениях и имеющих одинаковые амплитуды и волновые числа, 
всегда приводит к появлению стоячей волны. 
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Для изучения интерференции синусоидальных волн с различными волно-
выми числами, воспользуемся выражениями (7.51) в предположении, что 
функция/(л:, 0) является четной, а ее спектр F(k) постоянен и равняется, на-
пример, единице. Пусть в начальный момент времени г = 0 распределение 
смещения s(x, 0) описывается функцией 

/<*. 0) = 

О х < -е, 

— - e < j c < e , (7.52) 
2е 
О х>г. 

т.е. смещение имеет некоторое постоянное ненулевое значение на интервале 

- е < х < е, 

а вне этого интервала равняется нулю. Тогда из равенств (7.47) получаем 

F(k) = 2 j — e ' ^ J j c = — ( e , t e - е-"*) = ^ i l . 
_£2e 2/e* Ae 

Считая, что ширина импульса /(jc, 0) стремится к нулю, а его амплитуда не-
ограниченно возрастает, в пределе получим дельта-функцию и, соответст-
венно, 

F(k)= 1. 

Согласно (7.51), волну, вызванную такой силой, можно представить как 

s(jc, O = - J eos к{jc - cf)c/A: + — J cos /:(* + ct)dky In о 2я о 

где предполагается, что фазовая скорость с является однозначной действи-
тельной функцией волнового числа и с > 0. 

Выражение (7.53) показывает, что смещение s(jc, t) является суммой двух 
похожих интегралов, описывающих волны, распространяющиеся в противо-
положных направлениях. 

Остановимся поэтому на первом интеграле: 

/ = — J cos k(х - ct)dky (7.54) 
2 п% 

который описывает суперпозицию бесконечного числа синусоидальных волн 
единичной амплитуды со всеми возможными значениями волнового числа и, 
в общем случае, с различным фазовыми скоростями. 

Прежде чем вычислять интеграл /, полезно сначала качественно рассмот-
реть интерференцию таких волн. Для этого воспользуемся выражением 
(7.53). 
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В момент времени t = 0 фазы волн одинаковы и равны нулю в точке на-
чала координат л* = 0. Следовательно, эти волны усиливают друг друга, обра-
зуя в окрестности источника дельта-функцию. Однако во всех других точках, 
где х * 0, разность фаз такова, что в силу интерференции эти волны полно-
стью гасят друг друга. Соответственно, смещение всюду, за исключением 
точки X = Oi обращается в ноль. 

Этот пример ясно показывает, что в данном случае результат суперпози-
ции синусоидальных волн определяется только их разностью фаз. Если фа-
зовая скорость не зависит от волнового числа, дельта-функция (а также лю-
бая другая функция) распространяется вдоль оси z, не меняя своей формы. И 
согласно (7.53), она наблюдается во всех точках jc, когда фазы всех синусои-
дальных волн равны нулю: 

It(X-Ct) = Oi 

т.е. они совпадают друг с другом. 
В те же моменты времени в других точках, включая точку х = 0, фазы 

различаются между собой и сумма интегралов в (7.53) становится равной 
нулю. 

В общем случае, когда фазовая скорость является функцией волнового 
числа, поведение волн становится гораздо более сложным, в частности, 
форма волны меняется в зависимости от времени и расстояния. Это связано с 
тем, что синусоидальные волны обладают разными фазовыми скоростями и 
разность фаз между ними зависит от времени и расстояния, а также от вол-
нового числа. Если в окрестности некоторой точки jc в момент времени 
t имеются синусоидальные волны с близкими значениями к, то можно ожи-
дать проявления конструктивной интерференции. Конечно, чем шире диапа-
зон волновых чисел, для которых фаза волны остается практически посто-
янной, тем больше амплитуда данной группы. 

И, наоборот, в местах, где фаза заметно изменяется, наблюдается де-
структивная интерференция и амплитуда волны достаточно мала. 

Чтобы изучить поведение волн более подробно, получим, прежде всего, 
соотношение, связывающее расстояние jc и время г, с одной стороны, и вол-
новое число синусоидальных волн, имеющих практически одинаковую фазу -
с другой. Очевидно, что, если в пределах некоторого диапазона волновых 
чисел, фаза волны ф(к) практически не зависит от к, это можно выразить 
как 

М > = о . (7.55) 
Ък 

Фаза, удовлетворяющая данному условию для некоторого значения волнового 
числа k0i называется стационарной. 

Поскольку 

y(k) = k(x-ct), 

уравнение (7.55) можно переписать в виде 
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-[k(x-ct)] = x-—(kc)t = О 
Эк Эк 

(7.56) 

ИЛИ 

x = tcg(k0). (7.57) 

Здесь Cg - групповая скорость, соответствующая стационарным значениям 
волнового числа к0. 

Согласно (7.57), групповая скорость равняется просто отношению рас-
стояния х ко временеми г. Этот результат очень важен, поскольку он исполь-
зуется при выводе приближенных выражений для множества интегралов, 
включая те, которые описывают интерференцию синусоидальных волн. По-
мимо этого, как было отмечено ранее, данный результат позволяет оценить 
групповую скорость произвольной волны, наблюдаемой в разные моменты 
времени на различных расстояниях. 

Далее мы обратимся к первому из упомянутых приложений этой форму-
лы и предположим, что функция cg(k) известна. Примеры, иллюстрирующие 
ее поведение, показаны на рис. 7.4, д, б, в. 

Из соотношения (7.57) следует, что каждой паре х и / соответствует одно 
значение групповой скорости cg. Зная значения функции cg(k)y можно опре-
делить волновое число к0. Эта процедура показана на рис. 7.4, из которого 
видно, что целесообразно различать следующие три случая. 

A. Каждому значению групповой скорости Cg соответствует только одно 
значение волнового числа к0 (рис. 7.4, а, б). 

Б. Существует несколько значений к0 (рис. 7.4, в). 
B. Предположим, что отношение x/t лежит за пределами диапазона зна-

а 
Cg 

б 
Cgi 

к к 
в 

к к 01 02 

23 — 1 6 7 3 



чений функции cg(k). Это означает, что для данных значений х и t фазы си-
нусоидальных волн не являются близкими. 

Зафиксируем координату х и посмотрим, как меняется форма волны со 
временем. Из соотношения (7.57) следует, что с течением времени групповая 
скорость cg и, следовательно, волновое число также изменяются. Таким об-
разом, в каждый момент времени форма волны характеризуется некоторым 
значением волнового числа Ic0y и волновую функцию можно представить как 

s(t) = A(Ocos[co0(/)r - Щх]у (7.58) 

ще 

M o = S ^ . 
C ( O ) 0 ) 

Стоящие в этом выражении величины называются мгновенной частотой и 
мгновенным волновым числом. 

Существенно, что фазы синусоидальных волн с волновыми числами, 
близкими к к0У изменяются очень медленно и суперпозиция таких волн при-
ближенно равняется s(t). 

Учитывая, что волновые числа указанной группы принадлежат относи-
тельно узкому диапазону 

к0 - е < к < к0 + е, (7.59) 

следует предположить, что фазу <р(к) можно разложить в ряд Тейлора и ог-
раничиться в нем первыми тремя членами. В этом случае 

к(х - ct) = к0(х- C0/) + (к - к0)—[к(х - с/)] + 
Эк 

+ (*-*о>2 * L [ k ( x _ сг)] +..., (7.60) 
2 Эк2 

ще производные берутся в точке 

к = к0 и C0 = с(к0). 

Из равенства (7.56) следует, что второй член этого разложения обращается в 
ноль, и мы имеем 

ч 2 

к(х - Ct) = к0(х - C0O + - Ct)) 
2 Эк1 

ИЛИ 

к(х - ct) = к0(х- c0t) + ( * *о) ^ Ч (7.61) 
2 Эк 

поскольку 
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—[*(*-с*) ] = Cf* 
Эк * 

?)2 Эс 
— [ * < * - с / ) ] = 
Эк2 Эк 

где dcjdk - производная групповой скорости при к = к0. 
Предполагая, что в силу высокочастотных осцилляций интегрирование за 

пределами интервала к0-е<к<к0+ г дает очень малый вклад, и, подстав-
ляя (7.61) в (7.54), получим 

/ « J COS 
2* 

к 0 ( х - C 0 O - ^ i k - к 0 ) 2 

2 Эк 
dk. (7-62) 

Здесь Iz - ширина диапазона волновых чисел, для которых синусоидальные 
волны имеют практически одинаковую фазу. 

Помимо этого, предположим, что время t достаточно велико, так что 

е Эс* 1 — t—- » 1 . 
2 Эк 

Вводя новую переменную 

2 _ / т — — 
Эса 

Эк 

имеем 

(7.63) 

(7.64) 

2т dm =1 
Эс„ 

Эк 
(k-k0)dk. 

Таким образом, 

2т dm dk = 
Эс 

/ * (к-к0) 
Эк 

(к-к0) 

или 

dk = 

Эс„ S (к 
у Эк 

(к 

i t 
Эк 

(k-k0)dm 

(к-к0) 

2 

Эс0 
t 8 

Эк 

dm. 

Отсюда 

(7.65) 
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2 к 
2 

t £_ 
дк 

OO 

J COS[/:0(JC - C0R) + Т 2 (7.66) 

В силу неравенства (7.63) верхний и нижний пределы интегрирования в 
(7.54) изменились. Другими словами, мы предполагаем, что вклад в интег-
рал значений функции за пределами интервала Ic 0 -е< к < £0 + е пренебре-
жимо мал. 

Отрицательный либо положительный знак перед т2 берется в соответст-
вии с неравенствами dcjdk > О или dcjdk < 0. 

Подынтегральное выражение в (7.56) можно представить как 

cos[£0(* - C0O + т 2 ] = cos к0(х - C0Ocos т 2 ± sin к0(х - C0Osin т 2 . 

Следовательно, 

1 / 
2к 

Как мы уже знаем (см. главу 6), данные интегралы являются табличными и 
равны друг другу: 

J Cosm2 dm = Jsinm2 dm = 

Таким образом, 

/ « • 
271 

К 

t 
Эк 

[COS&0(JC - C 0 O ± sin^0(JC - C 0O]. 

1 

Поскольку 

cos k0(х - C0I) ± sin k0(x - C0/) = V2cos 

последнее выражение дает 

1 

* 0 ( д г - с 0 0 + -
4 

/ « — 
2тс 

271 

t g 
Эк 

COS k0(x-c0t) + ~ 
4 

(7.67) 

Мы нашли приближенное выражение для интеграла / в формуле (7.54), 
который описывает синусоидальную волну с волновым числом к0 и фазовой 
скоростью с0, задаваемой формулой (7.58). 
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Амплитуда этой волны 

2к 
Scg I б 
Эк 

обратно пропорциональна времени и, как было предсказано ранее, произ-
водной групповой скорости по волновому числу. 

Здесь следует сделать несколько замечаний. 
1. Данный метод оценки доминирующей группы был разработан Кельви-

ном и называется методом стационарной фазы. 
2. До этого аналогичный подход был предложен Стоксом. 
3. Производная dcjdk в соотношении (7.67) вычисляется для значения 

волнового числа, равного к0. Это значение определяется из равенства (7.57) 
при условии, что зависимость cg(k) является известной. 

Таким образом, различным значениям х и t соответствуют, в общем слу-
чае, разные значения к0 и dcjdk. 

4. Вполне возможно, что в некоторых стационарных точках, где Эф/Эк = 
= 0, первая производная dcjdk также обращается в ноль. Примером такой 
точки может служить минимум кривой с Jk), показанной на рис. 7.4, в. 

Можно представить себе такую зависимость фазовой скорости от волно-
вого числа, при которой производная dcjdk всегда равняется нулю. Действи-
тельно, предположим, что 

с = а + b/kf 

где а и b - некоторые постоянные. 
Тогда, 

ЭCv кс = ак + Ьу с= а и — = 0. 
* Эк 

5. При выводе соотношения (7.67) предполагалось, что можно прене-
бречь членами ряда Тейлора, содержащими вторые производные S1Cjdk1 и 
производные более высокого порядка. Очевидно, что если эти члены равны 
нулю, то асимптотическое выражение для / становится точным. Например, 
это происходит в том случае, когда фазовую скорость с можно задать как 

ai I 
с = — + а2 + аък, 

к 
где A l j A 2 Hfl 3 - некоторые постоянные коэффициенты. 

6. Поскольку фазовая скорость синусоидальных волн меняется в зависи-
мости от волнового числа, интервал ху в пределах которого наблюдается 
результирующая волна, растет с увеличением времени. Однако энергия вол-
ны остается постоянной. Поэтому амплитуда волны со временем уменьшает-
ся, что также следует из формулы (7.67). 
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Предположим, что расстояние х фиксировано, тогда производная dcjdk 
определяется только временем. Соответственно, правая часть выражения 
(7.67) является только функцией времени. В частности, она равна нулю при 

Это означает, что амплитуды синусоидальных волн, волновые числа кото-
рых близки к значению к0, практически равны нулю. 

7. Смещение s(x, t), вызванное источником в виде дельта-функции, опре-
деляется двумя интегралами в формуле (7.53). Мы применили метод стацио-
нарной фазы к первому из них. Таким же образом можно оценить домини-
рующую группу для второго интеграла 

I cosк(х + ct)dk. 
о 

Волновое число, соответствующее стационарной фазе, определяется из ра-
венства 

—к(х + ct) = 0 или х = - cgt. 
дк 

Поскольку мы предположили, что 

/ > 0 и Cg > О, 

рассматриваемый интеграл дает доминирующую группу только для отрица-
тельных значений X9 и, следовательно, выражение (7.67) описывает главную 
часть функции s(x, t) при х > 0. 

Полезно также обсудить сходимость интеграла / , задаваемого формулой 
(7.54). С этой целью рассмотрим интеграл 

L = ]cos(akp)dky (7.68) 
о 

где а - некоторое число, a р > 1. 
Очевидно, что подынтегральное выражение является осциллирующей 

функцией, максимальное значение которой равняется единице, независимо 
от значения к. В то же время интервалы, на которых данная функция сохра-
няет знак, уменьшаются с ростом к. Чтобы это продемонстрировать, полу-
чим оценку ширины интервала АЛ между двумя точками, для которых 

\cos(akp)\ = 1. (7.69) 

Полагая 

акр
п = пп и QLkp

n^x = к(п +1), 

имеем 
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up 

к= I — I и к = 
1) Up 

Здесь л - целое число. 
Отсюда 

Учитывая, что 

/ у / я 
КП 

Г \UP л + 1 - 1 
{ \Up 

Kfl 1+1 
Up 

- 1 

1 + 1 '1 + — . рп 

получим 

А Л . - I 
P 

Up 
1 

(1-1/р) (7.70) 
п 

Следовательно, интервал, на котором функция cos(ot£p) сохраняет свой знак, 
уменьшается с ростом к. Такое поведение Akn обеспечивает сходимость инте-
грала L. Действительно, данный интеграл можно представить в виде знако-
переменного ряда 

L = K - I r s l f . (7.71) 

ще 

S = 
Ли-1 

J COS(OLkp)Cik 

Поскольку интеграл SN уменьшается с ростом л, мы заключаем, что сум-
ма членов этого ряда сходится к некоторому пределу. Более того, известно, 
что последний член SN ряда 

1 ( - 1 ) 4 
/1=1 

больше суммы отброшенных членов. 
Все изложенное можно применить непосредственно к интегралу /. На-

пример, если аргумент имеет вид 

кх - со t = к\х - с(со)г| = к 

то его можно заменить на 

JC 1 
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-LkT1. 
а 

при условии, что 

к » (ax/t)Up. 

Таким образом, интеграл / сходится, если р > 0. Существенно, что время t 
определяет ширину интервала Akn, в пределах которого знак подынтеграль-
ного выражения не меняется. В частности, влияние подынтегрального выра-
жения в окрестности стационарной точки становится со временем сильнее. 
Это происходит в силу того, что вне этого интервала увеличивается частота 
осцилляций функции 

Ф = cos (кх - со t). 

Для иллюстрации применения метода стационарной фазы, рассмотрим 
два примера волн с различными зависимостями фазовой скорости от волно-
вого числа. 

Пример 1 

Предположим, что 

c(Jfc) = а4к. 

Тогда групповая скорость записывается как 

а волновое число, соответствующее стационарной фазе, определяется из ра-
венства 

2 / 

ИЛИ 

к0 = 4х*/9 O2I2. 

Производная dcjbk является положительной и равняется 

ас. з л 

(7.72) 

Эк 4 V T 

В частности, в стационарной точке 
dcg 9а21 J 1  — = , если к = к0. 
dcg 9а21 J 1 — = , если к = к0. 

Таким образом, амплитуда А в выражении (7.67) есть 
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I 

0,05 

О 

-0,5 

-0,1 
1,5 2,5 

Рис. 7.5. Поведение подынтегрального выражения Ф ( к ) в первом примере; точка на 
рисунке указывает положение стационарной точки к0 (а); результаты вычисления с 
использованием формул (7 .54) (сплошная линия) и (7 .73) (пунктирная линия) для слу-
чая, когда а = 1 и t = 1,5 (б) 

A = 
2п&х 2л /у 

Для фазы волны имеем 

9(k0) = k0(x-c0t)-Z = 
4 

и, соответственно, 

4х< -at 2х_ 
3at 

4r1 

^fta 21 a212 4 
(7.73) 

Эти простые выкладки проиллюстрированы рис. 7.5, а. Благодаря конст-
руктивной интерференции синусоидальных волн с различными волновыми 
числами ку мы наблюдаем результирующую волну, образованную вокруг 
стационарной точки к0 Эта часть интервала интегрирования дает основной 
вклад в интеграл. Сравнение результатов численного интегрирования с вы-
ражением (7.73) приведено на рис. 7.5, в. 

Пример 2 

Пусть 
с(к) = ак. 

Тогда групповая скорость 

с (к) = a—= Iak = Ic, 8 Эк 
(7.74) 
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а ее производная по к есть 

Zl 
Эк 

• = 2а. (7.75) 

Следовательно, амплитуда А дается выражением 

1 
I^Jnat 

Поскольку 

х = cgt = 2 ak0t, 

имеем для фазы волны 

Ф (*, V х \ ^ .г | 71 X2 к 
о) = — \ х-at— = 

Iat \ Iat J A Aat 4 

и соответственно 

/ = 
2 Jruit 

COS х 
4at 

(7.76) 

Из формулы (7.75) следует, что производные д"сJdkn второго и более 
высокого порядка равны нулю. Таким образом, мы получили точное выра-
жение для интеграла /. Другими словами, выражение (7.76) остается спра-
ведливым при любых расстояниях и для произвольного момента времени. 

До сих пор метод стационарной фазы использовался для оценки интегра-
лов, описывающих суперпозицию волн, амплитуда которых была одинакова 
и равнялась единице. 

Общий случай 

Применим теперь рассмотренный метод к случаю, когда величина по-
дынтегрального выражения зависит от переменной интегрирования. В каче-
стве примера рассмотрим волну, которая в каждой точке х является комби-
нацией синусоидальных волн различной частоты. Применяя интеграл Фурье, 
получим 

s(x, O = -LJ**. CD)e-'w/</G> 
2к Jl0 

и (7.77) 

g(x, о » = ] s ( x , t)e^dt. 

Как и ранее, предположим, что источник находится в точке х = 0 и его 
зависимость от времени описывается следующим образом: 
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Снова используя интеграл Фурье, получим 

5(0, 0 = — J F(W) e-w^co = / ( 0 , (7.79) 
2л 

ще 

Fm= °jf(t)o~itoldt. (7.80) 

Следует заметить, что, в отличие от предыдущего случая (7.47), в выражении 
(7.80) интеграл берется только по положительным значениям переменной. 
Очевидно, что волна однозначно определяется волновым уравнением и на-
чальным условием (7.78). 

Поскольку функция g(x, /) в (7.77) является синусоидальной функцией л\ 
выражение (7.79) можно представить как 

O = - J z r ( C O ) C - l 4 t 0 ^ C o , 
2п 

так как 

л' = 0. 

Учитывая, что амплитуда и начальная фаза каждой из синусоидальных волн 
не меняются, а фаза ведет себя как е±|Ъг, для расстояния х имеем 

s(x, 0 = — JF(CO)C- l4w^CO, если х > 0, (7.81) 
271 J00 

s(Xj О = — f F(co)e-,(w,*b)dco, если л: < 0. (7.82) 
InJao 

Мнимая часть интеграла в (7.81) равна нулю, и, следовательно, функцию 
s(x9t) можно записать как 

s(x9 О = — Re I s ( U ) C m ^ d U . (7.83) 
271 

Здесь F(Co) = S(to) - комплексная амплитуда, зависящая от а), к(и>) - дей-
ствительное волновое число и 

Л(со) = &(со)-—. (7.84) 
X 
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Подынтегральное выражение является произведением двух функций. Первая 
из них, S(o>), меняется с частотой, как правило, довольно медленно, в то 
время как экспоненциальный множитель при достаточно больших JCA(CO) 
может изменяться очень быстро. Таким образом, в данном случае осцилли-
рующий характер подынтегрального выражения определяется в основном 
вторым сомножителем. 

Независимо от того, какой физический смысл придается функции s(x, t), 
мы будем полагать, что подынтегральное выражение является синусоидаль-
ной волной частоты со. Его амплитуда и начальная фаза обычно являются 
функциями со. По определению, приведенный выше интеграл описывает 
суперпозицию таких волн, и очевидно, что на интервале частот, для кото-
рых фаза 

<р(со) = лА( со) (7.85) 

меняется лишь незначительно, сумма синусоид может иметь относительно 
большую амплитуду. Как мы уже знаем, в этом случае наблюдается конст-
руктивная интерференция, и указанные волны образуют доминирующую 
группу. 

В то же время вне этого диапазона фаза <р(со) может меняться очень быс-
тро и в результате синусоидальные волны начнут гасить друг друга, т.е. их 
сумма станет очень маленькой. Следовательно, как и в предыдущем случае, 
интеграл в выражении (7.83) в основном определяется первым интервалом. 
Конечно, между этими диапазонами не существует четкой границы, по-
скольку в реальности всеща существует некая промежуточная зона. 

Наш анализ снова показывает, что мы должны определить положение 
первого интервала и после этого выполнить по нему интегрирование. В реа-
лизации этих двух шагов и состоит метод стационарной фазы. 

Поскольку на этом интервале фаза <р(со) изменяется мало, определим ча-
стоту со0, характеризующую стационарную фазу, из уравнения 

^ = 0. (7.86) 
Эо) 

Как мы знаем, точка со0 называется стационарной. Она соответствует мак-
симуму или минимуму функции А(со), а разность фаз 

Д<р = ф(со) - ф (со0) = дс[А(со) - A(G)0)] 

в окрестности со0 существенно зависит от значения параметра х. Так, напри-
мер, если этот параметр относительно мал, то даже достаточно большие 
отклонения от стационарной точки со0 могут приводить к малым изменени-
ям фазы. И наоборот, коща параметр х достаточно большой, малая разность 
Дсо = со - со0 может дать большое изменение фазы. Иными словами, шири-
на первого интервала в этом случае уменьшается. Таким образом, только 
при больших значениях х можно ожидать, что указанный интервал окажется 
достаточно узким, причем вне этого интервала фаза ф(со) будет меняться 
очень быстро. Эти два обстоятельства позволяют сильно упростить выраже-
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ние (7.83). Прежде всего, мы заменим функцию 5(со) ее значением в стаци-
онарной точке: 

5(со)= S(O)0), (7.87) 

так как в пределах указанного узкого интервала она меняется мало. 
Затем, как и ранее, разложим функцию А(со) в ряд Тейлора и ограни-

чимся в этом разложении первыми тремя членами: 

А(<о) = Л(со0) + А'(со0) (со - со0) + (со - со0)2. 
2 

Поскольку 

А'( со0) = О, 

имеем 

А(со) = A(CO0) + ^ ^ (со - со0)2. (7.88) 
2 

Подстановка последнего выражения в формулу (7.83) дает 

S 0 c , 0 = 

По аналогии с интегралом по волновым числам, введем новую переменную 
2 *|А"(СО0)| 

WT = - -(СО — CO0) • 
2 

Следовательно, 

- (CO-CO 0 ) т = 
Л"( со0) 

dm = ^ l d C O 

или 

<Ло = ;—-—rt/m. 
'|л"(со0)| 

Отсюда 

2 я ^A-(O)0 )| -
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Поскольку 

j е*""2 dm 

мы получаем 

LxhifHQ) 

2к 

ИЛИ 

«X, O = R e ^ o ) 
2 К 

(7.90) 

По определению, мы должны взять только действительную часть этого ра-
венства. Знак перед к/4 здесь соответствует знаку второй производной А"(со0) 
в выражении (7.89). 

Таким образом, вместо точного равенства (7.83) мы приходим к при-
ближенному выражению, точность которого увеличивается с ростом параме-
тра х. 

Из (7.84) - (7.86) следует, что 

Z h d k t r i — = = 0, если со = со0. 
до) до) х 

а 
хА(со) JtA(CD) 

0,5 

cos|>A((o)] 

ш 
cos[x/?(a>)] 

J/2 

~1zp 
Xp 

-1/2 

Рис. 7.6. Иллюстрация метода стационарной фазы (а, б, в); непрерывное распределение 
источников (г) 
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Следовательно, мы снова приходим к равенству 

Cg(V0) = x/t. 

Таким образом, в терминах распространения волн можно сказать, что ос-
новная часть волны приходит в некоторую точку jc в момент времени t с 
групповой скоростью cv а мгновенная частота при этом равняется со0. 

Продемонстрируем теперь основные свойства метода стационарной фазы 
графически. Рассмотрим для этого интеграл 

OO 

J/(co)cos[x/z(co0)]t/co. 
-OO 

Поведение функций j c / z ( c o 0 ) и c o s xh(co0) показано на рис. 7.6. 
Как видно из приведенных на этом рисунке кривых, функция cos j c / j ( c o 0 ) 

меняется в окрестности стационарной точки довольно медленно, однако вда-
ли от W0 небольшие изменения Лео приводят к многочисленным осцилляци-
ям этой функции, которые дают малый вклад в значение интеграла. Кроме 
того, из данных графиков ясно видно, что точность метода возрастает с уве-
личением параметра х. 

В заключение рассмотрим еще один пример. 

Метод стационарной фазы и дифракция 

Рассмотрим еще раз случай, когда источники распределены непрерывно 
вдоль оси z (рис. 7.6, д). Тогда комплексная амплитуда потенциала, порож-
денного всеми источниками, равняется 

i/2 ikR 

TC(P)=C J —dz, (7.91) 
-1/2 R 

где / - длина линии источников, XpMzp- координаты точки наблюдения, и 

R = J x2
p+(zp-z)2 n f - = - ^ . (7.92) 

oz R 

Мы предполагаем здесь, что длина волны мала, т.е. к » 1. 
Таким образом, положение стационарной точки z0(dR/dz = 0) определя-

ется из равенства 

Z0 = Zp. (7.93) 

Это означает, что такие точки отсутствуют, если наблюдения ведутся за пре-
делами интервала 

-~<zp<±. (7.94) 
2 2 

Из равенств (7.92) следует, что вторая производная R в стационарной точке 
Дается следующим выражением: 
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Поскольку параметр к большой, мы можем использовать формулу (7.90). 
Тогда асимптотическое выражение для потенциала запишется как 

Г V 2 / 
2ТС 

COS 
KXN  \ P J V 

кх ,если - - < z (7.96) 
4 у 2 2 

Данная формула описывает цилиндрическую волну, ограниченную плоско-
стями zp = ±1/2 и распространяющуюся в сторону от линии источников. В 
пределах рассматриваемого диапазона амплитуда Ti не зависит от координа-
ты zp. Естественно, что интенсивность этой волны обратно пропорциональна 
горизонтальному расстоянию Ik. 

Из равенства (7.93) следует, что основной вклад вносит источник, ближе 
всего расположенный к точке р. Другими словами, волна распространяется 
вдоль лучей, перпендикулярных оси z, а стационарная точка характеризует 
положение источника (рис. 7.7, а). Таким образом, метод стационарной 
фазы позволяет получить выражение для потенциала, которое соответствует 
приближению геометрической акустики, при условии, что \zp\ < I/2. В слу-
чае источника бесконечной протяженности цилиндрическая волна наблюда-
ется во всем пространстве, причем амплитуда I i вдоль фазовой поверхности 
не меняется. 

Для такого источника стационарные точки отсутствуют, если \zp\ > 1/2. 
Это указывает на то, что в таких местах отсутствует конструктивная интер-
ференция и, следовательно, волновое поле имеет небольшую амплитуду. В 
разделе 6.1 мы обсуждали также поведение результирующей волны в случае, 

Рис. 7.7. Сравнение потенциала #(р) , задаваемого формулой (7.91) (сплошная линия), 
с асимптотическим выражением (7.96) (пунктирная линия) для хр// = 104 и kl = 2л-106  

(я); иллюстрация формулы (7.97) (б) 
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когда между источниками имеется сдвиг фаз. Предполагая, что действие та-
ких источников вызвано плоской волной с углом падения G1, фазу элемен-
тарной отраженной волны можно записать как 

ф = k(R - z sin G1). 

Следовательно, стационарная точка Z0 определяется из равенства 

_ sinG. = 0 или SinGl = SinGr. (7.97) 
R 

Здесь первый член характеризует ориентацию фронта отраженной вол-
ны, если ее источник расположен в окрестности точки z0. Таким образом, 
мы снова приходим к закону Снеллиуса (рис. 7.7, б). 

Рассмотрим теперь интеграл, описывающий дифракцию Фраунгофера: 
1/2 

I = Jelfcsin0 dz. 
-1/2 

Поскольку фаза элементарной волны зависит от расстояния линейно, мы 
имеем 

^ =T-Jfcsine. (7.98) 
Эz 

Отсюда видно, что, если G = 0, то все точки являются стационарными. 
И наоборот, при G * 0 такие точки отсутствуют. Следовательно, для того 

чтобы получить волновое поле при G = O , необходимо вычислить интеграл 
вдоль линии источников: 

иг Г1 

I= \dz = l и TC(P) = -Cikr. 
-1/2 Г 

Как было показано в разделе 6.1, последнее равенство описывает главный 
максимум дифракционной картины. 

Поскольку при G = O стационарные точки распределены непрерывно на 
интервале интегрирования и все производные d"(p/dzn = 0, метод стационар-
ной фазы не применим в приближении Фраунгофера. В то же время поня-
тие стационарной точки и в этом случае остается полезным. 

Предположим снова, что источники действуют синхронно, однако, в от-
личие от предыдущего случая, они располагаются вдоль произвольной линии 
(рис. 7.8, а). Суперпозиция волн, вызванных такими источниками, описыва-
ется интегралом 

/ = \tim)dly (7.99) 
о 

где / - координата элементарного источника. 
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а б 

Рис. 7.8. Иллюстрация формулы (7.101) (а); закон отражения Снеллиуса и стационар-
ная точка (б); закон преломления Снеллиуса и стационарная точка (в) 

Чтобы определить положение тех источников, которые дают наиболь-
ший вклад в точке /?, найдем стационарную точку подынтегрального выра-
жения е , щ / \ которая определяется из равенства 

^ W = O (7.100) 
Э/ 

или 

i, • grad R(I) = 0, (7.101) 

где */(/> — единичный вектор, касательный к линии источников (приложе-
ние 2). 

Поскольку 

grad R = R0(I) 

также является единичным вектором, направленным вдоль R, мы вместо 
равенства (7.101) имеем 

R 0 -1, = 0 или cos(R0,11) = 0. (7.102) 

Таким образом, источник, соответствующий стационарной точке, располо-
жен там, где эти векторы перпендикулярны друг к другу. Очевидно, что в 
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этой точке линия источников касается круга радиуса R с центром в точке 
наблюдения р. 

В результате решения уравнения (7.100). можно получить следующие 
данные: 

а) стационарная точка отсутствует; 
б) на линии / имеется только одна стационарная точка; 
в) существует несколько стационарных точек; 
г) имеется непрерывное распределение стационарных точек. 
Мы уже рассматривали первые два случая применительно к источникам, 

расположенным вдоль прямой (см. рис. 7.6). Если же существует несколько 
стационарных точек, то суперпозиция волн, вызванных источниками в окре-
стности этих точек, может привести как к конструктивной, так и к деструк-
тивной интерференции. 

Предположим, что группа источников расположена на части окружности 
с центром в точке р. Конечно, в этом случае наблюдается конструктивная 
интерференция. 

Заметим, что отсутствие стационарной точки также связано с тем, что в 
некоторых местах линии источника не определен касательный вектор i,. 

Стационарная точка и закон Снеллиуса 

Пусть в среде со скоростью C1 распространяется падающая волна (рис. 
7.8, б). Тогда, как было показано в главе 6, комплексную амплитуду потен-
циала этой волны можно представить как 

Здесь вектор г характеризует положение некоторой точки, а 5(г) - эйконал, 
определяющий фазу волны. 

Согласно (6.314), 

Igrad S ( r ) | = l , 

и этот вектор нормален к фазовой поверхности. 
Предположим для простоты, что параметры среды и волнового поля не 

зависят от координаты у (рис. 7.8, б). Естественно ожидать, что вторичные 
источники, возникающие на границе под действием падающей волны, приво-
дят к появлению отраженной и преломленной волн. Предположим, что фаза 
каждого элементарного источника совпадает с фазой падающей волны 
(приближение Кирхгофа). 

Рассмотрим сначала отраженную волну. Ее поведение в точке р (рис. 7.8, 
6) определяется интегралом 

ЙГ,(г)=Д(г)е' ,<V(r) (7.103) 

I(p)= J e ^ ' f r - ' ^ M d / . (7.104) 

Здесь q - координата границы. 
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Стационарная точка находится из уравнения 

f [ДО?,/»)+Sfo)] = 0. 
э/ 

По аналогии с равенствами (7.102) имеем 

R 0 • i/ + S0 • i/ = 0 или cos(R0, h) = - cos (s0, i,), 

где S0 - единичный вектор, перпендикулярный фазовой поверхности падаю-
щей волны. 

Из рис. 7.8, б видно, что равенства (7.105) можно переписать как 

sin а , = sin а г или а,= а г , 
и мы приходим к закону отражения Снеллиуса. 

Предположим далее, что точка наблюдения находится в среде, скорость в 
которой равняется C1 (рис. 7.8, в). 

Тогда вместо (7.104) получим 

/ ( р ) = J e
f l ^ d / , (7.106) 

-OO 

и стационарная точка определяется из уравнения 
cos(s0, _ cos(R0, i/) 

C1 C2 

Поскольку 
cos(s0, \t) = sin а , и - cos (R0, i,) = sin р, 

мы, таким образом, получаем закон преломления Снеллиуса: 

sina, _ __ sin Э 
C1 C2 

где а , и P - угол падения и угол преломления (рис. 7.8, в). Используя опи-
санный здесь подход, можно получить закон Снеллиуса для трехмерного 
случая. 



Г лава 8. ПРИНЦИПЫ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ АКУСТИКИ 

Приступим теперь к изучению синусоидальных волн, частота которых 
стремится к бесконечности. Мы увидим, что такие волны распространяются 
через однородные участки среды вдоль прямых лучей, независимо от нали-
чия неоднородности в каком-либо другом месте. Кроме того, будет проде-
монстрировано, что лучи определяют направления векторов Пойнтинга. 

Как было показано ранее, в общем случае, когда длина волны является 
произвольной, скалярный потенциал U удовлетворяет уравнению Гельмголь-
ца, содержащему частные производные второго порядка. В отличие от ком-
плексной амплитуды TCy решение L уравнения эйконала, которое является 
обыкновенным дифференциальным уравнением второго порядка, - это дей-
ствительная функция действительного же аргумента. Поэтому решить уравне-
ние эйконала обычно проще, чем уравнение Гельмгольца. Действительно, 
для многих моделей среды, включая горизонтально-слоистые модели и мо-
дели со сферической и цилиндрической симметрией, лучи очень часто мож-
но задать аналитически. 

Хотя в рассматриваемом здесь случае длины волн стремятся к нулю, мо-
гут найтись такие области, ще все же будет наблюдаться дифракция и, следо-
вательно, вместо уравнения эйконала придется решать уравнение Гельмголь-
ца. В этом случае обычно необходимо использовать численные методы ре-
шения дифференциальных уравнений с частными производными. 

8.1. ЛУЧИ И ИХ ОСНОВНЫЕ СВОЙСТВА 

Как было показано в главе 6, комплексный потенциал TC задается в вы-
сокочастотной области выражением 

ТС(г) = Л(г) e'*°L(r). (8.1) 

Здесь г - радиус-вектор точки наблюдения р в системе координат с началом в 
точке Oy а 

к0 = (х)/с0 

обозначает волновое число в некоторой задашюй точке. 
Позже мы обсудим, как найти неизвестный эйконал L(г) и амплитуду 

Л(г). В формуле (8.1) предполагается, что волна в окрестности каждой точ-
ки г является плоской. Это объясняет относительную простоту геометричес-
кой акустики. 

Эйконал L(r) зависит от координат точки, а также от отношения волно-
вых чисел 
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„=«£>=_£Omm  
к0 с{ г) 

и удовлетворяет уравнению эйконала 

grad2 L = Az2 = (VL)2. (8.2) 
Согласно (8.1), эйконал L отличается от начальной фазы Zc0L потенциала 7{ 
только множителем к0. Таким образом, его можно использовать наравне с 
фазой для описания геометрии фазовых поверхностей. 

По определению, поверхность постоянной фазы дается выражением 

L(r) = const. 

Поскольку функция L задает скалярное поле, мы можем представить себе 
это поле в виде бесконечного множества поверхностей постоянного эйкона-
ла, каждая из которых совпадает с соответствующей поверхностью постоян-
ной фазы. В любой точке такой поверхности выполняется условие 

-J1 = O, 
Bq 

(8.4) 

где dq - элементарное смещение в касательной плоскости (рис. 8.1, а). 
С другой стороны, производная dL/dl по направлению произвольного 

единичного вектора i, связана с градиентом поля L следующим образом: 

§ = i / g r a d L . (8.5) 

А г ( 1 ) Д Г ( 2 ) 

Рис. 8.1. Поверхность постоянного эйконала в направлении grad L (а); иллюстрация 
формулы (8.8) (б); иллюстрация формулы (8.20) (в); луч в однородной среде (г) 
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Здесь i, - единичный вектор вдоль кривой /. 
Как следует из выражения (8.3), касательная плоскость в любой точке 

поверхности постоянной фазы (постоянного эйконала) задается как 

\q • grad L = О, (8.6) 

где вектор 
N = grad L (8.7) 

является нормалью к этой поверхности. Равенство (8.7) демонстрирует одно 
из наиболее важных свойств градиента скалярного поля. 

ПЕРВОЕ УРАВНЕНИЕ ЛУЧА 

Рассмотрим теперь лучи и определим их как линии, перпендикулярные 
поверхностям постоянной фазы. Эти линии описывают также скалярное 
поле L. Для того чтобы вывести уравнение для лучей, выразим вектор N 
через две известные величины: радиус-вектор г и элементарное перемещение 
ds вдоль луча (рис. 8.1, б). Как видно из этого рисунка, длина вектора dr 
стремится к ds при уменьшении расстояния между двумя точками на луче: 

\dr I —> ds, если dr —> О, 

и, следовательно, 

ZT = S09 (8.8) 
ds 

ще S0 - касательный к лучу единичный вектор. 
Поскольку векторы N и S0 коллинеарны, справедливо выражение 

Эг _ _ grad L 
ds |gradL| 

Принимая во внимание уравнение (8.2), окончательно получим 

п S0 = grad L или п— = grad L. 
Ъs 

Дифференциальное уравнение (8.9) позволяет определить координаты любой 
точки луча по заданной функции L. 

Предположим, например, что в однородной среде распространяется вол-
на, вызванная элементарным точечным источником, расположенным в на-
чале координат О. В этом случае 

/T = I H L = T, 

поскольку 
Jkr 

Г 
и поверхности постоянной фазы являются сферами. 

375 



Принимая во внимание, что 

grad г = - = г0, 

г 

уравнение (8.9) перепишем в виде 
s o = r o ' 

Таким образом, направления лучей совпадают с направлениями радиус-
векторов. 

Рассмотрим теперь более общий случай, когда параметр п зависит от рас-
стояния г от источника, находящегося в начале координат (г = 0). В силу 
сферической симметрии, 

grad L = п T0 или — = п(г), 
dr 

так как 

grad L = ^J- = T0. 
dr 

Интегрирование этого выражения дает 

L(r)=)n(r)dr + Ur^ (8.10) 

D 

и, как и в предыдущем примере, 
s o ~ r o -

ВТОРОЕ УРАВНЕНИЕ ЛУЧА 

Поскольку функция L неизвестна, целесообразно исключить ее из урав-
нения (8.9) и найти связь между параметром п и единичным вектором s0, 
задающим направление луча. 

Продифференцируем для этого уравнение (8.9) по s. Получим 

± ( я + у A g r a d 
Bs \ ds J Bs 

Поскольку градиент скалярного поля не зависит от системы координат, вы-
берем простейшую, а именно прямоугольную декартову систему координат, и 
рассмотрим правую часть уравнения (8.11). По определению, 

~ V L = + . (8.12) 
Bs Bs Bx Bs By Bs Bz 

В соответствии с выражениями (8.5) и (8.9) 

В_ВЬ-s у BL _ VL у BL 
Bs Bx 0 Bx п Bx 
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Принимая во внимание, что 

дх Эл: дх дх 

получим 

V L V | ^ = V L - — V L = - ( V L ) 2 - - V L VL, 
а* 

V L - V ^ = I A ( V L ) 2 = I 
дх 2 дх 2 дх 

Таким образом, 

Э dl _ 1 дп2 _ дп 
ds дх In дх Эдг 

Аналогично получаются остальные производные: 
_ Эл ^ д dL _ дп 

дs ду ду дs dz д: 

Подстановка этих выражений в уравнение (8.12) дает 

—grad L = grad п. (8.13) 
ds 

Последнее уравнение можно получить также более простым способом. Дей-
ствительно, по определению, градиент L совпадает по абсолютной величине 
с максимумом производной, который наблюдается в направлении нормали к 
поверхности постоянной фазы, т.е. 

Беря градиент от обеих частей этого равенства, снова приходим к уравнению 
(8.13). Следует заметить, что уравнение (8.13) демонстрирует очень важное 
свойство эйконала, состоящее в том, что скорость его изменения вдоль луча 
равна п. 

С учетом (8.9) и (8.13) получим 

Уравнение (8.15) - это вторая форма дифференциального уравнения луча, 
которая не содержит неизвестной функции L, и из которой видно, что коор-
динаты точек луча определяются свойствами параметра п. 

Рассмотрим радиус-вектор г(s) как функцию расстояния s между двумя 
точками на луче. Первая точка является фиксированной, а координаты вто-
рой задаются радиус-вектором г(s): 

г (s) = x(s) i + y(s)j + z(s) k. 
В декартовой прямоугольной системе координат уравнение (8.15) записы-

вается в виде следующих трех уравнений: 

^ = Igrad L| = п. (8.14) 

(8.15) 

±(п*}=*L9 ±(п&} = 
ds \ ds J dx ds Vk ds J 

= Эл 
dz 

(8.16) 
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Очевидно, что производные dx/ds9 dy/ds и dz/ds задают направляющие коси-
нусы единичного вектора S0. 

Решением системы уравнений (8.16) являются функции 

* = x(s\ у = y(s)9 z = z(s)9 (8.17) 

задающие луч в параметрической форме. 
По определению дифференциального уравнения, функции (8.17), так же 

как и grad п9 рассматриваются всегда в окрестности некоторой общей для 
них точки. Так, например, если среда однородна в окрестности этой точки, 
то параметр п является константой, а уравнение (8.15) сводится к 

^ f = O. (8.18) 
ds 

Решение этого уравнения дается в виде 
г = a s + Ь, (8.19) 

где а и b - некоторые постоянные векторы. 
Очевидно, что размеры области, в пределах которой уравнение (8.19) ос-

тается справедливым, зависят от поведения параметра п. Если точка отсчета 
5 = 0 принадлежит этой области, то луч проходит через точку г = Ь. Рас-
смотрим три точки с радиус-векторами г,, г2 и г3 (рис. 8.1, в) на луче, задан-
ном выражением (8.19). Введем также разности этих векторов 

Аг(1) = г2 - г, = aAsj 

и (8.20) 

Аг(2) = г3 - г, = aAs2. 

Здесь Asl и As2 - расстояния между точками. Очевидно, что оба вектора 
Ат(1) и Аг(2), имеющие общее начало, лежат на одной прямой, направление 
которой задается вектором а. Поскольку точки на луче выбирались произ-
вольным образом, мы снова приходим к заключению, что луч является пря-
мой линией в пределах области с однородными свойствами среды. Заметим, 
что поперечный размер области вокруг луча, может быть сколь угодно мал, 
а параметр п может произвольным образом изменяться вне этой области 
(рис. 8.1, г). 

КРИВИЗНА ЛУЧА 

За исключением некоторых специальных случаев лучи в неоднородной 
среде являются кривыми. Для оценки отклонения луча от прямой использу-
ется понятие кривизны луча. Рассмотрим точку луча р , , и пусть касательная 
к лучу в этой точке составляет угол Ct1 с вертикалью. Рассмотрим также в 
окрестности точки р, произвольную точку р2 и обозначим расстояние между 
этими двумя точками через As9 угол между касательной к лучу в точке р7 л 
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вертикалью - через CX2 и разность между углами а 2 и а , - через А а : A a = 
= CC2-Ct1. 

Предположим, что расстояние As мало, и угол A a - это угол, образо-
ванный двумя касательными к лучу в точках р{ и р2 (рис. 8.2, а). Тогда от-
ношение 

Aa/As 

называется средней кривизной луча на интервале Aj, а кривизна луча в точке 
задается величиной 

K = I i m - . Aj->0 Д̂  

Очевидно, что чем больше величина K9 тем больше отклонение луча от 
прямой. 

Рассмотрим разность As0 единичных векторов S0, заданных в точках р{ 

и р2: 

AS0 = S0(P2)-S0(P1). 

Поскольку величина вектора As0 выражается в виде (рис. 8.2,6) 

IAs0I = |s0| tg(Aa) = tg(Aa) = A a , если A a О, 

мы можем ввести вектор кривизны К : 

K = ^ = Kv0 = I v 0 . 
Bs R 

а 1 S0 

Px 

«2 

So 

S0(P2) 

V g r a d « 

'Луч 

Рис. 8.2. Кривизна луча (а); ориентация векторов V0 и S0 (б); взаимное расположение 
векторов Vn и V0 (в); ориентация поверхности постоянного эйконала и вектора Vc (г) 

379 



Как это видно из рис. 8.2, б, единичный вектор V0 ортогонален вектору S0. 
Вектор V0 указывает направление изгиба луча, а величина R называется ради-
усом кривизны луча. В частности, при R —> «> изгиб стремится к нулю, и 
луч становится прямым. При уменьшении R кривизна луча, наоборот, увели-
чивается. Чтобы определить связь между кривизной луча и параметром пу 

продифференцируем левую часть уравнения (8.15). Это дает 

^s0 Эп , л — + S0 — = grad п 
д s ds 

ИЛИ 
гЫ 

л К = grad я - S0 — . (8.21) 
Эs 

Умножая последнее выражение скалярно на вектор V0, получим 
п К = V0 • grad пу 

поскольку 
S0 • V0 = 0. 

Таким образом, 

К = v0 - - 2 ^ = V0 • grad log п (8.22) 
п 

Очевидно, что радиус кривизны луча - величина положительная, так же, как 
и скалярное произведение векторов V0 и Vlog п. Следовательно, угол между 
этими двумя векторами всегда меньше я/2. 

Вектор градиента указывает направление максимального возрастания 
функции, и, таким образом, изгиб луча всеща происходит в сторону боль-
ших значений п (рис. 8.2, в). Этот важный результат будет еще не раз отме-
чаться в следующих разделах. 

Учитывая, что 

п(р2) _ к(р2) _ C(P2)  
П(Р\) КР\) C(P1)' 

можно сказать, что луч обращен своей выпуклой частью в сторону области с 
большей скоростью. Это означает, что мгновенный центр кривизны луча 
располагается в тех местах, где скорость с меньше. Очевидно, что к этому же 
выводу можно прийти, исходя из принципа Гюйгенса. Действительно, пред-
положим, что в некоторый момент времени г = г0 волновой фронт описыва-
ется эйконалом L0, а скорость распространения с(г) увеличивается в направ-
лении, показанном на рис. 8.2, г. Тогда, проводя элементарные волновые 
фронты, замечаем, что их радиусы, равные сAty уменьшаются в направлении 
-Vc, а волновой фронт в момент времени t + Ar определяется огибающей 
функции L. Таким образом, как мы уже знаем, луч изгибается в направле-
нии областей с меньшей скоростью или, что эквивалентно, с большим зна-
чением параметра п (рис. 8.2, в). 
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ИНТЕГРАЛ ЛАГРАНЖА 

Далее, основываясь на уравнении луча, мы опишем два важных свойства 
вектора N = nsQ, определяемого выражением (8.7). Прежде всего, беря ро-
тор от обеих частей уравнений (8.15), получим 

rot—(Ais0) = rot grad п 
Bs 

. BS Э л r o t — = — rotN = 0 

Правая часть этого выражения всеща равна нулю и, следовательно, 

3N _ _Э_ 
Bs Bs 

ИЛИ 

r o t N = C, (8.23) 

ще С - постоянный вектор, не зависящий от расстояния s. 
Поскольку волновые поля отсутствуют на бесконечности, вектор С мож-

но считать нулевым и, следовательно, 
rot N = О или TOt(Zis0) = 0, (8.24) 

т.е. мы имеем дело с полем источников (см. приложение 3). 
Интегральная форма условий (8.24) следует из теоремы Стокса: 

^rotN • dS = ^N-dl = 0. 
s 

В силу равенства (см. рис. 8.1, б) 

dl = dr 

имеем 

Jns 0 -dr = 0. (8.25) 

Таким образом, циркуляция вектора N по произвольному пути (эта величина 
известна как интегральный инвариант Лагранжа) равняется нулю. 

Это означает, что интеграл 

Jzas0 - dr (8.26) 
pi 

не зависит от пути интегрирования, т.е. для любого заданного поля nsQ он 
определяется только положением начальной рх и конечной р2 точки интер-
вала пути. 

ПРИНЦИП ФЕРМА 

Используя приведенный выше результат, можно доказать справедливость 
принципа Ферма, играющего важную роль в геометрической акустике. По 

381 



аналогии с оптикой, определим акустическую длину между двумя точками 
как интеграл 

pi 

Согласно принципу Ферма, акустическая'длина 
pi 

J nds 
PI 

вдоль луча (dl = ds), соединяющего две произвольные точки рх и р2, меньше 
акустической длины любой другой кривой, проходящей через эти точки. 

Для того чтобы доказать это замечательное свойство лучей в произволь-
ной акустической среде, сравним акустические длины луча С и некоторой 
другой кривой C0, проходящих через точки рх и р2 (рис. 8.3, а). Существен-
ное предположение, которое мы должны при этом сделать, заключается в 
том, что через каждую точку в окрестности луча С может проходить только 
один луч, т.е. окрестность луча С является регулярной. Ниже мы приведем 
пример, который показывает, что если это предположение нарушается, то 
акустическая длина луча не обязательно является минимальной. 

Пусть L1 и L2 - две фазовые поверхности волны, расположенные вблизи 
друг от друга, a C1 - луч, отличный от луча С. Из равенства (8.25) следует, 
что циркуляция вектора N по пути агЬ2Ьга2 равна нулю: 

Поскольку луч всевда нормален к поверхности равного эйконала, среднее 
слагаемое исчезает и выражение (8.27) записывается как 

Учитывая, что C1 - луч, а направление обхода вдоль пути Ьъа2 противопо-
ложно единичному вектору S0, получим 

(ns0 • dr)a2b2 + (ns0 • dr)b2b3 + (ns0 • dr)b3a2 = 0. (8.27) 

( " S 0 - d r W 2
 + ( " s 0 -d r ) , 3 f l 2 = 0 . (8.28) 

(ns0 • йт)ьЪа2 =-(ns0-dss0)b3a2 =-(nds)b3a2. 

a б OiOO 

s L 

Рис. 8.3. Иллюстрация принципа Ферма (а, б) 
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Таким образом, равенство (8.28) переходит в 

О» о • йг)Ьза2 = (IdS)b3a2 = (nds)a2b3. (8.29) 

Скалярное произведение в этом выражении имеет максимальное значение, 
когда направления векторов S0 и dr совпадают, т.е. 

d r = ds S 0 . 

Это означает, что 

(nds)a2b2>(ns0.dr)a2b2. 

Равенство в этом выражении выполняется только в том случае, ковда эле-
мент пути O2Jb2 является частью луча. 

Из соотношений (8.29) следует, что 

(nds)ai>2 > (ns0 • dr)a2b3 или (nds)ai>2 > (nds)aib3, (8.30) 

поскольку C1 также является лучом. Последние неравенства показывают, что 
акустическая длина элемента луча меньше акустической длины элемента не-
которого другого пути C0. 

Как следует из формулы (8.5), 

dL = \r grad Ldl = dl • grad L или dL = dl • n s0. 

Тогда для любого луча 
dl = ds S 0 и dL = п ds, 

т.е. 

(nds)a2bi=(nds)aibr 

Поэтому неравенства (8.30) можно переписать как 

(nds)aih <(nds)a2b2 (8.31) 

и это условие выполняется для элементов луча С и кривой C0. Равенство в 
этом выражении не может выполняться сразу для всех элементов кривой C0, 
поскольку в этом случае она являлась бы лучом, что противоречит требова-
нию регулярности. 

Интегрируя неравенство (8.31), мы приходим к окончательному соотно-
шению, описывающему принцип Ферма: 

jnds<jnds (8.32) 
С C0 

при условии, что окрестность луча С является регулярной. Таким образом, 
акустическая длина луча между двумя точками pt и р2 меньше акустической 
длины любой другой кривой, соединяющей эти точки. Другими словами, 
значение интеграла 
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I = ]nds (8.33) 
Pi 

минимально вдоль луча. Это означает, что первая производная / по любому 
параметру, характеризующему малые отклонения от траектории луча, равня-
ется нулю. Следовательно, разность 

/ (Q-Z(C 0 ) 

в общем случае пропорциональна квадрату отклонения в окрестности луча. 
Здесь следует сделать несколько замечаний. 
1. Поскольку п = с0/с, неравенство (8.32) можно записать в виде 

j ds ^ j ds 

с с с0с 
ИЛИ 

\dt<\dt. (8.34) 
с C0 

Поэтому принцип Ферма известен также как принцип наименьшего времени. 
2. Условие регулярности выполняется не всегда. Например, это условие 

нарушается, когда имеется несколько групп волн и лучи, соответствующие 
различным группам, пересекаются. В этих случаях луч отличается от других 
возможных траекторий стационарным (не обязательно минимальным) зна-
чением интеграла /. Рассмотрим пример, в котором через точку р проходит 
два луча: прямой и отраженный (рис. 8.3, б). Акустическая длина прямого 
луча sp составляет абсолютный минимум интеграла /, в то время как акусти-
ческая длина отраженного луча sOp дает относительный минимум среди всех 
возможных траекторий sOj? или SO2P в некоторой области вблизи sOp. 

3. Еще один пример представлен на рис. 8.4. Рассмотрим действие прин-
ципа Ферма в модели, ще источник расположен в начале координат, а ско-
рость с меняется с глубиной z по закону c(z) = с0(1 + kz\ C 0= 1 км/с. По-
скольку функция скорости симметрична относительно оси z = 0, прямая С 
на рис. 8.4, я, соединяющая точки рх = [х2> 0] и р2 = [*2, 0], является лучом 
для любых точек X1 и х2. В частности, если рх = [0, 0] и р2 = [1, 0], то 
'с = 'oi = 1. 

Чтобы проверить, является ли значение /01 = 1 минимальным временем 
пробега, рассмотрим малые отклонения от прямого луча и вычислим време-
на пробега г вдоль кривой z = 0,1 sin кх для набора скоростных моделей, 
задаваемых параметром к. Рис. 8.4, б указывает на то, что в зависимости от 
к время t может быть как меньше, так и больше /01. Наличие значений t < tox  
для относительно больших к > 5 доказывает то, что имеются такие траекто-
рии (кривая z = 0, Isin их является одной из них), вдоль которых время рас-
пространения волны меньше, чем вдоль прямой С. Хотя кажется, что это 
противоречит принципу Ферма о наименьшем времени распространения, 
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Рис. 8.4. Траектории лучей для к = 0,7 (а); зависимость времени пробега между точками 
P1 [0,0] и/?2[1,0], вычисленная вдоль дуги z = ОД sin тис, от значения к (б) 

существование таких траекторий связано с нарушением требования о регу-
лярности лучей в некоторой окрестности С. На рис. 8.4 видно, что сущест-
вуют такие "ныряющие" лучи C1, C2 и C3 , которые пересекают прямой луч 
С так, что через некоторые точки между рх = [0, 0] и р2 = [1, 0] проходят, 
по крайней мере, два луча. Таким образом, можно заключить, что в дейст-
вительности лучи могут соответствовать как минимуму, так и другим экстре-
мумам (максимумам или седловым точкам) интеграла (8.33) в областях, где 
регулярность лучей нарушается. 

4. Поскольку лучи характеризуются стационарными значениями акусти-
ческой длины, для их нахождения обычно используют методы вариационно-
го исчисления. Мы проиллюстрируем этот подход в дальнейшем, когда будем 
рассматривать лучи в присутствии плоской внутренней границы раздела. 

ПОТОК ЭНЕРГИИ 

Покажем теперь, что лучи определяют направление потока энергии. Как 
известно, избыточное давление P и скорость v связаны с потенциалом U 
следующим образом: 

/> = - р — Hv = grad Ut  
Э/ 

где р-плотность. 
По определению, компоненты вектора Пойнтинга определяются как 

Sx = Pvxt Sy = Pvyt S2 = Pv1. (8.35) 

Полагая, что потенциал U зависит от времени синусоидальным образом, из 
формулы (8.1) получим 
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U = A cos(o) t-k0L) 

и соответственно 

P = ро) A sin(o) t - k0L). 

Рассмотрим сначала среднее значение лс-компоненты вектора Пойнтинга. 
Поскольку 

vx = — = —cos(o) t-k0L) + Ak0-sin(o) г - £ 0L), 
ЭЛ: ЭХ дх 

имеем 

Sx = A pa)—sin(o) t -£0L)cos(co t-k0L) + А2£0ро> — Sin2(O) / -
Эх Эх 

Среднее значение потока энергии 

s r = f f s A -т О 

Здесь T = 2я/о). 
С учетом 

т 
Jsino)fcoso)/<if = O 
о 

и 

T 
fsin20)frff = ~ , 

JO 2 

соотношения (8.36) и (8.37) дают 

A > P d L ( 8 3 8 ) 

2 Эх 

По аналогии получаем 

с - = И A jP^L ( 8 3 9 )  
у 2 Эу 

^ ^ U o P d t ( 8 4 0 ) 

2 dz 

Умножая каждое из равенств (8.38) - (8.40) на соответствующий единичный 
вектор и складывая получившиеся выражения, приходим к следующему ра-
венству: 
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S a o = W ^ - g r a d L. (8.41) 
2 dz 

Таким образом, в соответствии с (8.9), направление среднего потока энергии 
совпадает с направлением луча. 

Поскольку 

Igrad L| = л, 

величина вектора Sav (интенсивность) равняется 

I 8 H = C о & п А 2 = ^ A 2 (8.42) Г 1 2 2 
ИЛИ 

И ( 8 - 4 3 ) 
' ' 2 р с 

ще 
P 0 = о р А (8.44) 

определяет величину давления. 

8.2. ПОВЕДЕНИЕ ЛУЧЕЙ В СРЕДЕ, ГДЕ СКОРОСТЬ 
ЗАВИСИТ ОТ ОДНОЙ ДЕКАРТОВОЙ КООРДИНАТЫ 

Предположим, что скорость с является непрерывной функцией, которая 
меняется только вдоль оси z. Согласно формулам (8.15) - (8.16), уравнение 
луча записывается как 

или 

п £ . = const, = const и - ( п ^ - ) = , (8.46) 
ds ds ds V ds J dz 

поскольку 

dn _dn Q 
Ъх dy 

Покажем сначала, что все лучи лежат в вертикальной плоскости (рис. 8.5, 
о). Для доказательства введем вектор M следующим образом: 

M = к х п— или M = к х п S0, (8.47) 
ds 

где к и S0 - единичные векторы в направлении оси z и луча соответственно. 
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Рис. 8.5. Геометрия луча (а); иллюстрация формулы (8.52) (б); знак кривизны и изгиб 
луча (в); поведение лучей (г) 

По определению, вектор M в каждой точке луча перпендикулярен плос-
кости, образованной этими единичными векторами. Дифференцирование M 
по s дает 

ds ds V ds J ds ds ds V ds J 
(8.48) 

Поскольку направление единичного вектора к остается постоянным, первое 
слагаемое в правой части выражения (8.48) исчезает и, следовательно, 

ЭМ Э1Л — = к х — п— I. 
ds ds \ ds J 

Учитывая формулу (8.45), получим 

— = к х grad л = к х — к = 0. 
ds Bz 

Таким образом, вектор M вдоль луча не меняется: 

M = const. 
Поскольку вектор M параллелен плоскости хОу, все точки луча расположе-
ны в одной и той же вертикальной плоскости. 
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Это следует также из того, что согласно (8.46) отношение направляющих 
косинусов элемента луча ds относительно о с е й х и у остается постоянным: 

— ^ = const. (8.49) 
ds ds 

ЗАКОН СНЕЛЛИУСА 

Пусть источник расположен в начале координат О. Тогда распределение 
лучей обладает осевой симметрией относительно вертикальной оси z. По-
этому достаточно рассмотреть их поведение в одной из плоскостей, содер-
жащих эту ось. Для простоты будем предполагать, что луч расположен в 
плоскости XOy (рис. 8.5, б). Уравнения (8.46) тоща запишутся как 

Л эS J Э1 
п— = C и - I r t r - I = T l , (8.50) 

ds ds \ 

ще С - некоторая характеризующая луч константа. 
Из рис. 8.5, б видно, что направляющими косинусами элемента ds явля-

ются 

- = SinO и — = CosO. (8 .51) 
ds ds 

Здесь 0 - угол между осью z и направлением луча. 
Таким образом, первое из соотношений (8.50) можно записать как 

SinO = - = = р ф ) или — = р , (8 .52) 
п C0 C(Z) 

ще р - параметр луча, который часто называют медленностью. 
Формула (8.52) описывает закон Снеллиуса в среде с непрерывным изме-

нением скорости вдоль оси z. Согласно этому закону отношение синуса угла 
падения 0 к скорости с остается в каждой точке луча постоянным. Однако 
это отношение может изменяться от одной лучевой траектории к другой. 

Пусть скорость распространения и угол падения в окрестности источника 
равны соответственно с0 и O0. Тоща закон Снеллиуса (8.52) записывается 
как 

«ne = s ine^ ( 8 5 3 ) 
с cO 

а лучевой параметр р равняется 

р = о > 0 ( 8 5 4 ) 
со 

Размерность этого параметра 
W = с • м"1, 
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а его величина меняется в диапазоне 

о<\р\<-. 
cO 

Соотношение (8.52) или (8.53) представляет собой уравнение луча. Если 
известны параметр р и функция c(z), то можно найти соответствующий им 
луч. 

Выразим второе из соотношений (8.50) через функции в и с . Дифферен-
цирование левой части этого выражения дает 

Ц 
Bs V Bs J Bs 

( n c o s e ) = - « s i n e — + c o s e — = — 
Bs Bs Bz 

ИЛИ 

(8.55) 

= _Э_Гfo^l _£о_ Эс 
Bz{ с ) с2 Bz9 

—— = —я sin в ——• + cosO —— = —л sin 0 ——• + cos2 9 , 
Bz Bs Bz Bs Bs Bz 

или 

Вв _ sin 8 Bn 
Bs п Bz 

Используя равенство 

Bn 
Bz 

из уравнения (8.55) получим 

39 __ sin 8 Bn _ sinB Bc 

Bs п Bz с Bz 

или 

— = /?—. (8.56) 
Bs Bz 

Уравнение луча в этом виде полезно также для понимания лучевой геомет-
рии. 

Как упоминалось ранее, угол падения - это угол между направлением 
луча и осью z, измеряемый против часовой стрелки. По определению, кри-
визна луча определяется как 

K = dO/ds (8.57) 

и может быть положительной, отрицательной или равной нулю (рис. 8.5, в). 
Таким образом, равенство (8.56) можно переписать как 

K = P - . (8.58) 
Bz 
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Последнее выражение показывает, что кривизна луча прямо пропорцио-
нальна параметру р и производной от скорости. Ясно, что равенство (8.58) 
следует из более общего соотношения (8.22) между кривизной и градиентом 
скорости, полученного в предыдущем разделе. 

Таким образом, мы пришли к двум разным формам уравнения луча, свя-
зывающим функции 0 и c(z): 

= p и ^ s s p * . 

с дs dz 

Чтобы проиллюстрировать использование формул (8.52)-(8.58), рассмот-
рим, как ведут себя лучевые траектории при различных функциях скоро-
сти c(z). 

Случай 1: однородная среда 

В этом простейшем случае 

dc/dz = О 

кривизна луча (8.58) всюду равняется нулю и, следовательно, все лучи явля-
ются прямыми. 

Случай 2: скорость увеличивается с глубиной 

Предположим теперь, что источник, как и ранее, расположен в начале 
координат, а скорость с почти линейно возрастает с глубиной; т.е. 

dc/dz > 0. 

Из формулы (8.58) следует, что кривизна луча всюду положительная, так 
что траектория луча стремится загнуться вверх. Иными словами, из уравне-
ния луча ясно, что угол 9 увеличивается с расстоянием s от источника. Сле-
довательно, у каждого луча, за исключением того, который соответствует 
углу 90 = 0, имеется такая точка, где 0 = п/2 и единичный вектор S0 перпен-
дикулярен оси z. При дальнейшем увеличении расстояния s угол 9 становится 
больше я/2, и луч изгибается в сторону области с меньшей скоростью. 

Из формулы (8.52) следует, что в точке поворота 9 = я/2 скорость ведет 
себя обратно пропорционально параметру луча р: 

SL-. 
р S i n G 0 

Так как скорость распространения монотонно увеличивается с глубиной, 
координата z точки поворота луча уменьшается с ростом угла 90 (рис. 
8.5, г). 

У лучей в рассматриваемой среде существует еще одно интересное свойст-
во, которое состоит в том, что они симметричны относительно вертикаль-
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ной оси, проходящей через точку поворота. Действительно, представим себе 
горизонтальную линию z = Z0 (рис. 8.5, г), пересекающую луч в точках /?, и 
р2. Поскольку эти точки находятся на одинаковой глубине, кривизна луча 
(8.58) в них также одинакова. Помимо этого, из (8.52) имеем 

sin G1 = sin в2, 

где G1 и G2 - углы соответственно в точках рх и рг. Из последнего равенства 
следует, что 

G2 = TC-G1. 

Геометрия лучей и существование зон, где они взаимно пересекаются, су-
щественно зависят от скорости увеличения функции c(z) с глубиной. 

Случай 3: скорость уменьшается с глубиной 

Предположим, что с увеличением координаты z скорость падает, т.е. 

dc/dz < 0. 

Поведение лучей в этом случае показано на рис. 8.6, а. Все лучи, за ис-
ключением горизонтального луча G0 = л/2, стремятся с увеличением глуби-
ны стать параллельными оси z. Снова представим себе горизонтальную ли-
нию z = z0. Из рис. 8.52 следует, что 

sin 6(z) = pc(z). 

Следовательно, функция 6(z) асимптотически стремится к значению G = O 
при z —> 

Соотношение 

sinO(z,) sin 0(z 2 ) = — = /? 
C(Z 1 ) c ( z 2 ) 

показывает, что 

G(Z2) < 6(zj), если z2 > Z1, 

а 

Лучи 
Лучи 

Рис. 8.6. Поведение лучей при dc/dz < 0 (я); нормальное падение плоских волн (б); 
зависимость скорости от глубины (в) 
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так как c(z2) < C(Z1). Последнее неравенство для угла 9 подтверждает, что 8 = 
= 0 является асимптотическим значением. 

Случай 4: нормальное падение плоских волн 

Рассмотрим вместо точечного источника распространяющуюся верти-
кально плоскую волну, падающую на плоскость z = 0. В этом случае соот-
ветствующие лучи характеризуются углом G0 = 0 и поэтому, независимо от 
поведения функции c(z), плоская волна распространяется в одном и том же 
направлении вдоль прямых вертикальных лучей (рис. 8.6, б). Этот вывод 
следует непосредственно из принципа Гюйгенса или из закона Снеллиуса: 

sin 9 _ Sin е0 _ Q 
Ф ) C0 

или 9 = 0. 
Однако в общем случае, когда скорость с зависит не только от вертикальной 
координаты z, фронт волны перестает быть плоским, его форма изменяется 
и, помимо этого, лучи могут пересекаться. 

Случай 5: модель с переходной зоной (C1 = const, C2 = const) 

Рассмотрим более сложную модель среды, в которой существуют две об-
ласти с различными скоростями (постоянными в пределах своей области). 
Пусть, кроме этого, в указанной среде существует переходный слой, где ско-
рость меняется монотонно (рис. 8.6, в). Предположим также, что источник 
находится в начале координат в верхней среде, а функция c(z) всюду непре-
рывна. Вначале рассмотрим случай, когда скорость в переходном слое отно-
сительно быстро возрастает, т.е. с2 > C1 и dc/dz > 0. 

Очевидно, что луч с параметром р = 0 (90 = 0) - это прямая, направлен-
ная вдоль оси z. Однако для других лучей наблюдается совершенно другая 
картина. Поскольку в пределах переходного слоя производная dc/dz положи-
тельна, угол падения 9 увеличивается с ростом z. Если параметр луча р отно-
сительно мал, его угол падения 9(z) не достигает значения я /2 даже на ниж-
ней границе слоя. Лучи этой первой группы проходят через слой и появля-
ются в среде, имеющей скорость с2. Таким образом, рассматриваемые лучи 
состоят из трех частей: прямых линий поверх и ниже переходного слоя и 
искривленного участка внутри него (рис. 8.7, а). 

Из формулы (8.53) следует, что 

_ , \V.J7) 
C1 C2 

где 8, и 92 - углы падения в верхней и нижней части среды. Как будет пока-
зано в дальнейшем, это соотношение описывает закон Снеллиуса для пре-
ломленного луча на границе сред с различными скоростями. 
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Рис. 8.7. Различные группы лучей (а); симметрия луча относительно точки поворота (б); 
поведение лучей (в); зависимость скорости от координаты z (г) 

Пусть луч, приходящий в точку поворота на нижней границе слоя, харак-
теризуется углом GJj. Тогда в этой точке 

и луч возвращается в верхнюю среду. Дальнейшее увеличение угла падения 
(80 > Qc

0) приводит к уменьшению координаты z точки поворота. Асимпто-
тически она достигает верхней границы промежуточного слоя. Соответст-
венно, вторая группа лучей возвращается в верхнюю среду, ще они становятся 
прямыми линиями (см. рис. 8.7, а). Очевидно, что траектории лучей симме-
тричны относительно этой точки (рис. 8.7, б). Мы снова имеем 

sin G1 = sin G2 или G2 = п - в,. (8.61) 

Это равенство, аналогичное (8.59), также представляет собой закон Снелли-
уса. В дальнейшем мы получим это соотношение из граничных условий. 

Рассмотрим далее, как ведут себя лучи вдоль оси jc. Лучи отсутствуют на 
следующем интервале (см. рис. 8.7, а): 

Угол 8Q, под которым луч пересекает прямую Z = OB точке определяется 
из соотношения (8.59). Угол Qc

0 иногда называют критическим углом. При 

sinGo = C1/с : 2» (8.60) 

о < jc < j c , . (8.62) 
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больших значениях х наблюдаются лучи, которые приходят под углом G0, 
равным углу падения. 

Таким образом, критический угол O0 позволяет разделить все семейство 
лучей на две группы: 1) лучи, которые проникают в нижнюю среду, и 2) 
лучи, которые имеют точку поворота в промежуточном слое. 

Очевидно, что в противоположном случае, когда скорость c(z) монотон-
но уменьшается в сторону нижней среды и с2 < cl9 точки поворота отсутст-
вуют (рис. 8.7, в). Соответственно угол преломления O2 в нижней среде 
меньше угла O0 в верхней области и согласно закону Снеллиуса мы имеем 

SinO2 = —sin O0 < sin O0. 

Случай 6: модель с переходной зоной {dcxldz > 0 и dc2/dz > 0) 

Предположим что в верхней и нижней части среды скорость ведет себя 
почти линейно, но в промежуточной зоне производная dcjdz изменяется в 
большей степени (рис. 8.7, г). Как и в предыдущих случаях, будем полагать, 
что источник находится в начале координат. В такой среде удобно различать 
три группы лучей, показанных на рис. 8.8, а. Точка поворота первой груп-
пы лучей располагается выше промежуточного слоя, а ее координата х по-
степенно увеличивается с увеличением угла O0. Пусть луч, точка поворота 
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которого расположена на нижней границе верхней области, характеризуется 
углом G0. Очевидно, что угол падения G0 первой группы подчиняется следу-
ющему условию: 

е0>е;. 

Помимо этого, существует диапазон углов O0 < 0*, для которого точка 
поворота лучей лежит внутри промежуточного слоя. Это происходит из-за 
того, что внутри слоя скорость меняется достаточно сильно. Такие лучи, 
образующие вторую группу, пересекаются с некоторыми из лучей первой 
группы в верхней среде. Лучи с относительно малыми значениями G0 обра-
зуют третью группу с точкой поворота, расположенной ниже промежуточ-
ного слоя. 

Случай 7: низкоскоростная зона 

Предположим, что при малых z скорость постепенно увеличивается с 
глубиной. Тогда существует диапазон глубин, где 

dc/dz < 0. 

После этого интервала скорость начинает увеличиваться даже быстрее, чем в 
верхней части среды (рис. 8.8, б). 

Лучи с достаточно большими значениями G0 образуют первую группу. 
Как и в предыдущем случае, они расположены в верхней области, где ско-
рость увеличивается с глубиной. Координата х точки поворота таких лучей 
обычно возрастает с увеличением G0. Вторая группа лучей характеризуется 
меньшими значениями G0. Когда какой-нибудь луч из этой группы достигает 
зоны, в которой скорость уменьшается, его угол преломления становится 
меньше и луч разворачивается вниз. Поэтому можно наблюдать сразу два 
явления: зону тени, в которой лучи отсутствуют, и пересечение лучей (рис. 
8.8, в). Наконец, третья группа состоит из лучей с относительно небольши-
ми значениями G0, точки поворота которых находятся довольно глубоко. 

УРАВНЕНИЕ ЛУЧА В ПАРАМЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЕ 

После того, как мы качественно рассмотрели поведение лучей в различ-
ных средах, целесообразно привести описание траектории луча в параметри-
ческой форме: 

JC = JC(Z) и / = r(z), (8.63) 

где jc - горизонтальная координата точки на луче; t время пробега от источ-
ника, расположенного в начале координат. 

Из соотношений (8.51) имеем 

dx = sin Э ds, dz = cos G ds. 
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Следовательно, 
S Z 

X = jsinQds или * = jtgQdz. (8.64) 
о о 

По определению, 

/ = J ^ или г = } - * - . (8.65) 
о с о с cos 9 

С учетом того, что 

- S ^ = P и cos G = V w V , 
с 

расстояние х и время t выражаются через скорость и параметр луча р как 

х ( 2 , р ) = р ] * щ 
О J l - P 2 C 2(,> 

Kzf р ) = J . (8.66) 
о Ciz)^ 

2 2/ ч 
P С ( Z ) 

Всюду далее мы будем предполагать, что у луча есть точка поворота и, 
следовательно, он возвращается к плоскости z = 0. 

Учитывая симметрию лучей и принимая во внимание выражения (8.66), 
для точки на этой плоскости имеем 

Х(р) = 2рТ Ы2 

о J ^ - 2 - 2 
P с 

(8.67) 

Кр) - 2 У ? = 
0 C(Z) l̂ -P1C1 

где Zmax обозначает координату z точки поворота, т.е. максимальную глубину 
проникновения луча. 

Следует заметить, что параметр луча р можно представить, как минимум, 
двумя различными способами: 

р = = ( 8 6 8 ) 
cO C(Zm«x> 

Здесь c(zmax) - скорость в точке поворота; ее значение является максималь-
ным вдоль луча. 
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ЛИНЕЙНОЕ ВОЗРАСТАНИЕ СКОРОСТИ С ГЛУБИНОЙ 

Чтобы показать, как используются параметрические уравнения луча, 
рассмотрим очень простой случай, когда скорость линейно возрастает с глу-
биной (рис. 8.8, г): 

Очевидно, что для произвольной функции c(z) всегда можно выбрать та-
кие интервалы, где скорость меняется от z почти линейно. 

Прежде всего, из равенства (8.56) следует, что 

Таким образом, кривизна каждого луча постоянна, и это означает, что тра-
ектория луча является дугой некоторой окружности. По определению, радиус 
кривизны дуги 

ЭО / ds рт т sin O0 

т.е. радиус кривизны обратно пропорционален синусу угла выхода 90. 
Из рис. 8.8, г видно, что центры таких окружностей лежат на прямой, 

расположенной на расстоянии сJm от плоскости z = 0. Напомним, что мы 
рассматриваем случай, когда градиент скорости всюду является постоянным. 
Если же на некотором интервале z производная ds/dz имеет другое значение, 
то центры соответствующих дуг окружностей будут лежать на другой прямой. 
В частности, когда указанная производная становится отрицательной, т.е. 
скорость на некотором интервале глубин уменьшается, линия центров распо-
лагается под лучами. 

Поскольку скорость линейно зависит от координаты z, легко получить 
параметрические уравнения луча в явном виде. Действительно, из закона 
Снеллиуса следует, что 

sin 0 = pc(z). 

Дифференцируя это выражение по z, получим . 

c(z) = с0 + mz. (8.69) 

(8.70) 

R = (8.71) 

^dQ dc , 
COS 9 — = Р — = Р С 

dz dz 

dc 

ИЛИ 

dz = — c o s 9. 
pc' 

Подстановка последнего соотношения в формулу (8.64) дает 

x { z ) = l J JHi i r fe . 
Г. У T \ P B0

 C'(Z) 
(8.72) 
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Аналогично этому 

K1) =I JSll = J J S l L . (8.73) 
O0Pcc' e 0

c ' s i n e 

Поскольку 

выражения (8.72) - (8.73) переписываются как 

х = — f s i n e ^ e = ( c o s е ° ~ c o s 9 ) 

e0 т sin G0 

(8.74) 

t = * f dB = 1 l n tge/2 
/и e 0 s i n G /и tg90 / 2 

В частности, если Q = к/2 (точка поворота), то 

A- = ^-Ctge0H J = - I n c t g - ^ - . 
т m l 

Значения А и г в плоскости z = 0 определяются выражениями 

A = ^ c t g G 0 и J = - I n c t g - V (8.75) 

Эти соотношения связывают между собой значения угла выхода 90, с одной 
стороны, и координату А на прямой Z = 0H время прихода / - с другой. 

Покажем, как в этом случае можно найти величины 80, т и zmax. Если 
известны А и г, то угол выхода G0 определяется из выражений (8.75): 

£ C t g G 0 

~ со _ » 
/ G0 In Ctg 

2 

при условии, что скорость с0 задана. После этого величина т вычисляется с 
помощью любого из соотношений (8.75) и скорость становится, таким обра-
зом, известной для произвольной глубины. 

Поскольку параметр луча, приходящего в точку с координатами А и z = 0 
определяется как 

S i n G n 

P =  
cO 
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мы можем определить скорость в точке поворота: 

Ф т а х ) = V p -

Затем, используя формулу (8.69), можно определить максимальную глубину 
проникновения луча. 

ВЕКТОР ПОЙНТИНГА 

Рассмотрим как ведет себя интенсивность потока энергии, переносимой 
вдоль луча. Так как источник расположен в начале координат и 

grad с = — к , 
dz 

распределение интенсивности, а также сами лучи обладают осевой симметри-
ей относительно оси z. Как известно, луч указывает направление вектора 
Пойнтинга. В соответствии с этим удобно представить себе образованную 
лучами систему элементарных трубок. Как отмечалось ранее, количество 
энергии, проходящей через поперечные сечения каждой из таких трубок, 
остается постоянным, поскольку поток энергии через боковые поверхности 
трубки отсутствует. Следовательно, величина вектора Пойнтинга обратно 
пропорциональна площади сечения элементарной трубки. Вблизи источника 
поток энергии имеет радиальное направление. Предположим, что излучение 
источника составляет N единиц в секунду в конусе, телесный угол которого 
равен единице. Рассмотрим элементарную трубку, образованную вокруг луча 
с углом выхода G0 (рис. 8.9, а). Телесный угол со и угол выхода O0 связаны 
между собой соотношением 

со = 2гс(1 - cos 90). 

Выполняя операцию дифференцирования, получим 

du> = 2к sin O0 dQ0. 

а б 
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Площадь сегмента кольца шириной dx, расположенного в горизонтальной 
плоскости (рис. 8.9, б), равняется 

dSr = Inx dx. 
Следовательно, площадь сечения трубки, расположенной на фазовой поверх-
ности LT 

dS = dSr cos Qlnxdx cos 0. 
Таким образом, интенсивность потока энергии в точке с углом 0 опреде-

ляется как 

J _ N _ sin Qpdd0 ^ 

dS х cos 0 dx 

Горизонтальное расстояние JC от оси z до произвольной точки на луче 
можно рассматривать как функцию B 0 H z . Таким образом, для каждой за-
данной глубины z = const имеем 

В действительности, для каждой плоскости z = const можно записать 

эе dd' 
Поэтому интенсивность I можно записать как 

эе 
Последнее выражение заметно упрощается для случая, когда скорость линей-
но возрастает с глубиной. Вычислим сначала производную Эл:/Эв0. Из фор-
мулы (8.74) имеем 

dx = —dQ0. 
эе0 

Э* 

N sin 0О (8.76) 
X COS 0 

о 

- 1 + cos 9 cos O0 + sin 0 sin 0( о Э0о 
(8.77) 

Дифференцирование равенства 

s in9 0 _ sine 

с 
дает 

cos 0 — = —CosO0 
Э90 C0 BO0 
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или 

Э9 _ sin9 cos 9 0 

Э90 sin 9 0 cos 9 

Подстановка этого соотношения в формулу (8.77) приводит к следующему 
выражению: 

дх 

Э90 m sin2 9, 
1 л л • л • л sin 9 cos 9П - 1 + c o s G c o s O0 + S i n G S i n G 0 -

sin 9 n cos 9 

cos 90 — cos 9 

msin2 9 0 cos 9 cos 9 sin 9 0 

Таким образом, вместо выражения (8.76) мы получаем 

/ = N - ^ . (8.78) 

Интенсивность уменьшается пропорционально квадрату горизонтального 
расстояния х. В частности, давление и скорость частиц обратно пропорцио-
нальны расстоянию х. 

Г О Д О Г Р А Ф Ы 

Приступим теперь к обсуждению другой темы. Предположим, что вдоль 
оси х измеряется время прихода волны, т.е. известна функция 

t = t(x). (8.79) 

Эта функция называется годографом волны, и наша цель состоит в том, 
чтобы изучить некоторые ее свойства. Очевидно, что если скорость почти 
линейно растет с глубиной, время прихода также монотонно увеличивается с 
расстоянием л: (рис. 8.10, а). Легко определить наклон годографа. По опре-
делению, за интервал времени dt фазовая поверхность L перемещается вдоль 
луча на расстояние c^it. В то же время смещение dx в направлении х равня-
ется 

dx = cadt, (8.80) 

где са - кажущаяся скорость волны вдоль оси х. 
Следовательно, наклон кривой t = t(x) обратно пропорционален са\ 

dt/dx = 1/с0. (8.81) 

Из рис. 8.10, б видно, что 

c0dt = cadt sin G0  

или 
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Рис. 8.10. Наклон годографа (а); иллюстрация формулы (8.82) (б); утроение годогра-
фа (в); поведение лучей в зоне тени (г) 

Ca = C0Zs in 60 , (8.82) 

поскольку угол падения 0 в точках, принадлежащих оси х, совпадает с углом 
выхода 0О. 

Согласно (8.68) кажущаяся скорость равняется скорости в точке поворо-
та луча, т.е. 

или 

dt/dx = 1 /сг (8.83) 

Поскольку скорость увеличивается с глубиной, наклон годографа с ростом л: 
уменьшается. Следует отметить, что равенство (8.83) позволяет оценить ско-
рость на различных глубинах, которые, однако, остаются неизвестными. 
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Другими словами, мы не знаем координаты z точки, в которой вычисляем 
значение скорости. 

Предположим, что в среде имеется промежуточная зона, в которой ско-
рость возрастает относительно быстро. Как было показано ранее, в этом 
случае естественно рассмотреть три группы лучей, различающихся своим 
поведением. Годографы в этом случае имеют более сложную форму и под-
разделяются на три ветви (рис. 8.10, в). Одна из них, aby соответствует лу-
чам, расположенным в верхней среде. Координата х точки поворота этих 
лучей увеличивается с ростом угла O0. Поэтому при увеличении л наклон 
кривой аЬ становится меньше. Это нормальная ветвь годографа, которая 
наблюдалась и в первом примере. Похожее поведение наблюдается у второй 
ветви, ccl, характеризующей лучевые траектории, расположенные в нижней 
части среды. И, наконец, третья ветвь, cby относится к лучам, точка поворо-
та которых находится в промежуточной зоне, где скорость быстро возраста-
ет с глубиной. Поэтому точки поворота лучей с относительно небольшими 
углами выхода O0, расположены ближе к оси z. Соответственно наклон ветви 
cb увеличивается с ростом х. Таким образом, в этом случае мы наблюдаем 
утроение годографа. 

Очевидно, что на интервале 

0 < л• <а 

только лучи первой группы пересекают ось х. В каждую точку интервала 

с < х <Ь 

приходят лучи всех трех групп, хотя это и происходит, в общем случае, при 
различных временах t. 

Наконец, если 

b <х <d, 

то ось х пересекают только лучи, имеющие точку поворота в нижней 
среде. 

Ранее мы показали, что если скорость увеличивается с глубиной в ниж-
ней и верхней части среды, а в промежуточной зоне уменьшается, то возни-
кает зона тени. В этом случае годограф имеет разрыв, и, кроме того, возни-
кают две новых ветви годографа (рис. 8.10, г). 

Интервал кривой ab вызван обычной лучевой картиной, наблюдаемой в 
верхней части среды. Интервал bd является зоной тени. Его появление связа-
но с уменьшением скорости в промежуточной зоне. Часть кривой de также 
демонстрирует нормальную лучевую картину, для которой наклон кривой 
уменьшается при увеличении расстояния х. Эта часть годографа описывает 
лучи, проходящие через более глубокие части среды. Помимо этого, имеется 
ветвь dc с другим наклоном, определяющимся наличием промежуточной 
зоны. Таким образом, мы видим, что в общем случае функция t(x) является 
многозначной. 

Как уже отмечалось, наклон годографа позволяет определить значения 
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Рис. 8.11. Определение функции т (а); т как функция р, когда ds/dz > 0 (б); функция т 
(р) в присутствии внутреннего низкоскоростного слоя (в); радиальное распределение 
скорости (г); иллюстрация формулы Буге (д); иллюстрация соотношения (8.89) (е) 

скорости, а также параметр р луча, пришедшего в точку с координатой х 
Наряду с этим существует функция т(р): 

показанная на рис. 8.11, б, е. Эта функция иногда используется для опреде-
ления скорости c(z). 

S3. ПОВЕДЕНИЕ ЛУЧЕЙ В СРЕДЕ, 
ГДЕ СКОРОСТЬ ЗАВИСИТ ОТ ОДНОЙ КООРДИНАТЫ г 

Рассмотрим теперь пример, который интересен с точки зрения глобаль-
ной сейсмологии. Предположим, что параметр п зависит только от расстоя-
ния г о т начала координат (рис. 8.11, г), т.е. в сферической системе коор-
динат 

п = п(г). (8.84) 

Покажем, прежде всего, что все лучи лежат в одной плоскости. Введем 
для этого вектор 

M = г х Ws0, 

перпендикулярный плоскости, в которой расположены векторы г и S0. 
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Производная вектора M по координате s вдоль луча определяется как 

— = — (г х ns0) = — х ns0 + г X- (Z i s 0 ) . (8.85) 
ds ds ds ds 

Из формулы (8.15) следует, что 

~ ( г х ns0) = — х ns0 + г х grad я. 

ds ds 

Поскольку 

dr j дп - - = S0 и grad я = — г0, ш' Эг 

оба слагаемых в правой части (8.85) исчезают и, следовательно, 

- ( г х Ks0)= О, 

<г/л-

т.е. 

г х ns0 = const. (8.86) 
Последнее равенство показывает, что вектор M остается постоянным вдоль 
луча, т.е. каждый луч остается в одной и той же плоскости, независимо от 
положения источника относительно начала координат. 

У лучей в рассматриваемой среде имеется еще одно интересное свойство. 
Согласно (8.86), nr sin ф = const, (8.87) 

где ф - угол между радиус-вектором г и направлением единичного вектора S0  
(рис. 8.11, д). 

Это равенство можно записать как 

nd = const. (8.88) 

Последнее соотношение называется формулой Буге. Здесь d - расстояние от 
начала координат до касательной к произвольной точке р на луче. Этот ре-
зультат показывает, что форма любого луча такова, что акустическое рас-
стояние между началом координат и касательной к лучу остается постоян-
ным. Поскольку луч лежит в плоскости, положение его точек естественно 
описывать двумя координатами, г и ф (рис. 8.11, б). Выразим угол ф через 
эти координаты. Из рис. 8.11, д видно, что 

ds2 = (г dQ)2 + (dr)2 

sm ф = -
Ы9 
ds 
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Таким образом, 

SinQ = "? = I— = • • (о.оУ) 
Adr2 +r2d02 -Jr2 (b) + (dr2 IdQ)2 

Из формулы (8.87) следует, что 
2 ПГ _ q 

Jr2(0) + (dr/d0)2 

или 

do С 1 
dr г л/л2г2 -C2 ' 

(8.90) 

где С - некоторая константа. 
Интегрируя последнее выражение, мы приходим к уравнению луча в сре-

де, где Yi = п(г): 

O = C f - , 1 (8.91) 
' V n V - C 2 

Каждый луч характеризуется некоторой константой С, и очевидно, что 

пг > С. 

Предположим, что источник и точка наблюдения расположены на сфере 
радиуса а начало координат совпадает с центром этой сферы. Тогда на-
блюдаемое время пробега волны определяется из уравнений, аналогичных 
уравнению (8.67): 

/ = 2 ? { R / C ) 2 d R 

rL V W O 2 - P 2 r 

А = 2р J dR 

Rmin Rj(Wc2)-P2 ' 

Ще 

р = RsmjiRl 
c(R) 

является параметром луча; / - угол между траекторией луча и радиальным 
направлением из начала координат; Rmin - радиальное расстояние до самой 
глубокой точки луча, и, наконец, А - угловое расстояние между источником 
и точкой наблюдения. 
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8.4. ЛУЧИ ВБЛИЗИ ВНУТРЕННИХ ГРАНИЦ 
РАЗДЕЛА СРЕДЫ 

Мы описали распространение лучей в средах, которые характеризовались 
непрерывными функциями скорости c(z) и c(r). В данном разделе мы обсу-
дим, как проводить лучи, если среда состоит из однородных областей, разде-
ленных внутренней границей, на которой скорость с терпит разрыв (рис. 
8.12, а). Очевидно, что на такой границе уравнение эйконала не выполняет-
ся, поскольку в нем требуется, чтобы скорость с была непрерывной функ-
цией. Следовательно, чтобы преодолеть эту трудность, необходимо исполь-
зовать какие-то другие подходы. 

В реальной ситуации между однородными частями среды могут существо-
вать тонкие переходные зоны, в которых скорость быстро возрастает (рис. 
8.12, б), оставаясь всюду непрерывной. Ранее было показано, что внутри 
таких зон падающий луч (7) может либо возвращаться в верхнюю среду (в 
этом случае у луча есть точка поворота), либо проникать в нижнюю среду 
(2), изменяя при этом свое направление (рис. 8.12, б). Из уравнения эйкона-
ла следует, что луч не может вести себя сразу двумя указанными способами в 
одной и той же точке. Этот вывод следует из предположения о том, что 
длина волны к в пределах переходной зоны значительно меньше ее толщины 
А, т.е. к « / г , и, следовательно, вариации скорости на расстояниях порядка 
к малы. Однако в сейсмологии используются волны такого частотного 
спектра, для которого длина волны обычно превышает И на несколько по-
рядков: 

В этом случае тонкий переходный слой ведет себя как поверхность разрыва 
скорости (рис. 8.12, в). В главе 3 мы рассмотрели распространение волны 
вдоль неоднородной пружины, когда скорость частиц была перпендикулярна 
границе. Было показано, что источники, возникающие на такой внутренней 
границе, приводят к появлению отраженных и проходящих волн. Мы будем 
использовать этот основополагающий факт в более общем случае, когда 
падающий луч произвольно ориентирован относительно поверхности S (рис. 
8.12, г). 

а б в 

Рис. 8.12. Кусочно-однородная среда (а); поведение луча в присутствии тонкого слоя 
(б); граница раздела между средами с различными скоростями (в) 

к » И. 

с, 
с 
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Поскольку среда выше и ниже поверхности S однородна, лучи являются 
прямыми, и наша цель состоит в том, чтобы определить направление отра-
женного и преломленного луча вблизи этой поверхности. Учитывая важ-
ность этой проблемы, мы используем несколько различных методов ее ре-
шения, но вначале предположим, что поверхность S является плоской. 

ОТРАЖЕННЫЕ ЛУЧИ И ПРИНЦИП ФЕРМА 

При изучении отражения лучей мы будем исходить из принципа Ферма, 
хотя этот принцип и следует из интеграла Лагранжа, который, в свою оче-
редь, был получен из уравнения эйконала. Как известно, принцип Ферма 
гласит, что акустическая длина 

между двумя точками /?, и р2у расположенными на луче, минимальна, если 
путь интегрирования в (8.92) совпадает с самим лучом, а окрестность луча 
является регулярной. 

Рассмотрим сначала отражение лучей от плоской поверхности (рис. 8.13, 
а). Предположим, что источник сферической волны находится в точке /?,, а 
р2 - точка наблюдения. Поскольку мы имеем дело с лучами, проходящими 
через одну и ту же среду (п = const), принцип Ферма в данном случае озна-
чает, что луч, соединяющий точки /7, и /72, имеет минимальную длину. Ко-
нечно, луч d волны, распространяющейся от источника непосредственно к 
точке р2> удовлетворяет этому принципу, поскольку его длина минимальна 
(рис. 8.13, а). Однако наша цель состоит в том, чтобы определить луч, ко-
торый приходит в точку ръ предварительно отразившись от поверхности S. 
Для такого луча можно нарисовать бесконечное число траекторий pxgn ръ 
где точки gn принадлежат плоскости S (некоторые из таких точек показаны 
йа рис. 8.13, а). 

Согласно принципу Ферма, действительным лучом является та траектория 
из указанного множества, которая имеет минимальную длину. Чтобы найти 
этот луч, введем дополнительную точку р \ , являющуюся зеркальным отра-
жением точки р2 относительно плоскости 5, и вычислим длину траекторий 

показанных на рис. 8.13, б. Точка О специально выбрана на границе таким 
образом, чтобы траектория рхОр*2 представляла собой прямую линию. По 
определению имеем 

Pia = Pia  

и, следовательно, 

(8.92) 
pi 

PiSiPl, Pfipl и p2g2p*2, (8.93) 
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отражения Снеллиуса (в); фиктивный источник отраженного луча (г) 

PiSiPl =1PigiPi, PiOpl =PiOp29 Ptg2Pl =Pig2P2. (8.94) 

Это означает, что вместо траекторий p{g„p2 мы можем оценивать длину ли-
ний PxgnPl. Известно, что каждая из сторон треугольника меньше суммы 
двух других. Например, рассматривая треугольник pxOp*2g2 рХ9 приходим к 
выводу, что 

PxOpl < Plg2 + g2Pi-

Таким образом, из равенств (8.94) следует, что 

PignPi > PiOpl =PiOp29 
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т.е. путь рхОр\ является кратчайшим и, следовательно, он описывает луч, 
падающий на плоскость, отражающийся от нее и затем приходящий в точку 
наблюдения р2. Как видно из рис. 8.13, б, точку отражения определить до-
вольно просто. Для этого опустим перпендикуляр из точки наблюдения на 
границу раздела и отметим положение зеркального образа этой точки р \ . 
Затем положение точки О задается как пересечение прямой рхр\ с плоско-
стью S. В наших построениях мы предполагаем, что падающий и отражен-
ный лучи лежат в одной плоскости, и их взаимное расположение изображе-
но на рис. 8.13, в. Введем теперь два угла G1 и 0Г, которые составляют пада-
ющий и отраженный лучи с нормалью к границе раздела двух сред. Очевид-
но, что 

О a = Op2 sin Qr = O р\ sin 0,. 

Поскольку 

О р 2 = Ор*2У 

мы получаем 

sin G1 = sin Gr или G1 = Gr. (8.95) 

Последнее соотношение описывает закон отражения Снеллиуса. Согласно 
этому закону, падающий и отраженный лучи составляют с нормалью к гра-
нице раздела один и тот же угол. 

В частности, когда падающая волна распространяется вдоль нормали к 
плоскости S9 падающий и отраженный лучи имеют противоположные на-
правления: G1 = Gr = 0. С увеличением угла G1 угол отражения Gr становится 
больше и в конце концов достигает значения я/2. 

Отражение волны происходит в каждой точке границы, и чтобы опреде-
лить положение отраженного луча, удобно рассмотреть зеркальное отраже-
ние источника: р\ (рис. 8.13, г). Проводя прямую р\р2, мы получим отра-
женный луч Op2. Действительно, как видно из рис. 8.13, г, для углов вы-
полняются следующие равенства: 

ZpplO = Qh Zppm
lO^Qr 

и 

PO=PP1 IgQi= PPligQr  

Поскольку 

PPl = PPl, 

заключаем, что выполняется закон отражения Снеллиуса: 

е, = ег. 
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Учитывая, что траектория р\Ор2является прямой, а расстояния р{Ор2 и 
PlOp2 равны друг другу, мы можем мысленно расположить источник в 
точке р\ и интерпретировать эту точку как фиктивный источник отражен-
ной волны (рис. 8.14, а). Следовательно, фронт отраженной волны пред-
ставляет собой часть сферической поверхности с центром в точке р \ . 

Радиус этой сферы равняется 

PiP2 = (8-96) 

где / - время распространения волны от источника к точке наблюдения вдоль 
луча р{Ор2, а само выражение (8.96) является уравнением волновой поверх-
ности. Очевидно, что в силу осевой симметрии пересечением этой поверхно-
сти с плоскостью S является окружность радиуса pg (рис. 8.14, а). 

Таким образом, в верхней среде имеется две сферические волны, а имен-
но прямая волна с источником в точке р, и отраженная волна. Фазовые по-
верхности последней имеют общий центр в точке р*, как если бы источник 
волны находился в этой точке. Конечно, обе волны распространяются с 
одинаковой скоростью с,. Поскольку всюду выше границы 

PiPi < Р\Рп 

фронт прямой волны в любой момент времени расположен на большем рас-
стоянии от источника, чем фронт отраженной волны. Однако в точках, 
принадлежащих плоскости S (рис. 8.14, я), 

Pi8 = Pl & 

и, следовательно, в каждый момент времени оба фронта имеют общую точку 
g, положение которой меняется во времени. 

N(x) 

R \ D 

Рис. 8.14. Прямой и отраженный лучи (а); поведение функции N(x) (б); иллюстрация 
формул (8.100) и (8.101) (в) 
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Для иллюстрации сказанного, предположим, что потенциал падающей 
волны является синусоидальной функцией времени: 

U-=-sincol t ~ — 

Тогда для отраженной волны имеем 

А 
U =— sinco 

/ \ 

f - i 
cI 

г. г, 
и фазы этих волн со— и о> — , определяемые длинами соответствующих 

лучей, в общем случае отличаются друг от друга. 
Равенство углов (8.95) можно переписать в следующем виде: 

sin е, _ Sin 9Г ^8 

C1 q 

что совпадает с законом Снеллиуса, выведенным из уравнения эйконала для 
случая, когда скорость с являлась непрерывной функцией в промежуточном 
слое (рис. 8.7, г). Однако это совпадение имеет место, если C2 > с,. Действи-
тельно, как было показано ранее, если внутри промежуточного слоя ско-
рость падает (с2 < C1), то у луча отсутствует точка поворота. В отличие от 
этого, в случае границы раздела двух сред, на которой уравнение эйконала не 
действует, отраженная волна появляется, независимо от того, как соотносятся 
между собой скорости с, и с2. 

ПРИНЦИП ФЕРМА И ПРЕЛОМЛЕННЫЕ ВОЛНЫ 

. В этом разделе мы опишем преломление лучей на плоской границе раз-
дела двух сред. Как и в случае отражения, можно представить себе бесконеч-
ное множество различных путей, соединяющих точки р{ и р2. Однако только 
один из них является преломленным лучом, вдоль которого акустическая 
энергия распространяется и, пересекая границу раздела, достигает точки на-
блюдения. Согласно принципу Ферма акустическая длина N луча, задаваемая 
выражением (8.92), является минимальной среди всех путей, соединяющих 
точки P1 и р2. Соответственно, функция N(x), где х - координата точки на 
границе, имеет минимум. Этот минимум определяет точку, в которой пада-
ющий луч пересекает границу и далее направляется к точке р2. Чтобы опре-
делить положение данного луча, рассмотрим поведение функции N(x) в ок-
рестности указанного минимума (т.е. стационарного решения х = х0). По 
определению, первая производная в этой точке равна нулю: 

BN А — = О, если х = х0, дх 0 
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и, следовательно, ряд Тейлора в окрестности минимума имеет следующий вид 
(рис. 8.14, б): 

где расстояние Л а = а - a0 очень мало. 
Пренебрегая вторым и последующими членами ряда Тейлора, можно 

сказать, что малые вариации х не приводят к изменению длины траекторий 
вблизи луча: 

Учитывая этот факт, предположим, что путь рхОр2 является лучом, и срав-
ним его акустическую длину с длиной пути PxOiP2y расположенного в окре-
стности луча. Очевидно, что 

PiOl > P1O. 

Чтобы определить разность между этими путями, нарисуем окружность ра-
диуса рхО с центром в точке рх. Тогда 

f Ох=рхОх-рхО. 

Поскольку дуга Of мала, ее можно заменить прямой линией, и в этом при-
ближении мы получим треугольник QZiO1, показанный на рис. 8.14, е. По-
скольку стороны рхО и Ol перпендикулярны соответственно Of и OOxy мы 
заключаем, что угол OxOf равен углу падения 9„ и, следовательно, разность 
длин/О, дается выражением 

fOx = A a s in 9, . ( 8 . 1 0 0 ) 

Аналогичным образом мы видим, что длина преломленного луча Op2 боль-
ше длины пути OxP2 на величину 

Od= AxsinG2 , (8.101) 

где O2 - угол между преломленным лучом и нормалью к границе раздела. 
Сравнение путей рхОр2 и PxOxP2 показывает, что вариация A a приводит к 

увеличению длины пути в первой среде и к уменьшению длины пути ниже 
границы. Поскольку полное изменение длины пути вблизи луча должно 
быть пренебрежимо малым, то, используя (8.100) - (8.101), мы получаем 

nxf Ox =n2Od 

или 

3 2 О ( 8 . 9 8 ) 

N(x) = const, если а « A0. ( 8 . 9 9 ) 

пх sin 9̂  = п2 sin G2, 

ще 

(8.102) 

пх = kx/kl)y п2 = к2/к0. 

В нашем случае 
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/i, = 1 И л 2 = kjkx = C1IC2 

и уравнение (8.102) запишется как 

S i n O l _ S i n G 2 (8.103) 
Cx 

Данное выражение описывает закон преломления Снеллиуса, который поз-
воляет определить ориентацию преломленного луча. 

Подход, использованный при выводе равенства (8.103) можно применить 
также для закона Снеллиуса в случае отражения. Рассматривая преломлен-
ные лучи, удобно различать следующие два случая: 

1 ) с 2 < с , и 2) с2 > Cj. 

Случай 1: C2 < C1 

Из соотношения (8.103) следует, что 

и угол O2 между преломленным лучом и нормалью к границе раздела мень-
ше угла падения 0,: 

всюду, за исключением случая, когда 9, = 0, и соответственно 
O2 = О, 

т.е. когда падающий и преломленный лучи перпендикулярны границе разде-
ла (рис. 8.15, а). 

Очевидно, что с увеличением 9, угол преломления также увеличивается и 
в пределе стремится к величине 

Поскольку угол 92 в разных точках границы имеет различные значения, 
естественно задаться следующим вопросом. Имеют ли продолжения прелом-
ленных лучей в верхнюю часть среды общую точку пересечения? В силу осе-
вой симметрии, если такая точка О существует, она должна располагаться на 
той же прямой OO1, на которой находится источник рх. 

Как видно из рис. 8.15, б, горизонтальное смещение х можно определить 
Двумя разными способами: 

X ^ d t g Q i H X = L i g 92, 

ВДе L - расстояние между границей и точкой пересечения преломленного 
луча с нормалью. 

sin92 = — sin 9, <sin9. ( 8 . 1 0 4 ) 
с, 

02 O 1 (8.105) 
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в г 

личные интервалы на границе раздела (г) 

Последнее выражение дает 

(1 tg Qi = Ltg е2, 

или, используя закон Снеллиуса, получим 

J . - 4 - ч 
L = C^d cose^ = fL4 C1 d 

C1 cos e / C1 V1-Sin2Ol 

Приведенное отношение меняется при изменении угла 0, и соответственно 
преломленные лучи пересекаются в разных точках. Это показывает, что, в 
отличие от отраженных лучей, фазовые поверхности (поверхности равного 
эйконала) преломленных лучей не являются сферическими. 

Случай 2: C2 > C1 

В отличие от предыдущего примера (с2 < с,), угол преломления в данном 
случае больше угла падения (рис. 8.15, в). Действительно, из (8.103) следует, 
что 
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SinO2 = ^ s i n O l . > sinO, (8.106) 
ci 

или 

e2 > е„ 

где равенство выполняется только при нормальном падении луча: в, = 0. 
Как и в предыдущем случае, продолжения преломленных лучей в верх-

нюю часть среды пересекают перпендикуляр к плоскости S в различных 
точках, расположенных на интервале Opl. 

Таким образом, в обоих случаях: 

C1 > C2 и C2 > с, 

фазовые поверхности преломленной волны не являются сферическими. 
В соответствии с законом Снеллиуса существует такое значение угла па-

дения 0„ для которого 

sin O2 = 1, 

и это значение определяется как 

^ = - или sinO. = ^ < 1 . (8.107) 
C1 C 2 C1 

Как было отмечено ранее, угол О,, удовлетворяющий приведенному ра-
венству, называется критическим углом. По определению, как только угол 
падения достигает значения 0 ' , преломленный луч становится касательным 
(рис. 8.15, г). 

Предположим, что угол O1 больше угла 0 -: 

е , > 9 [ . (8.108) 

Из соотношения (8.103) следует, что 

SinO2 = sinO1- > 1. (8.109) 
CL 

Поскольку данное неравенство невозможно для реальных значений угла O2, 
мы должны заключить, что преломленные волны не возникают в точках, 
где O1 > О', при условии, что длина волны стремится к нулю. 

Таким образом, на границе раздела естественно выделить три различных 
области. Одна из них находится внутри окружности радиуса Oc (рис. 8.15, г): 

х < Ос. 

Преломленные волны, возникающие в пределах этой области, образуют с 
нормалью к границе угол, меньший, чем к/2. Соответствующие фазовые 
поверхности показаны на рис. 8.15, г. 
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Вторая группа преломленных волн представлена точками окружности ра-
диуса Ос, где 9, = 9 ' . В таких точках преломленные лучи являются каса-
тельными к границе раздела, образующей в этом случае прямой угол с фазо-
вой поверхностью (рис. 8.15, г). 

Наконец, во всех остальных точках 

х> Oc 

преломление отсутствует. 
Здесь следует сделать несколько замечаний. 
1. В среде, где скорость в пределах промежуточного слоя быстро возрас-

тает (рис. 8.7, в), точка поворота луча определяется тем же условием, что и 
точка с (рис. 8.15, г). 

2. Отсутствие преломленных лучей за точкой с (с > Ос) обусловлено 
приближенным характером геометрической акустики. Точное решение гра-
ничной задачи показывает, что волны возникают и там, где угол 9, больше 
угла 9, . Однако они, как правило, экспоненциально затухают в направле-
нии, перпендикулярном границе раздела, и исчезают при а) —»<». 

3. Закон преломления Снеллиуса (8.103) и уравнение луча в среде с не-
прерывным изменением скорости с в некоторой степени похожи друг на 
друга. Это особенно заметно, когда мы сравниваем поведение преломленных 
лучей в присутствии тонкого слоя (см. рис. 8.7, в) и при наличии границы 
(рис. 8.15, в) при условии, что с2 > с,. В обоих случаях существуют область 
преломленных лучей во второй среде, а также точка поворота или точка, 
соответствующая критическому углу, где 

s i n 9 , = C1/с2, 

и, наконец, точки промежуточного слоя и границы раздела, в которых пре-
ломленные лучи отсутствуют. 

4. При изучении поведения лучей на плоской границе раздела двух сред 
мы вывели законы отражения и преломления 

0, = 9 , , ¾ = ^ ½ - . (8.110) 
Г, C 2 

Согласно этим законам в каждой точке границы раздела при 9 < 9С од-
новременно возникают отраженный и преломленный луч. В этом состоит 
фундаментальное отличие от случая, в котором скорость является непрерыв-
ной функцией. 

ЛУЧИ г о л о в н ы х в о л н 

Теперь мы снова обратим наше внимание на лучи, расположенные в 
верхней среде, предполагая при этом, что с, < с2. Как мы знаем, в точку 
наблюдения приходят два луча, а именно прямой и отраженный. Прямой луч 
относится к множеству путей, соединяющих точки рх и ръ и среди всех таких 
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путей он имеет минимальную длину. Отраженный луч характеризуется ми-
нимальной длиной среди всех тех траекторий, направление которых изменя-
ется на границе раздела. Оба этих луча находятся в первой среде, т.е. всюду 
вдоль этих лучей волны распространяются со скоростью с,. Оказывается, 
существует еще один, третий путь распространения акустической энергии от 
источника к точке наблюдения р2 (рис. 8.16, а). Ранее мы показали, что, 
когда угол падения 9, становится равным критическому углу Qc

i9 преломлен-
ный луч направлен параллельно границе раздела. Это позволяет предполо-
жить, что движение частиц среды в указанном направлении порождает волну 
в верхней среде. Путь этой волны состоит из трех прямолинейных участков, 
а именно из отрезков ^1O1 и O2P2, на которых скорость распространения 
равняется с,, и промежуточного участка O1O2, расположенного в нижней 
среде, ще скорость равняется с2. 

Конечно, мы можем вообразить бесконечное множество таких траекто-
рий, однако согласно принципу Ферма волна будет распространяться вдоль 
того пути, акустическая длина которого минимальна. 

Прежде чем мы приступим к определению положения этого луча, следует 
заметить, что падающие лучи, пересекающие границу раздела в точках на 
интервале OO1 (рис. 8.16, я), приводят к появлению преломленных лучей, 
направленных в сторону от плоскости S. Эти лучи не могут прийти в точку 
наблюдения р2. Следовательно, при рассмотрении всех возможных лучей для 
этого нового типа волн, положение точки O19 в которой 9, = 9 -, и ориента-
ция сегмента OiO29 должны сохранятся неизменными, а положение точки O2  

может меняться. Покажем теперь, что путь PiOlO2P2 является лучом (рис. 
8.16, б), если угол между элементом 02р2 и нормалью к границе раздела 

а 

Pu 

б 

л * 

N 5 I 

с2 О Oi O2 х Oi b Ax O2 X 

в г 

Рис. 8.16. Лучи 1 
ловных волн (в, г) 

26* 

Лучи и фронты головной волны (а); анализ функции AN (б); фронты го-
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равен критическому углу. Действительно, предположим, что акустическая 
длина пути PiOxO2P2 минимальна и равняется 

N = C1 
р А I 0 A , OiPi 

L1 L2 С, у 

и сравним ее с акустической длиной пути рхОхЬр2 

при условии, что точка Ь расположена на малом расстоянии Ax от точки O2  

(рис. 8.16, б). 
Разность акустических длин этих путей 

AN =N-N1=C1 

Как было показано для случая преломленных волн, разность AN должна 
обращаться в ноль, если пренебречь членами, пропорциональными (Ад:)2, и 
более высокого порядка. Для доказательства этого факта проведем через 
точку O2 окружность с центром в точке р2 и рассмотрим треугольник Ьа02. 
Поскольку углы P2O2I и а02Ь образованы взаимно перпендикулярными сто-
ронами, мы имеем 

Za02b = ес. 

Следовательно, 

ab - Ax sin Gf = A j c — . 

Учитывая, что разность A N можно представить как 

Ax ab AN = Ci  

получим 

А ж, I Ax Ax AN = с,| 
с, С. 

= 0. 
2 / 

Это означает, что путь рх0х02р2 является лучом, вдоль которого реализу-
ется путь рассматриваемого третьего типа. Соответствующие этому лучу вол-
ны называются головными. 

Наши выкладки показывают, что, как только горизонтальное расстояние 
от начала координат О превышает расстояние OOx (х > OOx), в каждой точ-
ке границы лучи головной волны образуют одинаковый угол Gc с норма-
лью и, следовательно, все эти лучи являются параллельными. Такие лучи не 
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возникают в точках интервала OOxy причем данный интервал уменьшается по 
мере того, как источник приближается к границе раздела. Следует заметить, 
что в точке O1 (рис. 8.16, а) обе волны, отраженная и головная, распрост-
раняются вдоль одного и того же луча, поскольку G1 = Gc. Согласно геомет-
рии лучей, мы должны заключить, что точки одинаковой фазы лежат на 
прямой Ly перпендикулярной лучам (рис. 8.16, а). Это указывает на то, что 
фазовые поверхности головной волны являются конусами, вершины кото-
рых расположены вдоль прямой Opl (рис. 8.16, г). 

Из рис. 8.16, в видно, что фазовые поверхности соответствующей пре-
ломленной волны в нижней среде перпендикулярны границе вблизи нее, 
при условии, что х > OO1. 

АКУСТИЧЕСКИЕ ДЛИНЫ ПРЕЛОМЛЕННОЙ 
И г о л о в н о й в о л н ы 

Сравним теперь акустические длины отраженного и головного лучей, со-
единяющих точки P1 и р2 (рис. 8.17, а): 

N r = 
ГPiP j PPi ^ 
\ cI с\ J 

C 1 H N a = I 
C1 С , C1 

C1. (8.111) 

Рассмотрим сначала разность длин вдоль этих лучей от источника до точки 
р. Из рис. 8.17, а следует, что 

AN1 = Pi P Р\ O1 O1 р 

или 

ддг^ = J PiP рА Qp - QQj L _ ( PiP рА P1PSinet -P1O1Sine c ) _ 

= P i P M - - S i n G , \--pP, Н) 
\ L1 J 

(8.112) 

или 

AN1 = рхр I - - S i n G l 
с, 

- PxOx cos2 Gc, (8.113) 
V 2 

поскольку 

sin Gr = сх!с2. 

Учитывая, что 

Opl = PxOxcos Gc = рхр cos 0„ 
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а б 

р 

C2 О O1 P O2 'з 

Рис. 8.17. Иллюстрация формулы (8.111) (а); фронты прямой, отраженной и головной 
волн (б)\ законы Снеллиуса (в, г). 
Волны: 1 - прямая, 2 - отраженная, 3 - головная 

ИЛИ 

AN1 = [1 - sin Gf sin G, - cos G, cos GJp x p = [1 - cos(6, +Gc)}pip. 

Таким образом, 

AN1 > 0. 

Аналогичным образом можно показать, что 

PP2 ^ р02 | O2P2 

Таким образом, в общем случае головная волна приходит в точку наблюде-
ния раньше, чем отраженная. Исключение составляет лишь случай, когда обе 
волны приходят одновременно. Это происходит в точках, лежащих на луче, 
начало которого расположено на расстоянии OOx от начала координат. Вза-
имное расположение фронтов прямой, отраженной и головной волн показа-

получаем 

IY ^ ^ AZV1 = P1P 1 — - sin G1 - cosG,cosG L v с 2 J 

Cl Ci 

и 

AN2 > 0. 
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но на рис. 8.17, б (C1 < с2). На этом рисунке ясно видно, что фазовая по-
верхность головной волны находится между границей и поверхностью конуса 
с вершиной в точке р* и углом 0С. 

В дальнейшем мы покажем, что амплитуда головных волн, а также от-
раженных и преломленных волн, не остается постоянной вдоль их фазовых 
поверхностей, а акустическая энергия может переноситься также в направле-
нии, перпендикулярном лучам. Это говорит о влиянии дифракции на поведе-
ние этих волн. Более того, оказывается, что головная волна исчезает, ковда 
длина волны стремится к нулю. 

Как мы уже видели из рис. 8.17, б, скорость распространения прямой и 
отраженной волн вдоль границы меньше скорости преломленной волны 
(C1 < с2), и преломленная волна порождает головную. 

Мы описали поведение волн вблизи границы раздела двух сред, основы-
ваясь на принципе Ферма. Это было сделано, невзирая на тот факт, что ука-
занный принцип основывается на уравнении эйконала, которое не выполня-
ется на границе. Чтобы преодолеть эту проблему, границу можно заменить 
тонким слоем, в котором скорость является непрерывной функцией. При 
выводе закона Снеллиуса и изучении геометрии головных волн мы сравни-
вали акустические длины различных путей, расположенных очень близко 
друг к другу. Поэтому, возможно, оправдана замена поверхности раздела 
тонким слоем. 

ЗАКОНЫ СНЕЛЛИУСА И ИНТЕГРАЛ ЛАГРАНЖА 

Учитывая, что принцип Ферма является следствием из интеграла JIar-
ранжа: 

Jh-S0A- = O, (8.114) 

где г - радиус-вектор, S0 - единичный вектор вдоль луча, естественно попы-
таться получить закон Снеллиуса непосредственно из приведенного равенст-
ва. Как и ранее, предположим, что отраженная и преломленная волны суще-
ствуют, а нашей целью является определение ориентации соответствующих им 
лучей относительно границы произвольной формы. Рассмотрим сначала 
отражение волны, и будем интерпретировать падающую и отраженную вол-
ны как одну волну, которая изменяет свою ориентацию на границе. 

Применяя равенство (8.114) к замкнутому пути abed (рис. 8.17, в), полу-
чим 

J w s 0 - A + JMS0 - A = 0, (8.115) 
ab cd 

поскольку интегралами по бесконечно малым интервалам be и da можно 
пренебречь. 

Последнее соотношение можно переписать как 
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Jzzs0 • dr = j n(n2S20 - /Z1S10) • dr = О 

или 

(ZZ2S20-ZI1S10)-Cfr = O, (8.116) 

поскольку величина dr чрезвычайно мала. 
Здесь S10 и S20 - единичные векторы луча по обе стороны от границы 

раздела, a dr - элементарный вектор, тангенциальный поверхности 5, на-
правление которого совпадает с направлением единичного вектора t (рис. 
8.16, в). 

Из равенства (8.116) следует, что вектор 

M = ZI2S20-ZZ1S10  

ортогонален поверхности раздела, т.е. 

Здесь п12 - единичный вектор нормали к поверхности раздела. 
Формула (8.117) означает, что луч ориентирован таким образом, что 

тангенциальная компонента вектора Zis0 является непрерывной функцией при 
переходе через границу (рис. 8.17, в). 

Из равенства (8.117) имеем 

M n i 2 X s20) = /I1Cnl2X s10), (8.118) 

т.е. падающая и отраженная части луча лежат в одной плоскости. 
Так как 

In i 2I= I Js 1 0 I = Is20I= 1, 

соотношение (8.118) приводит к следующему выражению: 

Zi2 sin O2 = Zi1 sin O1, (8.119) 

где Oj и O2 - углы, образованные падающим и отраженным лучом с норма-
лью п12. 
Таким образом, мы снова получили закон преломления Снеллиуса. 

Полагая пг = /I1 в равенстве (8.116) и используя рис. 8.17, г, мы видим, 
что отраженный луч лежит в плоскости падения и 

sin 0, = sin Or или Or = п - O1, (8.120) 

и мы приходим к закону отражения Снеллиуса. 
Выражения (8.118Н8.120) показывают, что законы Снеллиуса справед-

ливы не только для плоской границы, но и для поверхностей произвольной 
формы при условии, что длина волны достаточно мала. В реальной ситуа-
ции это означает, что радиус кривизны фазовой поверхности падающей 
волны и радиус кривизны поверхности раздела гораздо больше, чем длина 
волны. 

Мы изучили поведение отраженных и преломленных лучей на поверхнос-

H12X(ZZ2S20-ZZ1S10) = O. (8.117) 

424 



ти раздела двух сред, основываясь, по существу, на уравнении эйконала. Од-
нако, как уже отмечалось ранее, указанное уравнение выполняется только в 
регулярных точках, где скорость является непрерывной функцией. Поэтому 
для вывода соотношений (8.118) - (8.120) мы выберем другой подход. 

ПЛОСКИЕ ВОЛНЫ И ЗАКОНЫ СНЕЛЛИУСА 

В начале этой главы мы предположили, что длина волны достаточно ма-
ла и комплексная амплитуда потенциала описывается уравнением 

# ( г ) = А ( г ) е а д г ) . (8.121) 

Изучение волн в однородной среде показало, что такое представление по-
тенциала просто означает, что в пределах относительно небольшой области 
волна ведет себя как плоская. Другими словами, небольшая часть фронта 
волны приближенно заменяется плоскостью, и лучи становятся параллель-
ными друг другу. В регулярных точках мы из уравнения эйконала получили 
закон Снеллиуса. По аналогии, представляется естественным вывести законы 
отражения и преломления волн на границе, исходя из граничных условий и 
полагая, что волна является плоской. 

В главе 4 было показано, что нормальная компонента скорости частиц и 
давление являются на границе непрерывными функциями: 

Vlz = V2z и P1 =P2. (8.122) 

В соответствии с соотношениями 

V = grad U и P = -р—, 
dt 

вместо (8.122) мы получаем для комплексной амплитуды потенциала следу-
ющие условия: 

3¾ Tsit 
= -—2. и P i ^ i = р 2 ^ 2 , если Z = 0, (8.123) 

dz dz 

где р, и р2 - плотности верхней и нижней частей среды, а начало системы 
координат расположено на границе раздела (рис. 8.18, а). Рассмотрим сна-
чала падающую волну, фронт которой перпендикулярен плоскости XOZ и 
распространяется в направлении единичного вектора S01. 

Комплексная амплитуда падающей волны записывается в виде 

= А е ' м , (8.124) 

где кх = со/с, - волновое число; d - расстояние между волновым фронтом и 
некоторой заданной плоскостью. 

Как видно из рис. 8.18, я, вектор S0l определяется как 

S0l = i sin O1 + k cos O1, (8.125) 
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в г 

ния Снеллиуса и принцип Гюйгенса (б, в); закон преломления Снеллиуса и принцип Гюй-
генса (г) 

а расстояние 

d = г • s0l• = х sin 9, + z cos 0,. (8.126) 

Таким образом, вместо (8.124) имеем 
= Ле<^ше,+Zcosel^ ( g 1 2 ? ) 

Согласно нашим предположениям, обе волны, отраженная и преломленная, 
являются плоскими. 

По аналогии с (8.124) комплексная амплитуда потенциала для этих волн 
записывается как 

Tir =Beik]d] и Ti1 =Ccik2d2. (8.128) 

Здесь 

d{ = г • s0r и d2 = г • S02, 

a s0r и S02 - единичные векторы вдоль лучей этих волн, которые определяют-
ся следующими равенствами: 

s0r = i sin Gr - k cos Gr 

и 

S02 = i sin G2 + к cos G2. (8.130) 

Таким образом, 
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d{ = x sin Gr - z cos Gr 

и 
d2 = x sin G2 + z cos 02. (8.131) 

Подстановка последних двух выражений в (8.128) дает 
^ __ J^QI(.*sm6r-z cosG,) 

И 

Ti1 = се*2(х™в2+1СО$в2). (8.132) 

Используя теперь граничные условия (8.123) на границе раздела z = О, 
мы получим следующую систему из двух уравнений для четырех неизвестных, 
а именно для амплитуд В и С отраженной и преломленной волн, а также 
углов Gr и G2: 

P1 (Ae'* 1^sine' + Be i h x s i n 9 r) = p2Ceik2XSmQ2 

и 

^(CosGjAe'* 1^sine' - c o s G rBeiklXSmQ') = к2 cosG ,Се1**"®1. (8.133) 

Поскольку эти уравнения выполняются в любой точке плоскости z = 0, они 
не зависят от координат х и у. Следовательно, экспоненты должны равняться 
друг другу: 

кх sin G, = к{ sin Gr = к2 sin G2 

или 

sin 0 - _ sin Q2 _ sin 0 r 

cI C2 cI 

Таким образом, мы снова получили законы Снеллиуса. Неизвестные коэф-
фициенты В и С будут определены, когда мы приступим к изучению плос-
ких волн в слоистых средах. 

ЗАКОН СНЕЛЛИУСА И ПРИНЦИП ГЮЙГЕНСА 

Покажем теперь, что законы Снеллиуса следуют непосредственно из 
принципа Гюйгенса при условии, что волна и граница раздела двух сред яв-
ляются плоскими (рис. 8.18, б). Предположим, что Li - фазовая поверхность 
(поверхность равного эйконала) падающей волны, и пусть в некоторый мо-
мент t эта поверхность достигает точки а границы раздела. За интервал вре-
мени А г волна достигает точки 6, и длина сегмента 

АХЪ = C 1 A / = AJC s i n G1, ( 8 . 1 3 4 ) 
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Согласно принципу Гюйгенса каждую точку границы раздела можно рассма-
тривать как источник сферической волны, распространяющейся в верхней и 
нижней среде со скоростями сх и с2 соответственно. Например, когда пада-
ющая волна приходит в точку Ьу радиус фазовой поверхности вторичной 
волны, возникающей в точке а в момент времени г, равняется ad (рис. 
8.18, в). 

Проводя через точку Ь прямую, касательную к этой поверхности, мы оп-
ределим положение фазовой поверхности Lr отраженной волны. Из рис. 
8.18, в видно, что 

Z.adb = - и Z.dba = Or. 
2 

Таким образом, 

ad = Ax sin Or = C1Ar 

или 

ad = axb = AJC sin O1 = Ax sin OR, 

и мы снова приходим к закону отражения Снеллиуса. 
Аналогичным образом можно найти положение фазовой поверхности 

преломленной волны (рис. 8.18, г). 
Очевидно, что 

adx = C2At = AJC sin O2, (8.135) 

и, используя (8.134), мы получаем следующий закон преломления: 

— ПЛП — . 
sin G1 C1 C 2 C1 

Итак, мы получили законы Снеллиуса, исходя из принципа Гюйгенса и 
предполагая, что падающая волна и граница раздела являются плоскими. 

Учитывая, что указанный принцип выполняется при любых частотах, 
мы можем предположить, что закон Снеллиуса корректно описывает пове-
дение плоской волны в горизонтально слоистой среде, независимо от длины 
волны, для всех углов падения O1, не превышающих критического угла: 
е , < 0 с . 

8.5. ПОЛЯ ВРЕМЕН ПРИХОДА ВОЛНЫ 

Время прихода волны в точку наблюдения - один из важнейших парамет-
ров, измеряемых в сейсмологии. Введем понятие поля времен прихода вол-
ны, считая при этом, что ее длина X достаточно мала. Как уже отмечалось, 
поля эйконала и времени являются двумя эквивалентными способами описа-
ния поведения волн при X —> 0. 
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Предположим, что нестационарная волна распространяется в среде со 
скоростью с, и изучим, как меняется положение фронта этой волны. Таким 
же образом можно рассматривать любую другую фазовую поверхность дан-
ной волны. Поскольку фронт волны приходит в заданную точку среды в 
некоторый момент времени г, это время естественно рассматривать как 
функцию координат точки. В частности, в прямоугольной декартовой систе-
ме координат имеем 

t = t(x, у, z). (8.136) 

По определению, данная функция представляет собой скалярное поле и ха-
рактеризует время прихода фронта волны, либо любой другой фазовой по-
верхности в точку наблюдения с координатами (х, у, z). 

Чтобы изучить поведение этого скалярного поля, т.е. понять, как оно 
изменяется в различных направлениях, мы, как обычно, будем использовать 
градиент скалярной функции (см. приложение 2): 

M = grad г, (8.137) 

описывающий величину и направление максимального увеличения поля t. 
В общем случае криволинейной ортогональной системы координат гра-

диент скалярного поля записывается как 

m d t = ± l L i l + ± J L i 2 + ± j L i 3 , (8.138) 
alj o x j al2 « х 2 **3 

где I1, i2, i3 - единичные векторы в направлении координатных осей, a ZJ1, ZJ2, 
A3 - соответствующие метрические коэффициенты. 

Отсюда в декартовой, цилиндрической и сферической системах коорди-
нат имеем 

gradr = — i + — j + — k , (8.139) 
Эх Эу dz 

g rad / = | - i r + i | - i , + | - k , (8.140) 
дг г Эф dz 

gradr = — i f l i0 н — - — ( 8 . 1 4 1 ) 
dR R R Эв • tfsinedcp ф 

Очевидно, что замена системы координат приводит к изменению компонент 
градиента, однако его величина и направление не меняются, поскольку они 
зависят только от самого скалярного поля. 

Производная поля времени по направлению связана с градиентом следу-
ющим образом: 

-^ = l0-gradr = grad// 
Bl 

или 
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^= M cos(M, I0), Э/ 
(8.142) 

где I0 - единичный вектор вдоль прямой /. 
Из равенства (8.142) следуют два важных свойства, состоящие в том, что 

производная Эг/Э/ максимальна в направлении градиента, поскольку 
cos(M, I0) = 1, в то время как в перпендикулярном направлении поле не ме-
няется. Чтобы наглядно представить себе поле времени, удобно ввести поня-
тие поверхности одинаковых значений времени прихода. Такие поверхности 
называются изохронами, и их физический смысл совершенно очевиден. В 
действительности они показывают положение фазовых поверхностей в раз-
личные моменты времени. Таким образом, зная положение изохрон в мо-
менты времени г,, /2,..., tn, можно наблюдать поведение фронта волны. 
Примеры изохрон представлены на рис. 8.19, я, 6, в. В общем случае эти 
поверхности могут иметь достаточно сложную форму и даже пересекать друг 
друга или самих себя. 

Рассмотрим две изохроны для близких моментов времени Z1 и t2 (рис. 
8.19, г), и предположим, что время t между ними является линейной функ-
цией. Тогда изменение времени прихода 

At = t2 - Z1 

в направлении нормали п, а также в произвольном направлении I0 можно 
записать как 

At = -An и Ar = - A / , Э/ 
Э/ 

(8.143) 
Эп 

г 

Рис. 8.19. Изохроны и лучи 
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откуда следует, что 

дп Э/ 

Поскольку 

An = Al cos а , 

мы получаем 

^ = - C O S C T , ( 8 . 1 4 4 ) 
Э/ дп 

где а - угол между нормалью п и направлением смещения AL 
Из приведенного выше равенства следует, что максимальная скорость из-

менения времени прихода наблюдается вдоль направления, перпендикулярно-
го к изохроне и, следовательно, по определению градиента мы имеем 

grad t = Vr = |grad r| п. (8.145) 

Соответственно, линии, нормальные к изохронам, характеризуют направле-
ния, вдоль которых время прихода увеличивается быстрее, чем вдоль сосед-
них путей. Поскольку форма изохрон совпадает с формой фазовых поверх-
ностей (или поверхностей равного эйконала), можно сказать, что указанные 
линии совпадают с лучами, вдоль которых в среде распространяется акусти-
ческая энергия, и, следовательно, вектор 

M = grad t 

по отношению к ним является тангенциальным. Как мы уже знаем, в одно-
родной среде лучи являются прямыми. Присутствие неоднородности обычно 
приводит к тому, что лучи искривляются и могут даже пересекать друг друга. 
Очевидно, что поле времени прихода можно легко определить, если извест-
но семейство лучей R и время распространения волны вдоль них. Действи-
тельно, проводя поверхности, нормальные к каждому из лучей, мы получим 
множество изохрон, параметр которых t определяется из пересечения с лу-
чами R. Таким образом, как изохроны, так и лучи равным образом описы-
вают поле времен прихода. 

Выведем уравнение этого поля, используя эквивалентность, существую-
щую между изохронами и фазовыми поверхностями. Пусть в момент времени 
t - ti фронт волны совпадает с изохроной 5,. Для того чтобы определить 
его положение в момент времени t2 = /, + Aty воспользуемся принципом 
Гюйгенса. Тогда каждую точку поверхности 5, можно рассматривать в каче-
стве центра элементарной сферической поверхности радиуса An, равного 

An = cAt. (8.146) 

Огибающая этих элементарных волн представляет собой изохрону S2 при t = 
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По определению, градиент t направлен вдоль нормали п и, следова-
тельно, 

gradf = — п = - п , (8.147) 
dn с 

поскольку в окрестности каждой точки р изохроны 

с(р) = dn/dt. 

В ортогональной криволинейной системе координат (8.147) получим 

dt 
<hldxl у 

\2 f + dt 
^dx2 

dt 
h3dx3 j 

1 
C(P) 

ИЛИ 

dt 
\2 с \ 2 ( 

I э ' + I э ' + 
\ 

+ 
) 

+ 
\ 

dt 
h->dx C2(P) 

(8.148) 

Последняя формула называется уравнением поля времени прихода волны, 
которое совпадает с уравнением эйконала, если г и с2 заменить на L и (cjc)2  

соответственно. В частности, в декартовой системе координат уравнение 
(8.148) записывается как 

\2 / _ \2 / _ \2 
(8.149) 

Чр) 

Заметим, что формулу (8.148) можно записать также в следующем виде: 
\ 2 1 

dx) + ( a j + ( э 2 ) с2(р)' 

(VO2 = 
C2(P) 

(8.150) 

Л3 dx3 

так как 

V = -——i , + - — — 
ZI1 ЭЛ:, H2 dx2 

Отсюда видно, что поле времен прихода описывается нелинейным диф-
ференциальным уравнением первого порядка, которое имеет бесконечное 
множество решений. Действительно, для любого заданного распределения 
скорости с(р) можно представить себе неограниченное число распространя-
ющихся в такой среде волн, поля времени прихода которых удовлетворяют 
уравнению (8.148). Поэтому для того, чтобы найти неизвестную функцию 
t = t(x, у, г\ необходимо знать начальные и граничные условия. 

Таким образом, процедура нахождения поля времен прихода в объеме V, 
окруженном поверхностью Sy состоит из следующих трех шагов. 

1. Решение уравнения (8.148). 
2. Выбор среди всех решений уравнения (8.148) функции, удовлетворяю-

щей граничным условиям. Последнее обычно означает, что на границе S 
известна функция 

t(x,y,z) = <p(x,y,z). (8.151) 
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3. Выбор среди всех решений, удовлетворяющих уравнению (8.148) и ус-
ловиям (8.151), того, которое подчиняется начальным условиям в каждой 
точке объема V. 

В сейсмологии последнее требование обычно означает,'что в начальный 
момент времени поле времен прихода имеет всюду нулевые значения. 

Здесь следует отметить следующее: 
а) объем V может быть окружен несколькими поверхностями S, на кото-

рых должны быть известны функции ф(х, у, г) (8.151). Так, например, одна 
из таких поверхностей окружает первичный источник и расположена в его 
окрестности; 

б) на границах раздела внутри объема V, где скорость с(р) претерпевает 
разрыв, функция t(x, у, z) является непрерывной, а геометрия лучей подчи-
няется закону Снеллиуса; 

в) решение граничной задачи определяет функцию 

t(x, у, z) = С, (8.152) 

где С - некоторая постоянная, характеризующая конкретную изохрону; 
г) построение изохрон можно выполнить, используя также принцип 

Гюйгенса. 
Существует несколько способов описания лучей. Например, лучи можно 

построить, рисуя линии, нормальные к изохронам, либо рассматривая урав-
нение, которое определяет время пробега волны вдоль некоторого произ-
вольного пути L: 

/ = J - . (8.153) 
Ja C(P) 

Здесь ds - смещение вдоль пути в окрестности точки /?, а пределы интег-
рирования а и Ь являются конечными точками одного и того же луча. 

В соответствии с принципом Ферма, мы должны определить такой путь, 
вдоль которого время г минимальное (или стационарное, если окрестность 
луча не является регулярной). Это означает, что малые вариации пути вблизи 
луча не приводят к изменению времени прихода, т.е. 

t(L + А/) = t(L) 
или 

Af = O. (8.154) 

Конечно, последнее равенство выполняется только при условии, что ва-
риации, пропорциональные А/ и более высокого порядка, пренебрежимо 
малы. Данную задачу можно решить методами вариационного исчисления, 
основанными на использовании уравнения Эйлера. 
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П Р И Л О Ж Е Н И Е 1 

ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА 

Здесь описываются некоторые алгебраические операции над скалярными 
и векторными функциями, использующиеся в данной работе. 

1. В общем случае скаляр T и вектор M являются функциями точки р: 

T = Т(р) и M = М(/?). (1) 

Скаляр T определяется абсолютной величиной |Т| и знаком, а вектор M ха-
рактеризуется модулем (длиной) M и направлением im: 

M (р) = M(P)Xm. (2) 

Здесь М(р) - положительная величина, i„, - единичный вектор, совпадающий 
по направлению с вектором М: 

I U = I - (3) 

По определению, у скалярной величины нет направления, а вектор не явля-
ется ни положительным, ни отрицательным. Точка р , в которой изучается 
поведение этих функций, обычно называется точкой наблюдения. Положе-
ние этой точки в пространстве задается радиус-вектором Lop или тремя коор-
динатами Xu X2 и Xy 

В обоих случаях требуется задать начало системы координат в некоторой 
точке O9 положение которой известно. Тогда радиус-вектор Lop можно за-
писать как 

Kp = Kp *> ( 4 ) 

где K p - расстояние от начала координат до точки наблюдения; i - единич-
ный вектор, направленный по радиусу от начала координат к точке наблю-
дения (рис. 1, а). 

Итак, в качестве аргументов функций Т(р) и М(р) можно выбрать либо 
радиус-вектор, либо три координаты этой точки: 

T ( K p ) и л и T(xl9 X29 X3) 

и (5) 
M(Lop) или M(xl9 X29 х3). 

Далее мы будем также использовать криволинейную систему координат, об-
разованную тремя взаимно ортогональными семействами координатных 
линий I19 I2 и I39 направления которых задаются единичными векторами 
(рис. I9 б). 

Для того чтобы определить положение точки наблюдения, необходимо 
вычислить ее координаты jc,, x2 и х3 вдоль координатных линий. 
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P ( X l t X 2 f X 2 ) 

б / . dl2 = h2dx 

dl3 = h2d:C3 

dlx = h xdxx 

- M 1 

-M 2 

tWC 

-M 1 M 1  « • 
-M 1 M 1 

Рис. 1. Вектор и его компоненты 

2. Введем скалярную и векторную компоненту вектора M вдоль некото-
рого направления / следующим образом (рис. 1, в): 

M1 = M cos (М, I,) и М, = M1 i,. (6) 

Здесь i/ - единичный вектор вдоль кривой /, а (М, \{) - угол между векторами 
M и I1. Заметим, что скалярная компонента M1 положительна, если этот 
угол острый, и отрицательна, если угол становится тупым. 

Вектор M часто описывают, используя его скалярные и векторные ком-
поненты вдоль координатных линий Z1,12 и /3: 

M1 = M cos (М, i7), М, = M1 i, (7) 

и / = ( 1 , 2 , 3 ) . 

Здесь (М, I1) - угол между вектором M и единичным вектором задающим 
направление соответствующей координатной линии. 

3. Суммирование векторов производится по правилу параллелограмма и, 
конечно, оно отличается от суммирования скаляров. Пусть имеется два век-
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тора M1 и M2 (рис. 1, г). Составим из них параллелограмм, показанный на 
рис. 1, д. По определению, сумма векторов также является вектором: 

M = M1 + M2. 

Модуль этого вектора равняется длине диагонали параллелограмма, и он 
направлен к концу второго вектора. Очевидно, что последовательное ис-
пользование этого правила позволяет найти сумму произвольного числа век-
торов. Эта процедура показана на рис. 1, е. 

Для того чтобы найти разность векторов M1 и M2 , необходимо учесть, 
что векторы 

M3 = -M 1 И M1 

имеют одинаковую длину и противоположны по направлению (рис. 1, ж). 
Снова используя правило параллелограмма, получим 

M = M 2 + M1 = M 2 - M l f (9) 

и разность двух векторов также направлена вдоль диагонали (рис. 1, з). 
Следует заметить, что если направления векторов совпадают или являются 

противоположными, то для них операции суммирования и вычитания произ-
водятся так же, как и для скаляров. 

4. Теперь, используя правило параллелограмма, вектор M можно пред-
ставить через его векторные и скалярные компоненты вдоль координатных 
линий. Действительно, как видно из рис. 2, а, 

M = M1 + M2, (10) 

где M1 и M2 - векторные компоненты. 
Обобщение на трехмерный случай очевидно (рис. 2, б): 

M = M 3 + M12. 

Здесь 

M12 = M1 + M2, 

и, следовательно, 

M = M 1 + M 2 + M3 (11) 

или 
M = M1I1 +M2 i2 + M3i3. (12) 

Поскольку векторные компоненты образуют прямоугольник, длина вектора 
определяется выражением 

M = ^Mf +M2
2 +Af3

2. 

В то же время, если известны длина и направляющие косинусы вектора 
М, то его скалярная компонента определяется формулой (6). 

Из соотношений (2), (6) и (11) получим 
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M Im = M cos ex ij + M cos p i2 + M cos 7 i3  

или 

î u = cos a I1 + cos P i2 + cos 713 , (14) 

т.е. направляющие косинусы cos a , cos P и cos 7 являются проекциями 
единичного вектора im на координатные оси. Из равенства (13) следует, что 

cos2 a + cos2 P + cos2 7 = 1 . (15) 

Пусть координатами начала и конца вектора M являются 
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X19 yl9 Z1 и X2^y29Z2. 

Тогда, как это видно из рис. 2, в, скалярные компоненты равны разности 
соответствующих координат: 

M1=X2-X19 M2 = y2-yl9 M3 = Z2-Z1. (16) 

Следовательно, направляющие косинусы и длина вектора M определяются 
как 

c o s a = ZiZh., cos р = ^ — c o s у = ——— (17) 
М М М 

M = ^JiX2 +X1)2 + {у 2 +у,)2 +(Z2 +Z1)2 . 

Мы имеем два разных представления вектора: 

M= М\т и M = M j i, + M2 i2 + M3 i3. 

Последняя форма представления является более удобной для суммирования и 
вычитания векторов. В частности, 

M ± N = (M1 ± N1)I1 + (M2 ± N2)\2 + (M3 ± N3Yi3. (18) 

5. В отличие от скаляров, для векторов существует две операции умно-
жения: скалярное и векторное произведение, а операция деления отсутст-
вует. 

Скалярное произведение двух векторов 

а = CilIl + а2\2 + a3i3  

и (19) 

b = ZJ1I1 + Ь2 i2 + Ь3 i3  

определяется как 

а • b = а Ь cos (а, Ь), (20) 
где (а, Ъ) - угол между этими векторами. 

Таким образом, данное произведение является скаляром, а его знак опре-
деляется углом (а, b). В частности, если векторы а и b перпендикулярны, их 
скалярное произведение равно нулю. 

Поскольку мы рассматриваем только ортогональные системы координат, 
то 

i, . i2 = i, . i3 = i2 . i3 = о 

и (21) 

i, i, = i2 i2 = i3 i3 = 1. 

Скалярное произведение также очень просто выражается через компоненты 
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векторов. Перемножая векторные компоненты из правой части формулы 
(19), получим 

a b = ахЪх + a2b2 + аъЬъ. (22) 

Это вторая форма представления скалярного произведения. 
Равенство (20) позволяет определить угол между двумя векторами. Ис-

пользуя соотношения (14) и (22), имеем 

а • b = ah ia • \b = ah cos (а, Ь) 

или 

cos(a, b ) = cos аа cos ab + cos Pfl cos Pb + cos ya cos yb. (23) 

Рассмотрим вместо произвольного вектора b единичный вектор Тогда 

а • I1 = a cos (a , i,) = ah (24) 
где G1 - проекция вектора а на кривую /. Другими словами, чтобы найти 
проекцию вектора на некоторое направление, мы должны взять скалярное 
произведение этого вектора и единичного вектора в заданном направлении. 
Если направления этих векторов совпадают, то cos(a, b) = 1 и скалярное 
произведение сводится к произведению длин этих векторов. 

Рассмотрим теперь второй тип умножения. Векторное произведение век-
торов а и Ь: 

с = (а х Ь) (25) 

является вектором, перпендикулярным к каждому из них. Его длина равняет-
ся площади параллелограмма, образованного этими векторами: 

с = a b sin(a, b) . (26) 

Направление векторного произведения с определяется из условия, соглас-
но которому векторы a , b и с должны образовывать правую тройку (см. 
рйс. 2, г). 

Следовательно 

а х b = - Ь х а . (27) 

Согласно формуле (26) векторное произведение двух параллельных векторов 
равняется нулю, а его максимальное значение достигается, когда векторы 
перпендикулярны друг другу. Так, например, для единичных векторов орто-
гональной системы координат 

i3 = ij х i2, i2 = x ij, I1 = i2 x i3 

и (28) 
i, x ij = I2 x i2 = i3 x i3 = 0. 

Перемножая векторные компоненты из формулы (19) и используя равенства 
(28), приходим к другому выражению для векторного произведения: 
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C = 
bI bi Ьъ 

(29) 

Его можно записать как 

с = (а2Ьг - аф2)\х + (<аъЬх - ахЬъ)\2 + (axb2 - a2bx)i3. (30) 

6. Рассмотрим теперь еще две операции над векторами. Смешанное про-
изведение трех векторов а , Ь и с является скалярной величиной, равной объ-
ему параллелепипеда, образованного этими тремя векторами: 

а • (Ь х с) = b - (с х а) = с • (а х b) = 

а\ а2 аъ 
bI bI Ьъ 
с, с, с\ 

(31) 

или 
а • (Ь х с) = -Ь • (а х с) = - а - (с х Ь). 

Двойное векторное произведение векторов a, b и с 

а х ( Ь х с ) 

является более сложной операцией, однако его можно представить в виде 
разности двух векторов: 

а х (Ь х с) = (а • c)b - (а - Ь)с. (33) 

Данное равенство бывает очень полезным для упрощения алгебраических 
преобразований. 

Из определения смешанного произведения следует, что 

а х (Ь х с) = (Ь х с) х а. (34) 

7. Известные правила дифференцирования скалярных функций можно 
применять и для непрерывных векторных функций. Так, например, 

j L ( a + b) = ^ + ^ , 
dx dx dx 

d da dq> — фа = ф — + a — , 
dx dx dx 

d s ex da . , _ db — ( a b ) = — b + a — , 
dx dx dx 

(35) 

d у .ч db . db JL ( a x b ) = — x b + a x - . 
dx 'dx dx 

Здесь ф - скалярная функция, а и b - векторные функции, переменная х 
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является их аргументом. В частности, х может быть координатой точки на-
блюдения. 

Аналогичные соотношения можно написать и для более сложных ком-
бинаций векторных и скалярных функций. В общем случае как длина, так и 
направление вектора являются функциями координат точки наблюдения. В 
соответствии с формулой (2), производная векторной функции M ( р ) по ар-
гументу х записывается как 

( 3 6 ) 
dx dx dx 

В частности, производная векторной компоненты вдоль координатной 
линии определяется следующим выражением: 

dMt dMt . . . dit - = k - - l k +M k - , (37) 
dxk dxk dxk 

где \к - единичный вектор вдоль линии Iky хк - соответствующая координата. 
В криволинейной системе координат направления единичного вектора \кУ 

как правило, являются функциями положения точки наблюдения и, следова-
тельно, в этом случае второе слагаемое в формуле (37) не равно нулю. 

8. Введем понятие ориентированного элементарного смещения dl: 

dl = CHil = dl, + dl2 + dl3 = dlxix + dl2i3 +dl3\3. (38) 

Здесь dl обозначает модуль вектора dl, равный длине этого сегмента, a dlk и 
dl* = dlk\k являются соответственно скалярной и векторной компонентами 
вектора dl вдоль координатной линии. Ориентация кривой / в пространстве 
определяется выбором ее положительного направления, т.е. вектором dl. 
Аналогичным образом, ориентированный элемент поверхности d S можно 
Представить как 

dS = dS п = dS! + dS2 + dS3 = dSxix + dS2i3 +dS3i3. (39) 

Здесь dS обозначает длину вектора dS , равную площади поверхности эле-
мента, п - единичную нормаль к этой поверхности, а 

dSk = dS cos(dS, ik)y dSk = dSkik (40) 

являются скалярной и векторной проекцией d S на поверхность, перпендику-
лярную к координатной линии Ik. Ориентация поверхности dS определяется 
ее нормалью п. Мы будем различать переднюю и заднюю стороны этой 
поверхности и введем соглашение, согласно которому нормаль всегда на-
правлена от задней стороны к передней. 

Для того чтобы охарактеризовать взаимную ориентацию векторов, мы 
будем использовать только правило правой руки, которое можно проиллюс-
трировать следующим образом. Пусть положение точки наблюдения меняет-
ся вдоль некоторой кривой / в положительном направлении dl (рис. 2, д). 
Будем говорить, что вектор dl образует правостороннюю систему с произ-
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вольным вектором s, если для наблюдателя, находящегося в конце вектора s, 
движение точки р происходит против часовой стрелки. Например, можно 
рассмотреть поверхность S с нормалью п, ограниченную контуром / (рис. 2, 
е). В соответствии с правилом правой руки, направление dl должно быть 
выбрано таким образом, чтобы оно указывало на вращение вокруг вектора 
п против часовой стрелки. В общем случае три вектора a, b и с образуют 
правостороннюю систему, если их направления соответствуют правилу пра-
вой руки (рис. 2, г). В частности, в правосторонней системе координат еди-
ничные векторы подчиняются соотношениям (28). 

9. Рассмотрим кратко основные свойства криволинейной ортогональной 
системы координат. Как отмечалось ранее, три взаимно перпендикулярные 
линии /,, I2 и /3, заданные в каждой точке пространства, образуют три се-
мейства координатных линий. Вдоль каждой такой линии изменяется только 
одна координата, а две остальных остаются постоянными. Например, коор-
динаты Jc2 и Jc3 не меняются вдоль координатной линии /,. Положение точки 
можно характеризовать также тремя семействами координатных поверхнос-
тей S1, S2 И S3, ориентация которых такова, что координатная линия Ik пер-
пендикулярна поверхности Sk в каждой точке. На каждой координатной по-
верхности остается неизменной только одна координата. Указанные три се-
мейства поверхностей перпендикулярны друг другу, так же, как и три семей-
ства координатных линий. Из рис. 1, б видно, что элементы координатных 
поверхностей dSky ограниченных координатными линиями, определяются 
векторами 

dS, = (Hjdl3Il9 dS2 = dl{dl3i2y dS3 = dlxdl2i3. (41) 

Соответственно элементарный объем, ограниченный координатными по-
верхностями^аписывается как 

dV = dlxdl3dl3. (42) 

Введем теперь метрические коэффициенты, устанавливающие связь между 
длиной элементарного сегмента координатной линии dlk и изменением соот-
ветствующей координаты dlk9 т.е. 

dlx = A 1 J j c 1 , dl2 = h2dx2, dl3 = h3dx3. ( 4 3 ) 

Здесь A1, h2 и h3 - метрические коэффициенты системы координат, являю-
щиеся обычно функциями, зависящими от точки. Аналитические выражения 
для метрических коэффициентов выводятся, как правило, из анализа геомет-
рии координатных линий. 

Рассмотрим простейшие системы координат. 

Прямоугольная декартова система координат 

Xi =Xy X2= уу X3 = Z. 

Все координатные линии являются прямыми, а координатные поверхности -
плоскостями. 
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Отсюда 

A1 = A2 = A3 = 1, 

сIll = dx, dl2 = dy, d/3 = dz, (30) 

dS, = dy dz, dS2 = dx dz, dS3 = dx dy, 

dV = dx dy dz. 

Цилиндрическая система координат 

Xi = Г, Л'2 = ф, X3 = Z. 

Координатные линии I1 и I3 являются прямыми, a I2 - окружностью. Ко-
ординатная поверхность г = const является цилиндром, <p = cosnt - полупло-
скостью, z = const - горизонтальной плоскостью. 

Таким образом, 

A1 = 1, A2 = г, A3= 1, 

d/, = dr, d/2 = г <Лр, dl3 = dz, (45) 

dSj = г dz, dS2 = dr dz, dS3 = r dr d9 , 

dV = r dr d<p dz. 

Сферическая система координат 

Координатная линия Z1 является прямой, a I2 и I3 - соответственно полу-
окружностью и окружностью. Координатная поверхность R = const является 
сферой, 9 = const - боковой поверхностью конуса с вершиной в начале ко-
ординат, а ф = cosnt - полуплоскостью. 

Следовательно, 

A1 = 1, A2 = /?, H3 = R sinG, 

dSx = R2 sin в d8 dS2 = R sin в dfl dS3 = RdR d8, 

dV = /?2 sin 9 dtf d9 dф. 

10. Полезно ввести еще одно понятие - телесного угла. С этой целью 
проведем прямые из точки наблюдения к точкам, принадлежащим границе 
поверхности S (рис. 3, а). Эти прямые образуют конус, телесный угол кото-
рого 0)(/?) характеризует угол, под которым поверхность S видна из точки р. 
Этот угол может быть положительным, отрицательным или равняться нулю. 
Он определяется как 

dll = dR, d/2 = R dO, d/3 = R sin 0 dф, (46) 
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Рис. 3. Примеры телес-
ных углов 

со =4к 

- W - J ^ (47) 

где Lpq - расстояние от точки р до произвольной точки на поверхности S 
(рис. 3, я); d S = dS п. 

Существенно, что все поверхности, ограниченные данным конуCOMjвидны 
под одним и тем же углом со (р), при условии, что мы наблюдаем из точки р 
либо переднюю, либо заднюю стороны этих поверхностей (рис. 3, б). В про-
тивном случае телесные углы будут различаться знаком. Если предположить, 
что одна из поверхностей, ограниченных данным конусом, является сферой 
Ssph с радиусом Lpqy то выражение (47) упростится следующим образом: 

CO(P) = I ^ - . (48) 

В этом широко используемом выражении вычисление телесного угла сво-
дится к определению соответствующей сферической поверхности. 

Пусть некоторый объем V окружен произвольной замкнутой поверхнос-
тью S (рис. 3, в, г). Тогда из равенства (48) следует, что телесный угол, под 
которым видна поверхность Sy равняется 

со(р) = 
Io, 
±4, р внутри V, 

р вне V. 
(49) 

Этот важный результат часто используется при изучении различных полей. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 2 

ГРАДИЕНТ СКАЛЯРНОГО ПОЛЯ 

1. Определим скалярное поле как функцию, зависящую от точки р: 

Другими словами, будем считать, что за исключением координат точки /?, 
все остальные факторы являются константами. 

В общем случае предполагается, что данное поле является однозначной 
функцией. В основном мы будем изучать поведение этой функции в окрест-
ности ее регулярных точек, где поле ведет себя непрерывным образом. Од-
нако иногда мы будем рассматривать сингулярные точки, линии и поверхно-
сти, где поле терпит разрыв. 

2. Классическими примерами скалярных полей являются давление, высо-
та над уровнем моря, температура, время прихода волн и плотность горных 
пород. Помимо перечисленных полей, имеющих ясный физический смысл, 
к данному типу относятся также поля, которые вводятся для упрощения изу-
чения более сложных векторных полей. Примерами таких вспомогательных 
полей являются потенциалы гравитационного и электрического поля, а так-
же акустический потенциал. 

3. Исследуем теперь поведение скалярного поля Т(р) в окрестности его 
регулярной точки р. Для этого выберем некоторое направление / (рис. 1, а) 
и посмотрим, как вдоль этой кривой меняется рассматриваемое поле. Это 
изменение характеризуется производной Т(р) по длине дуги, т.е. 

Э т .. д т — = Iim — . (2) 
Э/ д/->о д/ 

Здесь AT обозначает разность значений функции T: 

а б т в 

T = Т(р). (1) 

/ 
Рис. 1. Градиент и производная по направлению 
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AT = T(P2)-T(P1)9 

а Al - расстояние между точками рх и р2. 
Из определения (2) следует, что производная ЭГ/Э/ характеризует величи-

ну относительного изменения поля T вдоль кривой /. Эта величина равна 
приращению AT9 деленному на соответствующий интервал Al. 

В общем случае производная ЭГ/Э/ меняется при изменении направления 
кривой /, проходящей через точку р9 т.е. в окрестности любой точки наблю-
дения существует бесконечное число производных. 

4. Все эти производные можно выразить через одну единственную век-
торную функцию, описывающую данное поле. Для того чтобы решить эту 
задачу, воспользуемся тем, что изменению длины дуги / соответствует изме-
нение координат точки xl9 X2 и х3. Связь поля Т(р) с координатами точки р и 
длиной дуги / показана на рис. 1, б. Используя цепное правило для произ-
водной, получим 

ВТ _ ВТ Bxl t дт Bx2 ^ дТ Bx3 

Bl Bxl Bl Bx2 Bl Bx3 Bl ' 

Ще 

Эдг, _ \ Bll Bx2 ^ ] Bl2 Bx3 _ 1 Bl3 

Bl H1 Bl9 Bl H2 Bl 9 Bl H3 Bl * 

так как метрические коэффициенты практически не меняются в пределах 
малых интервалов вдоль координатных линий Il912913. 

Равенство (3) записывается теперь как 

ВТ = I ВТ Bll ^ 1 ВТ Bl2 ^ 1 эг Bl3 ^ 

Bl H1 Bxl Bl H1 Bx2 Bl A3 Эдг3 Bl 

ИЛИ 

Э Г ^ Э Т Э ^ э т Э7 BIl ^ 

Bl Bll Bl Bl2 Bl Bl3 Bl ' 

Здесь Э/i, Э/2 и Э/3 - скалярные компоненты вектора dl вдоль координатных 
линий: 

-¾-= cos(l„ 1), ^ = COSfl2, 1), ^ = COSfl3, 1). 
Bl Bl Bl 

Следовательно, правую часть формулы (5) можно представить в виде скаляр-
ного произведения двух векторов: 

— = i, • grad Т. (6) 
Bl 

446 



Здесь 

I1 = CosO1, l)ij + cos(l2, l)i2 + cos(l3,1)i3 

является единичным вектором, характеризующим направление кривой / в 
точке /?, по которому берется производная. 

5. Вектор 

. ~ 1 дт . , 1 Э7 . , 1 ът . 
g r a d r ^ T " 1 1 

hX Ih Ъхг Лз Э*з 

ИЛИ 

g r a d r = ^ ! , + ^ ! , + ^ ! , (7) 
Э/, l̂2 э/3 

называется градиентом скалярного поля и, согласно формуле (6), любую 
производную по направлению скалярного поля ЭГ/Э/ можно представить 
через градиент. Из этого равенства также следует, что grad T указывает на-
правление максимального увеличения поля. Величина Igrad Л равняется мак-
симальной производной Э77Э/ в окрестности точки наблюдения (рис. 1, в). 
Это означает, что градиент характеризует только поведение поля. Следова-
тельно, он не зависит от всех других факторов и, в частности, от системы 
координат. Другими словами, вектор 

M = grad T 

инвариантен относительно замены координат. Смысл градиента виден из 
формулы (6), которая показывает, что вместо того, чтобы брать производ-
ную ЭТ/Э/ по длине дуги кривой /, достаточно просто спроектировать grad T 
на это направление. Чтобы подчеркнуть этот факт, запишем формулу (6) в 
виде 

f = g r a d J . (8) 
Ol 

Таким образом, производная скалярного поля по произвольному направле-
нию / является проекцией градиента на это направление (рис. 1, в). 

6. В качестве иллюстрации приведем выражения для grad T в различных 
системах координат. 

Прямоугольная декартова система координат 

х ЭГ . , Э7 . , Э7 , grad T = — 1 + — j + — к. 
Эдг ду dz 
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Цилиндрическая система координат 

g n d r . f l , + - 4 4 + f i , (9) 
OJC г ду Oz 

Сферическая система координат 

. ~ ЭТ . , 1 ЪТ. , 1 дт . grad T =— Io + Ifi + im. 
dR RdО KsinG Эф ф 

7. Градиент скалярного поля часто бывает удобно записать в следующем 
виде: 

grad T = VT. (10) 

Здесь V - оператор, имеющий различные выражения в разных системах ко-
ординат. Так, например, в прямоугольной системе координат 

V = i — + j — + k — . (11) 
dx Эу dz 

8. Во многих случаях приходится иметь дело с такими полями Г(\|/), ар-
гумент \|г которых сам является функцией координат. В этом случае можно 
записать 

i L = i I i v , * = 1 , 2 , 3 . 
dxk cty dxk 

Следовательно, как следует из первого соотношения (7), 

grad T = — grad \|/. (12) 
Эг\г 

Например, если поле является функцией расстояния между двумя точками: 

V = Lqpy 

то 

VT = - V L q p . (13) 
dL яр 



ПРИЛОЖЕНИЕ 3 

ВЕКТОРНЫЕ ПОЛЯ 

В В Е Д Е Н И Е 

Наша цель состоит в том, чтобы описать некоторые фундаментальные 
математические понятия, которые используются при изучении векторных 
полей различной природы. Гравитационные, электрические, магнитные и 
электромагнитные поля являются классическими примерами векторных по-
лей, описывающих определенные физические явления. Смещение, скорость 
и ускорение частиц среды, связанные с распространением акустических или 
упругих волн, также являются векторными полями. Каждое из указанных 
полей вызвано некоторым генератором, список которых приведен в табл. 1. 
В этой таблице Sm и Se - объемные плотности соответственно массы и заря-
да; Jc и е ЭЕ/Эt - плотности тока проводимости и тока смещения; ЭВ/Эt -
скорость изменения магнитного поля во времени. Наконец, Pa - это давле-
ние, вызванное деформацией среды. 

Из табл. 1 видно, что существует два типа генераторов векторного поля. 
Генераторы, относящиеся к первому типу, описываются скалярными функ-
циями, такими как масса, заряд или давление, и называются источниками. 
Второй тип - это вихри. К этому типу генераторов относятся jc, е ЭЕ/Эt и 
ЭВ/Э/, и распределение таких генераторов описывается векторными функци-
ями. 

Очевидно, что некоторые поля могут вызываться только источниками, а 
другие - только вихрями. Наконец, существуют поля, появление которых 
связано с наличием источников обоих типов. 

С физической точки зрения очевидно, что поведение поля определяется 
распределением генераторов. Поэтому естественно установить связь между 
каждым таким генератором и соответствующим ему полем. Такой подход 
используется при построении теории векторных полей. Поскольку существу-
ет два типа генераторов, мы выведем соответствующие этим типам два фун-
даментальных уравнения, играющих роль связующих "мостов" между вектор-
ным полем М(я) и его генераторами. Такой же подход будет использоваться 

Т а б л и ц а 1 

Поле Генераторы 
Гравитационное g 
Электрическое E 
Магнитное В 
Электромагнитное Е, В 

Смещения частиц s, связанные с акусти-
ческими волнами 

Массы S 
Заряды ъе 
Токи проводимости и молекулярные токи 
Скорость изменения магнитного поля ЭВ/Э/ и 
токи смещения е ЭЕ/Э/ 
Давление Pa 
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при изучении вспомогательных векторных полей, которые вводятся, чтобы 
упростить анализ реальных векторных полей. 

В принципе, можно было бы поступить и другим образом. Действитель-
но, поскольку векторное поле М(я) можно представить в виде 

М(р) = Af1(P)I1 + M2(P)I2 + M3(P)I3, 

изучение этого векторного поля можно свести к изучению трех скалярных 
полей Af1(P), Af2(P) и А/3(р). Однако такой подход полезен только в том слу-
чае, когда требуется задать поведение векторного поля в зависимости от точ-
ки наблюдения. 

1. ВЕКТОРНЫЕ ЛИНИИ 

Чтобы вывести соотношение, связывающее векторное поле с его источ-
никами, удобно ввести понятие векторной линии (линии тока). По опреде-
лению, каждый элемент d P векторной линии параллелен самому полю 
М, т.е. 

cos(M, с!Г) = 1. (1) 

Другими словами, в каждой точке поле M тангенциально линии векторного 
поля (рис. 1, а), т.е. элемент d r и вектор M имеют одни и те же направля-
ющие косинусы. 

Поэтому мы можем записать 

- — J ^ l о ) 
Mx M2 Mli ' 

Последнее соотношение представляет собой дифференциальное уравнение, 
задающее линии векторного поля. 

Здесь 

dl = dlx\x + dl2 X2 + dl3 i3. 

Поскольку линии векторного поля указывают направление поля в каждой 
точке, они наглядно демонстрируют геометрию векторного поля. Эти линии 
можно также использовать для иллюстрации поведения модуля Af как функ-
ции точки наблюдения р . С этой целью рассмотрим элемент поверхности 
dSm, расположенный в плоскости, перпендикулярной линиям векторного 
поля. 

Предположим, что число линий dN, пересекающих эту поверхность, 
прямо пропорционально модулю векторного поля 

dN = CtM dSm, (3) 

где а - некоторая постоянная, не зависящая от координат точки. 
Плотность линий векторного поля равняется 
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т.е. она увеличивается в тех местах, где поле более сильное, и наоборот. 
Важно различать два типа векторных линий, а именно: открытые и зам-

кнутые (рис. 1, в). Первый тип имеет концевые точки g*} и а у второго 
такие точки отсутствуют. 

Указанные точки являются геометрической моделью источников вектор-
ного поля (см. рис. 1, г, д, е). 

2. ЧИСЛО ВЕКТОРНЫХ ЛИНИЙ, ПЕРЕСЕКАЮЩИХ ПОВЕРХНОСТЬ 

По аналогии с действительными и комплексными числами можно ввести 
такое правило, которое позволит сосчитать количество векторных линий, 
пересекающих произвольную поверхность S (рис. 1, ж, з). Если линия пере-
секает поверхность S и угол между d r и dS не превышает тс/2, то осуществ-
ляется положительный переход через эту поверхность. По определению, в 
этом случае линии идут от задней к передней стороне поверхности. И наобо-

а б в 

г д е 
Электрическое Гравитационное Магнитное 

поле 

3 U К 

dS V M 

Рис. 1. Векторные линии (линии тока) 
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рот, если угол между d r и dS больше, чем тс/2, то переход является отрица-
тельным. Таким образом, полное число линий векторного поля, пересека-
ющих поверхность, определяется в общем случае разностью между количест-
вом векторных линий, дающих положительный и отрицательный вклад. 

Рассмотрим теперь частный случай замкнутой поверхности, изображен-
ной на рис. 1, з. В каждой точке поверхности нормаль n(dl = dS п) направ-
лена в сторону от объема V, окруженного поверхностью S. Если векторная 
линия не заканчивается внутри объема V, ее вклад равен нулю. Действитель-
но, когда данная линия пересекает поверхность от ее передней стороны к 
задней, то пересечение является отрицательным. После этого та же самая 
линия снова пересекает данную поверхность, но в обратной последовательно-
сти, проходя сначала заднюю, а затем переднюю стороны. В этом случае 
пересечение является положительным. Соответственно, полное число век-
торных линий равно нулю. Отсюда можно сделать вывод о том, что число 
векторных линий, пересекающих замкнутую поверхность, определяется чис-
лом концевых точек, заключенных внутри объема. Так, например, линия, 
имеющая внутри объема точку или , дает соответственно положитель-
ный или отрицательный вклад. 

Таким образом, число векторных линий, пересекающих замкнутую по-
верхность, равняется 

N = g;„-g-m- (4) 

Здесь g+
m и - полное число положительных и отрицательных точек 

внутри объема. 

3. П О Т О К В Е К Т О Р Н О Г О поля 

Введем теперь одно из основных понятий векторного анализа, а именно 
поток. Потоком dF векторного поля M ( р ) через элементарную площадку 
dS(p) (рис. 1, з) называется скалярное произведение 

dF = M - dS. (5) 

Поскольку 

dF = MdS cos (М, dS), (6) 

поток может быть положительным, отрицательным или равным нулю. В 
последнем случае поле M будет тангенциальным к площадке dS. 

Произвольную поверхность можно представить как сумму элементарных 
поверхностей. Тогда поток поля M через поверхность S равняется 

F = J M • dS. (7) 
S 

И, наконец, поток через замкнутую поверхность S определяется как 

F = ^M dS. (8) 
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Далее мы увидим, что последнее определение играет очень важную роль при 
изучении распределения источников. Для того чтобы оценить поток, выра-
зим его через число векторных линий. Рассмотрим сначала элемент dSm  

(рис. 1, б). Учитывая, что векторы dS"1 и M параллельны друг другу, поток 
векторного поля запишем как 

dF = M dSm. 

Отсюда, в соответствии с равенством (3), получим 

dF = -dN. (9) 
а 

Таким образом, в данном простейшем случае поток dF равняется, с точнос-
тью до константы, числу векторных линий, пересекающих поверхность dS"\ 
и, конечно, этот поток положителен. Рассмотрим снова элементарную по-
верхность dS, произвольно ориентированную относительно поля М. Из рис. 
1, и видно, что ее проекция dSm на плоскость, перпендикулярную полю М, 
есть 

dSm = dS cos(M dS). 

Поскольку число векторных линий, пересекающих поверхности dS и dSn\ 
одинаково, приходим к равенству 

dN = a M dSm = а M dS cos(M • dS) 
или 

dN = а M • dS = а dF. (10) 

Таким образом, как и в предыдущем случае, поток векторного поля с точ-
ностью до константы 1/а равняется числу векторных линий, пересекающих 
данный элемент: 

dF = — . (11) 
а 

Как мы уже знаем, обе величины dF и dN могут быть положительными, 
отрицательными или равными нулю. 

Обобщение на случай произвольной поверхности S очевидно: 

F = j M - d S = —/V, (12) 
s а 

ще N - полное число векторных линий, пересекающих поверхность 5. 

4. ПОТОК ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ ЧЕРЕЗ ЗАМКНУТУЮ ПОВЕРХНОСТЬ 

Пусть теперь поверхность S является замкнутой. В соответствии с форму-
лой (12) поток векторного поля через эту поверхность 
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flf/з P1 

dl, 
yCll2 

M dl 

Рис. 2. Поток через замкнутую поверхность. Дивергенция. Нормальные поверхности 

F = f M - d S = - i V . (13) 

Здесь N - число векторных линий, пересекающих замкнутую поверхность S. 
С учетом равенства (4) последнее выражение можно записать как 

fM-dS = V , 
ще 

Sm Sm Sm 

(14) 

(15) 

Таким образом, поток векторного поля через замкнутую поверхность опре-
деляется полным числом концевых точек внутри выделенного объема. Ра-
венство (14) является одной из основных формул теории поля, поскольку 
оно устанавливает связь между полем M и концевыми точками векторных 
линий, т.е. его источниками. Конечно, поразительный результат, описывае-
мый этим выражением, было довольно трудно предсказать заранее. Действи-
тельно, изменение поверхности S1 приводит к изменению величины и на-
правления поля M на S1, а также к изменению области интегрирования. 
Можно было бы ожидать, что поток F через новую поверхность S2 будет 
отличаться от того, который был для поверхности S1 (рис. 2, а). Однако в 
действительности, если эти поверхности окружают одинаковое число конце-
вых точек, то оба потока равны друг другу: 

<fM dS=jM dS. 
Si S2 
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Следует также заметить, что поток 

^ M d S 
.S 

не зависит от тех концевых точек линий векторного поля, которые распола-
гаются вне объема V. 

Итак, мы показали, что концевые точки являются геометрическими мо-
делями реальных источников. Рассмотрим в качестве иллюстрации гравита-
ционное, электрическое и магнитное поля. Из физических законов, управ-
ляющих поведением этих полей, следует, что 

j E - d S = — , ^g-dS = -Anym, J B d S = O. 
S eO S S 

Здесь AG и У- константы, ЕЙ Т - полный заряд и масса внутри объема, ок-
руженного поверхностью 5. 

Смысл формулы (14) особенно ясен в случае магнитного поля В. Суще-
ствует бесконечное количество магнитных полей различной величины и 
направления, однако во всех случаях поток поля В через замкнутую поверх-
ность равен нулю. Физический смысл этого результата состоит в том, что у 
данного поля нет источников (магнитных зарядов). 

Мы будем ассоциировать концевые точки с источниками даже тогда, ког-
да станем рассматривать вспомогательные поля, хотя в этом случае источни-
ки, конечно, являются фиктивными. Таким образом, формулу (14) можно 
записать как 

j M - d S = JfclQ, (16) 
S 

где кх - некоторая постоянная; Q - количество источников в объеме V, огра-
ниченном поверхностью 5. 

5. ДИВЕРГЕНЦИЯ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ 

Из формулы (14) следует, что поток 

J m d s 
S 

определяет разность между положительными и отрицательными источника-
ми: 

Q = G + - Q - (17) 
Тем не менее, он не характеризует их распределение внутри объема. Чтобы 
преодолеть этот недостаток, рассмотрим такой малый объем AV, в котором 
источники (положительные либо отрицательные) распределены равномерно. 
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Плотность источников в таком объеме можно определить следующим обра-
зом: 

Jm as 
I = Jcl -S-= Щр). (18) 

AV AV 

Здесь функция 8(р) равняется плотности источников, а отношение 

j M dS 
s = div M (19) 

AV 

называется дивергенцией векторного поля. 
Таким образом, 

div M = A1S(р), (20) 

т.е. дивергенция поля M в точке р определяет плотность источников в окре-
стности этой точки. 

Так, например, 

div g = - 4тс у 5„„ div E = — , div В = 0, (21) 

где 8тиде- соответственно объемная плотность и плотность зарядов. 
В частности, если источники в окрестности некоторой точки отсутству-

ют, то 
div M = O. 

6. ВЫРАЖЕНИЕ ДИВЕРГЕНЦИИ ЧЕРЕЗ ПРОИЗВОДНЫЕ 

Как следует из определения (19), для того, чтобы вычислить div М, не-
обходимо выполнить интегрирование по поверхности S. Это довольно гро-
моздкая процедура, и мы попытаемся заменить ее более простой операцией 
дифференцирования. 

С этой целью рассмотрим элементарный объем 

dV = dlxdl2dl3t (22) 

образованный элементами координатных поверхностей (см. рис. 2, б). По-
скольку данный объем ограничен координатными поверхностями, поверхно-. 
стный интеграл по каждой из сторон dS можно представить в виде скалярно-
го произведения 

M(рп) • dS, 

где рп - средняя точка указанной поверхности. 
Тогда поток запишется как 
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J m - d s = м ( р 2 ) • ds , (p 2 ) + M(P1) • d s ,(p.) + М(р 4) • ds 2 (p 4 ) 

+ M(P3) • dS2(p3) + M(P6) • dS3(p6) +M(P5) - dS3(p5). (30) 

Поскольку единичные векторы каждой из сторон направлены в сторону от 
объема, мы имеем 

IM. dS = M1(P2) CiSl(P2) + M1(P1) ClSl(Pl) +M2(P4) CiS2(P4) -

• M2(P3) CiS2(P3) + M3(P6) CiS3(P6) - M3(P5) CiS3(P5). (24) 

Учитывая, что расстояние dl между противоположными сторонами мало, 
предположим, что поток между ними изменяется линейно. Тогда вместо 
выражения (24) получим 

I M • d S - ш + ) + d(M3dS3) J 1 :*/ L л 
Э/, э/2 

Равенство (19) запишется в виде 

1 

Э/, 

div M = -

или 

div M = -
HxH2H3 

— (MxdSx)dlx + — (M2dS2 )dl2 + -^-(M3dS3)dl3  
_ ̂ A э/2 э/3 

Bjh2H3Ml) , B{hxh3M2) , B(hxh2M3)   1 1  
3*! Эх? Эх о 

(25) 

(26) 

(27) 

так как 

dlx = /Z1Afjt1, d/2 = h2dx2, dl3 = /i3djt3. 

Таким образом, мы заменили операцию интегрирования дифференцирова-
нием, и выражение (27) описывает дивергенцию векторного поля в произ-
вольной регулярной точке, где существуют производные вдоль координатных 
линий. В качестве примера приведем выражения для дивергенции векторного 
поля в различных системах координат. 

Декартова прямоугольная система координат 

BMx BM BMz div M = — - + — L + — - . 
Bx By Bz 

(28) 

Цилиндрическая система координат 

d ivM = -
Г 

В(гМг) эл/ вм. — + — - + / - — -
Bx Эф Bz 

(29) 
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Сферическая система координат 

div M = 
R2 sine 

d(R2sin QMr) ^ B(RsindMe) ^ B(RM9) 

BR Bd дф 
(30) 

По определению, дивергенция характеризует плотность источников, и, 
следовательно, при замене координат ее значение не изменится. Иными сло-
вами, div М, так же, как и grad Ty является инвариантом. 

7. ПОВЕРХНОСТНЫЙ АНАЛОГ div M 

Выражение (27) дивергенции векторного поля через производные спра-
ведливо только в регулярных точках, где поле M непрерывно. Однако это 
условие выполняется не везде, и поле M может иметь особенности. 

Пусть источники распределены по поверхности S с плотностью Е(р) 
(рис. 2, в). 

Применяя формулу (16) к элементарному цилиндру, получим 

M 2 . dS2 + M1 . dSt + j M - d S = Jt1 It(P) dS. (31) 

St 

Здесь 

dS2 = dSny dSj = -dSn, M2 и M1 

обозначают поле на противоположных сторонах цилиндра с боковой по-
верхностью St. 

С уменьшением высоты цилиндра поверхностный интеграл в формуле 
(31) исчезает, и мы получаем 

M 2 n ( P ) - M l n ( p ) ^ k l T ( P ) , ( 3 2 ) 

т.е. разность нормальных компонент поля определяется плотностью источ-
ников в данной точке. 

В частности, в тех местах, где плотность равна нулю, нормальная компо-
нента Mn является непрерывной функцией. 

Таким образом, мы получили соотношения трех типов между полем M 
и его источниками: 

^ M • d S = IclQy d iv M = ^ 1 S и M2n-Mln=IclIt. (33) 

8. ФОРМУЛА ГАУССА - ОСТРОГРАДСКОГО 

Предположим, что внутри объема Vy окруженного поверхностью S, поле 
M является непрерывным (рис. 2, г). По определению, число источников в 
элементарном объеме dV определяется как 
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div M dV = 5 dV. 

Следовательно, интефирование по объему дает 

J div MdV = IclQ. 
v 

С другой стороны, 

dS = IclQ, 
S 

и, соответственно, 

JdivMMV = $M-dS . (34) 
V S 

Последнее выражение - это известная формула Гаусса - Остроградского, 
которая имеет множество приложений и, в частности, играет основополага-
ющую роль при решении обратных задач. Это связано с тем, что соотноше-
ние (34) устанавливает связь между значениями поля на поверхности S j кото-
рые часто известны, и полем внутри объема. 

9. НОРМАЛЬНЫЕ ПОВЕРХНОСТИ Sm ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ M 

Найдем теперь связь между полем M и вторым типом генераторов - вих-
рями. Для этого удобно ввести понятие нормальной поверхности Sm (рис. 2, 
д), в каждой точке которой поле направлено вдоль единичного вектора 
нормали п, т.е. от задней стороны к передней. 

Как и в случае векторных линий, мы будем различать два типа нормаль-
ных поверхностей: открытые и замкнутые (рис. 2, д). Первый тип поверхно-
стей ограничен краевой линией Lm - ориентированной кривой, направление 
которой выбирается таким образом, чтобы поле M подчинялось правилу 
правой руки. Очевидно, что нормальные поверхности позволяют наглядно 
представить векторное поле М. Более того, с их помощью можно охаракте-
ризовать поведение его модуля М. С этой целью рассмотрим нормальные 
поверхности, проведенные через элемент dlm. Число этих поверхностей про-
порционально полю М: 

как это показано на рис. 2, е. 
Здесь следует сделать два замечания: 
а) подобно тому, как концевые точки векторных линий показывали рас-

пределение источников, краевые линии Lm нормальных поверхностей пред-
ставляют собой геометрическую модель вихрей; 

б) несмотря на то, что нормальные поверхности Sm можно ввести только 
для определенного класса векторных полей, их, тем не менее, очень удобно 
использовать. 

dN = P M dr, (35) 
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10. ЧИСЛО НОРМАЛЬНЫХ ПОВЕРХНОСТЕЙ, 
ПЕРЕСЕКАЮЩИХ ОРИЕНТИРОВАННУЮ КРИВУЮ 

Введем, как и в случае векторных линий, правило, позволяющее вычис-
лять число нормальных поверхностей, пересекающих произвольный элемент 
кривой dl. Это правило очень простое. Если угол между dl и M не превы-
шает 71/2, то пересечение считается положительным. В противном случае, 
когда этот угол больше, чем гс/2, пересечение является отрицательным (рис. 
3, а). Если ориентированная кривая / имеет конечную длину, то полное чис-
ло нормальных поверхностей, пересекающих данную кривую (рис. 3, 6), рав-
няется разности положительных и отрицательных пересечений. Рассмотрим 
наиболее важный случай, когда кривая / замкнута. Предположим сначала, 
что краевые линии Lm не пересекают поверхность, ограниченную кривой / 
(рис. 3, в). В этом случае число пересечений N нормальных поверхностей 
также равняется нулю. Действительно, каждая из нормальных поверхностей 
Sm имеет два пересечения с кривой /, одно из которых является положитель-
ным, а другое - отрицательным. Таким образом, полное число пересечений 
//равняется нулю. Другой случай показан на рис. 3, г. Две нормальные по-
верхности пересекают кривую /, однако их пересечения имеют противопо-
ложные знаки, так что полное число пересечений N по-прежнему равно 
нулю. Из рисунка также видно, что две краевые линии Lm пересекают по-
верхность S в противоположных направлениях. Следовательно, число таких 
линий, пересекающих поверхность S, ограниченную кривой /, также равно 
нулю. Очевидно, что в общем случае, показанном на рис. 3, д, полное чис-
ло пересечений нормальных поверхностей с замкнутой кривой равняется 

N = Lm
+-Lm_. (36) 

в г д M 

Рис. 3. Нормальные поверхности и их краевые линии 
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Здесь L"l и L'" - полное число положительных и отрицательных пересече-
ний краевых линий нормальных поверхностей с поверхностью S. 

11. ЦИРКУЛЯЦИЯ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ 

Введем еще одно фундаментальное понятие векторного анализа, а имен-
но циркуляцию векторного поля. Рассмотрим сначала скалярное произведе-
ние 

dV = M • dl = M dl cos(M, dl). (37) 

По определению, dV может быть положительным, отрицательным или рав-
ным нулю. 

Поскольку кривую / можно представить в виде суперпозиции элементар-
ных перемещений, имеем 

V = J M • dl. (38) 

В частности, для замкнутой кривой это выражение дает 

V = f M dl. (39) 

Для того чтобы понять смысл последнего интеграла, мы свяжем функцию V 
с числом пересечений пути / нормальными поверхностями. С этой целью 
рассмотрим несколько случаев. Прежде всего, из формул (35) и (37) для 
элемента дуги dlm получим 

dN = P dV 

или 

dV = — , (40) 
P 

где dNudV- положительные, поскольку направления векторов dl и M сов-
падают (рис. 4, а). 

Предположим теперь, что ориентация элемента dl относительно поля M 
является произвольной. Поскольку его проекция dlm на направление поля M 
пересекает одинаковое число dN нормальных поверхностей, мы имеем 

dN = р M dr = P M dl cos(M, dl), 

т.е. 
dN = р M • dl = р dV 

или 

dV = — . (41) 
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В отличие от предыдущего случая (см. рис. 4, а), здесь dV может быть 
положительным, отрицательным или равным нулю. 

Поскольку произвольную кривую / можно представить в виде суммы эле-
ментарных перемещений dl, полное число пересечений равняется 

N N = B f M dl или V = 
P 

(42) 

Таким образом, во всех перечисленных выше случаях функция V выражается 
через положительные и отрицательные пересечения нормальных поверхнос-
тей Sm. Если кривая - замкнутая, что для нас является наиболее важным слу-
чаем, то в соответствии с формулой (36) мы имеем 

^ M - d l = - ( £ / " - L w ) = — . 
1 P - P 

(43) 

Таким образом, мы приходим к основополагающему результату, состоящему 
в том, что циркуляция векторного поля 

а 
M i 

dl" 

б 

S Si 

W 

A S 

AS 

AS 

rot M B0 

AS0 
Рис.4. Циркуляция и ротор 
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f M d I 

характеризует число тех краевых линий нормальных поверхностей, которые 
пересекают поверхность, ограниченную контуром интегрирования /. Как уже 
отмечалось ранее, линии обрыва Lm являются геометрической моделью вих-
рей, и именно поэтому формула (43) имеет такое важное значение. Напри-
мер, из законов физики известно, что циркуляция гравитационного и элект-
рического полей равна нулю: 

J g dl = O и j E - d l = 0. 

Такое поведение легко объяснимо, поскольку единственными генераторами 
этих полей являются массы и заряды. 

С другой стороны, в случае магнитного поля В, порожденного токами 
проводимости, мы имеем 

f b c i l = ^ 0 / , (44) 
I 

г д е / - т о к через произвольную поверхность 5, ограниченную кривой / (рис. 
4, г). 

По определению, ток является потоком вектора плотности тока j : 

/ = J j d S 

и, соответственно, 

/ = J B d l = JLi0Jj dS. (45) 
/ S 

Существенно, что векторные линии поля j , а также краевые линии Lm явля-
ются замкнутыми, и это поле характеризует распределение вихрей. Другой 
пример ненулевой циркуляции - это электромагнитная индукция. Из закона 
Фарадея следует, что 

J E d l = - — , (46) 
dt 

где 

i £ = < f d B d S (47) 
dt I dt 

а ЭВ/Эt - вектор плотности вихрей, порождающих электрический ток. 
Таким образом, в обоих примерах циркуляция определяется потоком век-

тора плотности вихрей. Сравнение выражения (43) с формулами (45) и (47) 
позволяет переписать последнее равенство в следующем виде : 
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f M dl = * 2 f W dS. (48) 
/ s 

Здесь Ic2 - постоянная, W - плотность вихрей поля M (рис. 4, д). 
Соотношение (48) связывает поле M и его генераторы - вихри. Оно 

представляет собой второе фундаментальное соотношение теории поля. 

12. РОТОР ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ 

Циркуляция имеет те же недостатки, что и поток через замкнутую по-
верхность, а именно, она не описывает в общем случае распределение вих-
рей. Чтобы найти вектор плотности вихрей W, рассмотрим малую замкну-
тую кривую /, лежащую в некоторой плоскости, и предположим, что рас-
пределение этого вектора на поверхности ASy ограниченной контуром /, 
является равномерным. Как видно из рис. 4, еу поток вектора W и, следова-
тельно, циркуляция 

jMd\ 

существенно зависят от ориентации поверхности AS. Пусть AS находится в 
плоскости, перпендикулярной вектору W (рис. 4, ж). Тогда из формулы 
(48) следует, что 

^M-M = Jc2WAS 
I 

или 

f M J U * ^ . 
AS 

Вектор 

{ м dl 
rot M = 1 n = Jc2W 

AS 

называется ротором векторного поля М, и 

W = Wn y 

где п - единичный вектор, перпендикулярный поверхности AS. 
По определению, модуль rot M равняется, с точностью до константы, 

плотности вихрей Wy а его направление совпадает с направлением вихря. 
Следует заметить, что направления векторов dl и W подчиняются правилу 
правой руки. В тех точках, где вихри отсутствуют, 

rot M = O. (51) 

В частности, последнее равенство выполняется везде в случае электрического 
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и гравитационного полей, а также в случае поля смещения частиц, связанно-
го с акустическими волнами в однородной среде. 

13. ВЫРАЖЕНИЕ РОТОРА ЧЕРЕЗ ПРОИЗВОДНЫЕ 

Как и в случае дивергенции, интегрирование в формуле (50) удобно за-
менить дифференцированием. С этой целью введем вектор С таким образом, 
чтобы его компонента вдоль любого направления р (рис. 4, з) определялась 
как 

Из равенства (48) следует, что каждая из компонент вектора С прямо 
пропорциональна потоку вихрей через соответствующую элементарную по-
верхность. Следовательно, максимальное значение указанной компоненты 
наблюдается, когда направление р совпадает с направлением вихрей, т.е. 

Другими словами, выражения (50) и (52) описывают один и тот же вектор, и 
это дает нам возможность найти компоненты rot M вдоль координатных 
линий (рис. 5, а). Рассмотрим сначала кривую, лежащую в координатной 
плоскости S1. Выполняя интегрирование, получим 

^ M dl 

(52) 

а б в 
rot M 

/ 

г 

У\ 

д 

У(х) 

е 
Z. U(x,y,z) 

My 

(х,у) Mx 

0\ 
1 | > 

х-Ax х JC +АЛ: х 

Рис. 5. Лапласиан и ротор 
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j M dl = M(P 2) - dl ,(p2) + M(P1) • dl3(p.) + M(P4) • dl2(p4) + 

+ M ( P 3 ) . Cll2(P3) = M3(P2) dl3(p2) - M3(P1) dl3(Pi) -M2(P4) dl2(p4) + 

+M2(P3) dl2(p3). (54) 

Поскольку длины dl2 и dl3 малы, можно предположить, что компоненты 
поля и перемещения меняются линейно. Тогда соотношение (54) переписы-
вается как 

j M . d l = ¾ , . ¾ 

или 

Tot1M = 
dl2dl3 

э/, 

Э (M3Cil3)dl Z(M2Cll2) 

Э Z2 э/, 
dL (55) 

Аналогично, интегрирование вдоль элементарных замкнутых кривых, лежа-
щих в координатных плоскостях S2 и S3 дает 

r o t , M = -
d\dl3 

Э( M1O1) Э( Af3^Z3) 

ЭД V1 
(56) 

ro t 3 M = 
M^l2 эд 

(57) 

Легко проверить, что последние три равенства эквивалентны следующему 
выражению: 

r o t M = -
hXhIhI 

Ziji1 K1X2 h3\3  

Э Э Э 
3JCJ ЭДГ2 ĴC3 

/I1M1 /I2M2 H3M3 

(58) 

которое характеризует распределение вихрей в регулярных точках волнового 
поля, где его компоненты являются непрерывными функциями. 

Ниже приводятся выражения компонент rot M в простейших системах 
координат. 

Декартова прямоугольная система координат 

TOtjrM = — 
by dz 
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rotvM = 
вмх вм2 

Bz Bx 

BM BMx TOtzM = — -
Bx By 

(59) 

Цилиндрическая система координат 

TOtfM = -
Г 

BMZ э ( г л / ф ) 

TOtmM = 

Эф Bz 

BMr BM2 

Bz Br 

Tot2M = -
г 

Э(гМф) BMr  

Br Эф 

(60) 

Сферическая система координат 

rotflM = — 

TOtftM -

R sinO 

1 
Я sine 

B(RsinQM19) B(RMQ) 

эе Эф 

BMr B(RsmQMfp)  

Эф BR 

TOt9M = ^ 
V R 

Э(гМ9) BMR 

BR эе 

(61) 

Ротор векторного поля описывает распределение вихрей и так же, как 
grad T и div М, инвариантен к замене координат. 

14. ПОВЕРХНОСТНЫЙ АНАЛОГ rot M 

Как мы знаем, соотношение (58) можно использовать только в регуляр-
ных точках. Найдем теперь соотношение между полем M и вихрями W5, 
распределенными на поверхности S. Применяя формулу (48) к кривой /, 
лежащей в плоскости, перпендикулярной к вектору W s (рис. 5, б), получим 

M 2 • dl2 + M1 • dlj = Jc2Wsdl 

или 

M2l-Mll = Ic2Ws, (62) 
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поскольку 

Ctl2 = -ClI 1 

и расстояние h между двумя сторонами поверхности стремится к нулю. 
Здесь Mu и M2t - тангенциальные компоненты поля на разных сторонах 

поверхности. 
Соотношение (62) можно записать как 

п х ( M 2 - M 1 ) = Jk2Wst (63) 

откуда видно, что разность тангенциальных компонент определяет плотность 
и направление вихрей на поверхности. Например, в случае поверхностных 
токов i 

п х (B2 - B1) = Mo». 

Таким образом, мы получили три вида соотношений, связывающих поле M 
и его источники - вихри: 

$ M • dl = &2 $ W • dS, rot M = Jc2W, 
l S 

и (64) 

U X ( M 2 - M 1 ) = ^2Ws. 

15. ФОРМУЛА CTOKCA 

Рассмотрим произвольную замкнутую кривую / и поверхность 5, ограни-
ченную этой кривой (рис. 5, в). 

Из формулы (50) следует, что скалярное произведение 
rot M • dS 

задает поток вектора плотности вихрей W через элементарную площадку 
dS. С точностью до постоянной Jc2 поток через поверхность S определяет-
ся как 

J r o t M d S . 
S 

С другой стороны, этот же поток можно выразить через циркуляцию (см. 
формулу 48) поля. Отсюда получим 

^ M d l = J r o t M d S . (65) 
I S 

Это соотношение представляет собой известную формулу Стокса, связываю-
щую значения поля M вдоль замкнутой кривой / с его значениями на по-
верхности S. Формулу Гаусса - Осгроградского и формулу Стокса можно 
рассматривать как соотношения, связывающие поле и его генераторы: ис-
точники и вихри. 
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f В качестве иллюстрации формулы Стокса рассмотрим поле M на плос-
кости XOY (рис. 5, г), где 

dl = dx i + cly j , dS = dxdy 

и 
М = МЛ\ + МУ}. 

Предполагая, что 

BMx = эму = 0 

dz dz 

мы вместо равенства (65) получим 

j(Mfdx + Mydy) = J dz dz 
dS. (66) 

В дальнейшем используем это соотношение для того, чтобы продемонстри-
ровать некоторые замечательные свойства комплексной переменной. 

16. СИСТЕМА УРАВНЕНИЙ ВЕКТОРНОГО ПОЛЯ 

Согласно формулам (33) и (64), существует два основополагающих соот-
ношения, связывающих поле M и его генераторы: 

f M - d S = Jfc1C, d i v M = JfclS, M2n-Mln = IclI, 

S 

и (67) 

jM-d\ = k2j\V-dSy rot Ш = к2 W , O X ( M 2 - M 1 ) = Jfc2W5. i s 

Если поле известно, то данные соотношения можно использовать для на-
хождения генераторов этого поля. И наоборот, если поле неизвестно, то 
соотношения (67) представляют собой систему уравнений, в результате реше-
ния которой это поле можно будет найти. 

Например, в регулярных точках 

rot M = Jfc2W, div M = Jfc1S. (68) 

Следующие примеры физических полей являются конкретными приме-
рами данной системы. 

Гравитационное поле 

r o t g = 0 , d i v g = - 4 TCYS. 
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Электрическое поле 

rot E = O, div E = — . 

Магнитное поле 

rot В = j , div B = O. 

Электромагнитное поле 

r o t E = div E = А 
Эг е0 

rot B = M 0 ^ j c + e ^ J , div B = O. 

Эти примеры ясно показывают, что существует следующие три типа вектор-
ных полей: 

а) поле источников, для которых 

r o t M = 0, div M = ^ 8 . (69) 

Это поле порождается только источниками; 
б) вихревое поле: 
rot M = A2Wf div M = 0 (70) 

По определению, это поле не имеет источников; 
в) поле М, порожденное генераторами обоих типов. Такое поле подчиня-

ется уравнениям (68). 
Покажем теперь, что произвольное поле M можно представить в виде 

суммы трех полей. Действительно, можно записать 

M = M1 + M2 + M3, (71) 

где поля M1 и M2 удовлетворяют соответственно уравнениям (69) и (70), а 
поле M3 вообще не имеет генераторов, т.е. 

r o t M 3 = 0, div M 3 = O. 

Поскольку 
div M1 + div M 2 + div M 3 = div (M1 + M2 + M3) 

и 
rot M1 + rot M 2 + rot M 3 = rot (M1 + M2 + M3), 

поле M является решением уравнения (68). Равенство (71) составляет сущ-
ность теоремы Гельмгольца, играющей важную роль при изучении различ-
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рых векторных полей. Следует заметить, что в общем случае поля M1 , M2 и 
M 3 связаны друг с другом. 

17. СКАЛЯРНЫЙ И ВЕКТОРНЫЙ ПОТЕНЦИАЛЫ 

Система уравнений (68) состоит из четырех обыкновенных дифференци-
альных уравнений первого порядка и, в принципе, позволяет найти три ком-
поненты векторного поля и его генераторы. Конечно, решить такую систему 
4)чень сложно. Чтобы упростить эту задачу, введем понятие потенциала. Pac-
,смотрим сначала поле источников, которое подчиняется равенствам (69). Из 
первого уравнения этой системы следует, что 

M = grad U 

или (72) 

Tiyf 1 BU . , 1 эи . 1 Эи . M = 11 + 12 + 13, 
Zi1 Эх{ H2 Эх 2 ' h3 Эл'3 

t^e U - произвольная функция, имеющая первую производную. Из определе-
ния (58) видно, что всегда выполняется следующее равенство: 

rot grad U = О 

«ли 

A1I1 A 2 I 2 h3h 
1 э Э Э 

H1H2H3 Эх, Эх 2 Эх3 

1 эи 1 эи 1 эи 
А, ЭХ, K2 Эх2 H3 Эх3 

= 0. (73) 

Кроме того, вместо формулы (72) можно записать 

M = -grad U. (74) 

Таким образом, мы показали, что произвольное поле источников M можно 
представить через скалярную функцию U. Этот результат имеет очень боль-
шое практическое значение, поскольку скалярное поле всегда легче изучать, 
чем векторное. Функцию U обычно называют скалярным потенциалом век-
торного поля М. Поскольку существует бесконечное число функций Uy ха-
рактеризующих одно и то же векторное поле M (эти функции могут отли-
чаться друг от друга, например, некоторой постоянной), скалярный потенци-
ал вряд ли имеет какой-то физический смысл. 

Для того чтобы описать поведение потенциала, подставим равенство (72) 
во второе уравнение (69). Это дает следующий результат: 

div grad U = кх Ъ 
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или 
V2U = A U = k f i . (75) 

Выражение, стоящее в левой части равенства (75) называется лапласианом 
потенциала £/. С учетом соотношений (27) и (72) имеем 

/ . 
1 

A1 A2ZF3 

Э J A2A3 Э£/ j Э ( A1A3 Э^/ j ( Э 

Эдс1 ^ A1 Эд-j J дх2 Vv A2 Эд:, ) d * 3 

^h2 ЭУ 

\ Лз ^ з / J 
= k f i . (76) 

Таким образом, вместо системы уравнений (69) мы получили дифференци-
альное уравнение в частных производных второго порядка относительно по-
тенциала U. Поскольку лапласиан характеризует плотность источников, он 
инвариантен относительно замены координат. 

Рассмотрим далее вихревое поле, описываемое системой уравнений (70). 
Из второго уравнения этой системы: 

div M = О 

следует, что 
M = rot А. (77) 

Используя соотношения (27) и (58) легко убедиться в справедливости следу-
ющего тождества: 

div rot А = 0. (78) 

Как и в случае скалярного потенциала, существует бесконечное число 
векторных функций А, описывающих одно и то же поле М. Например, та-
кие функции могут отличаться друг от друга только градиентом некоторой 
функции: grad <р. Чтобы получить уравнение для векторного потенциала А, 
подставим выражение (77) в первое из уравнений (70). Это дает 

rot rot А = A2W. (79) 

Воспользуемся теперь соотношением 

rot rot А = grad div А - V2A, 

которое можно проверить, проанализировав каждую из компонент в левой и 
правой части. 

Тогда вместо равенства (79) мы приходим к выражению 
grad div A - V 2 A = A2W. (80) 

Поскольку существует бесконечное количество функций А, о п и с ы в а ю щ и х 

одно и то же поле М, выберем среди них ту, которая удовлетворяет ра-
венству 

div A = O. (81) 

Уравнение (80) тогда заметно упрощается, и мы получаем 
V2A = -A 2 W. (82) 
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Таким образом, мы выразили поля источников и вихрей через скалярный и 
векторный потенциалы: 

M1 = grad U и M2 = rot А. 

В общем случае векторное поле (71), вызванное источниками и вихрями, 
можно представить как 

M = grad U + rot А. (83) 

Это равенство представляет собой другую форму теоремы Гельмгольца. Что 
касается поля M3 из формулы (71), то его можно выразить как через ска-
лярный, так и через векторный потенциал. Таким образом, информация об 
этом поле уже содержится в выражении (83). 

18. ЛАПЛАСИАН И ЕГО МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СМЫСЛ 

Мы видели, что скалярный потенциал, описывающий поля источников, 
удовлетворяет уравнению 

V2U = AU = div grad U = k f i . 

Хотя с физической точки зрения очевидно, что лапласиан определяет плот-
ность источников, полезно также обсудить его математический смысл. Для 
этого обратимся к уравнению (76) и запишем его в декартовой системе коор-
динат. 

Полагая Zzl = H2 = Zi3, получим 

+ + = ( 8 4 ) 
Эх ду~ Bz 

Рассмотрим сначала функцию у(х) и выразим ее первую и вторую производ-
ные через значения самой функции. Как видно из рис. 5, д, первую произ-
водную можно записать как 

У + - у ) = W x + > " >1 • 

и 

у'[х-^У±-[у(х)-у(х-Ах)]. 

Следовательно, вторая производная в точке х определяется выражением 

У"(х) = —!— [у^ + ^c) + у(х - Ax) - 2у(х)] 
Ш) 

или 
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^ = ^ [ T W - ? ( * ) ] , (85) 
а* (д*> 

ще 

yav(x) - У(х + Ьх) + у(х - Ах) 
2 

является средним значением функции в окрестности точки х. 
Пусть 

Уу/дх2 = 0. 

Это означает, что функция у(х) в окрестности точки д: ведет себя линей-
ным образом. Линейные функции представляют собой простейший класс 
функций у(х). Соответственно, вторую производную с¥у/дх2 можно тракто-
вать как меру отклонения функции от ее линейного поведения в окрестности 
некоторой точки. 

Рассмотрим теперь левую часть уравнения (84). Из рис. 5, е следует, что 

Щ- = -1TШх + Ах, у, z)+U(x - Ах, у, z) — W(P)I 
Эде (AJC) 

Ц = —Ц-[Щх, у + Ay, z)+U(x, у— Ay, z) — 2U(p)], 
Ъу (Ay) 

Ц- = —Ц-Wx, y,z + Az) + U(x,y,z-Az)-2U(p)]. 
dz2 (Дг)2 

Полагая 

Ад: = Ay = Az = И, 

получим 

V2U = Ar 
A2 

YtVi-Wip) 
L i= I 

ИЛИ 

V2U = ^lUav(P)-U(P)I (86) 
и2 

Здесь точка р является центром куба, Ui - значения потенциала на разных 
сторонах данного объема, a Uav(p) - среднее значение потенциала. 

Таким образом, если потенциал в точке р удовлетворяет уравнению Ла-
пласа 

V2U = О, 

то его значение в этой точке совпадает со средним: 
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F Uao(P) = U(P). (87) 

Функции, подчиняющиеся этому условию, называются гармоническими. По 
существу они представляют собой обобщение линейных функций на двух- и 
трехмерный случай. Таким образом, значение лапласиана V2U характеризует 
отклонение потенциала от гармонической функции. 

19. Согласно равенствам (75) операцию 

div grad U 

можно записать как 

div grad U = W2U. 

Здесь V - оператор, имеющий следующий вид: 
V7 1 э . , 1 э . 1 а . V = 11 + 12 + 13. 

A1 Э-Xj H2 Bx1 A3 Элгз 

(89) 

Соответственно, 

grad U = VUi div M = V - М, 

rot M = V х М, div grad U = V (VU) = V2 = А. 

20. Получим еще два полезных соотношения, используя формулу Гаусса -
Остроградского: 

J V - M r f V = j M - d S . (90) 
V S 

Полагая 

M = Vt/ , 

получим первую формулу Грина: 

[V2UdV =j — dS. (91) 
V 5 дп 

Предположим, что 

M = срVf/ - U Vcp. 

Подстановка этого выражения в равенство (90) дает вторую формулу Грина 

UyV2U - lN2v)dV = j f c p — - U^)dS, (92) 
у Л Bn BnJ 

так как 

V(cpVl/ - ( /V<p) = yV2U + VyVU- UV2<p -VU Vy = с\>V2U - UV2y. 
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21. В заключение приведем несколько полезных формул для в 
производных от различных произведений: 

V ( 9 i 9 2 ) = <PiV<p2 + q>2Vq>,, 

V- (ф а) = cpV- а + a-Vcp, 

Vx (ф а) = <pV х а + (Vф х а), 

V- (ах b) = b • Vx а - a-Vx b. 



ПРИЛОЖЕНИЕ 4 

КОМПЛЕКСНЫЕ ЧИСЛА 

ВВЕДЕНИЕ 

В течение долгого времени использовались только положительные и от-
рицательные действительные числа, которые подразделяются на целые и 
дробные. Последние, в свою очередь, могут быть рациональными и ирраци-
ональными. Все эти числа характеризуются абсолютной величиной и зна-
ком, и их можно представить как точки на прямой, например, на оси л 
(рис. 1). При этом расстояние от нуля до некоторой точки равняется абсо-
лютной величине соответствующего числа. 

Затем появились математические задачи, в которых потребовалось ввести 
другие, не действительные числа. По определению действительного числа л 
его квадрат всегда является числом положительным: л2 > 0. Следовательно, 
алгебраическое уравнение 

J C 2 + 1 = 0 ( 1 ) 

не может иметь действительных корней, поскольку 

(2) 

Чтобы найти решение этого уравнения, ввели новое число, которое называ-
ется мнимой единицей /. Как следует из уравнения (2), 

X=^Pl = L (3) 

Основное свойство этого числа состоит в том, что его квадрат равен минус 
единице: 

Рис. 1. Комплексная плоскость 
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/2 = -1 . 
Соответственно, 

/3= ; ; 4 -i f / 4 = 1 , i 5 = / , i 6 = - i f i 7 = - / 

(4) 

И т.д. 
Естественным обобщением этого числа является произведение действи-

тельного числа у на мнимую единицу /, дающее чисто мнимое число 

которое удобно наносить вдоль оси у (см. рис. 1). 
Четыре простейшие операции над мнимыми числами, а именно суммиро-

вание, вычитание, умножение и деление выполняются точно так же, как и с 
действительными числами, но с учетом равенства (4). 

1. КОМПЛЕКСНОЕ ЧИСЛО И ЕГО АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ФОРМА 

Следующий шаг - это введение комплексного числа, которое является 
суммой двух чисел, действительного и мнимого: 

Z = X+ гу. (6) 
Здесь х и у называются действительной и мнимой частью комплексного чис-
ла и записываются как 

х = Re z и у = Im z. (7) 

Они изменяются в следующих пределах: 
- OO < X < OO и - OO < J < сю. 

Равенство (6) задает комплексное число в алгебраической форме. Число z 
удобно изображать как точку на плоскости, показанной на рис. 1. Эту плос-
кость обычно называют комплексной плоскостью. 

Рассмотрим теперь основные операции над комплексными числами, 
представленными в алгебраической форме. Суммирование и вычитание двух 
комплексных чисел 

Z1= X1 + iyx и Z2 = X2 + Iy2  

выполняется следующим образом: 

т.е. указанные операции производятся отдельно для действительных и мни-
мых частей. 

Операция умножения записывается как 

= = (х2 + iy2) (X1 + гу,) = ад + /2J2^i + 'feVi + У2х,), 
или Z3 = JC3 + гу3, 
Ще 

*3 = Х\Х2 - уху19 у3 = ДС£У, + XJ2. (9) 

У I, (5) 

Z3 = Z2 ± Z1= (X2 ± X1) + i(y2 ± ух) (8) 
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Прежде чем рассмотреть частное двух комплексных чисел, полезно ввес-
ти число 

Zt = X-Iyi (10) 

комплексно сопряженное числу 

z=x + iy. 

Таким образом, действительные части чисел z и z* совпадают, а мнимые 
части различаются знаком. Взаимное расположение z и z* показано на 
рис. 1. Из равенств (9) следует, что произведение z и z* является действитель-
ным числом. Действительно, перемножая эти числа, получим 

zz*=*2 + / . (11) 

Последнее равенство позволяет нам определить операцию деления двух ком-
плексных чисел: 

Z3 = Z2I Zx. 

Это отношение можно представить как 

или 
- -U2 +'>2 )(*! -hi) L 7 — . 

Следовательно, 

Х з у ъ ~*гУ1ш ( 1 2 ) 
xI +У\ ' xf+yf 

Заметим, что два комплексных числа равны 

Z1 = Z2, 

если равны их действительные и мнимые части: 

X1=X2 и у{= у2. 

Однако в отличие от действительных чисел, неравенства 
Z2 > Z1 ИЛИ Z2 < Z1 

не имеют никакого смысла. 

2. ТРИГОНОМЕТРИЧЕСКАЯ ФОРМА КОМПЛЕКСНОГО ЧИСЛА 

Для того чтобы определить степень и корень из комплексного числа, 
представим его в другой форме. Из рис. 1 видно, что положение числа на 
комплексной плоскости можно определить параметрами г и ср. Здесь г явля-

479 



ется расстоянием от начала координат до точки и называется модулем ком-
плексного числа. Второй параметр, <р, называется аргументом комплексного 
числа, и это угол между действительной осью х и радиусом г. Оба параметра 
изменяются в следующих пределах: 

0 < г < о о и 0 < <р < 2 я . (13) 

Предполагается, что модуль г - всегда число положительное. Если точка, 
описывающая комплексное число, движется против часовой стрелки, ее ар-
гумент увеличивается. В частности, аргументы всех положительных мнимых 
чисел равны л/2, а для отрицательных мнимых чисел <р = к . 

Из приведенного на рис. 1 треугольника следует, что 

X = г cos ф и у = г sin ф. (14) 

Соответственно, формулу (6) можно переписать как 

z = r(cos ф + i sin ф). (15) 

Последнее выражение задает тригонометрическую форму комплексного 
числа. Очевидно, что равенства (14) устанавливают связь между алгебраичес-
кой и тригонометрической формами. Операции суммирования и вычитания 
для обеих форм выполняются одинаковым образом. 

Рассмотрим теперь как записывается произведение комплексных чисел, 
представленных в тригонометрической форме: 

z, = T1(O)S ф1 + i sin ф^, Z2 = r2(cos ф2 + i sin ф2). 

В этом случае имеем 

Z3 = Z1Z2 = r{r2[(cos ф2 cos фj - sin ф2 sin ф^ + 

+ /(sin ф2 cos ф, + sin ф1 cos ф2)] 

или 

Z3 = r,r2[cos(q>2 + ф!> + / sin(92 + ф,)], (16) 

так как 

sin(92 ± Ф^ = sin ф2 cos ф, ± sin ф, cos ф2 

и 

С08(ф2 ± ф|) = cos ф2 cos ф! + sin ф2 sin ф Р 

Таким образом, в соответствии с (16) 

r3 = гхг2 и Фз = ф, + ф2. (17) 

Следовательно, тригонометрическая форма очень удобна для выполнения 
операции умножения. Аналогично, произведение нескольких комплексных 
чисел запишется как 
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z = Z1 • Z2- Z3 • ... • Zn = r(cos <p + i sin ф), 

ще 

r = г, . r 2 . r 3 . .... r„ и Ф = Ф , + Ф 2 + Ф 3 + . . . + Ф Я . (18) 

Деление двух комплексных чисел приводит к следующему выражению: 

2 — LL — г2 costP 2 + *siny2  
3 Z1 г, C o s y 1 H - Z s i n y 1 

ИЛИ 

2ц = ~ ( c o s ф2 + i sin ф2) (cos ф| - i sin ф,), 
ri 

так как 

(cos ф, + / sin ф,) (cos ф, - / sin ф,) = 1. 

Поэтому мы получаем 

Z3 = — [С08(ф2 - ф!) + / 8Ш(ф2 - ф!)] 
г\ 

ИЛИ 

Z3=-S- и Фз = Ф2 -Фп (19) 
rI 

откуда видны преимущества данной формы комплексного числа. 
Рассмотрим теперь степень комплексного числа 

W = z\ (20) 

Здесь 
z = r(cos ф + i sin ф) 

и 

W = R(cos 0 + i sin 0). 

Из выражений (18) следует, что 
R = Г" И 0 = Д 1 Ф . (21) 

Таким образом, для того, чтобы вычислить степень комплексного числа, 
нужно найти степень его модуля г", а аргумент ф умножить на п. 

В частности, если г = 1, равенство (20) записывается как 

(cos ф + i sin ф)" = cos п ф + / sin п ф. (22) 

Последнее соотношение - это хорошо известная формула Муавра, которая 
позволяет заметно упростить вычисление произведения комплексных чисел, 
а также применяется для многих других целей. Полагая, например, п = 2, 
получим 
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cos 2ф = cos2 ф - sin2 ф, 

sin 2ф = 2 sin ф cos ф. 

Определим теперь операцию взятия корня из комплексного числа: 

W = zn. (23) 
Здесь п - целое число, и 

W = /?(cos 8 + / sin 0), z = r(cos ф + / sin ф). 

По определению, вместо выражения (23) можно записать 

Wn = Zy 

Rn(cos 0 + i sin 0)" = r(cos ф + i sin ф). 

Используя формулу Муавра, получим 

Rn (cos п 0 + i sin п 0) = г[(со$(ф + Ink) +i s i n ^ + Ink)}. (24) 

Аргумент ф в правой части этого выражения заменен на ф + 2пк. Это мож-
но сделать, поскольку к является целым числом. 

Из равенства двух комплексных величин следует, что 

Rn = г или R = г* 
И (25) 

Q _ (р + Ink уя 
п 

ще 

к = 0, 1, 2,..., (п - 1). 
Следовательно, равенства (25) позволяют вычислить п корней комплексного 
числа. Следует заметить, что, полагая к = л, мы снова получаем корень, 
соответствующий к = 0. 

3. ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНАЯ ФОРМА КОМПЛЕКСНОГО ЧИСЛА 

Для того чтобы получить третью форму комплексного числа, воспользу-
емся разложением в ряд Тейлора функций 

sin х, cos Xy е \ 

где х - действительное, a z - комплексное число. 
Как известно, указанные разложения имеют следующий вид: 

(26) 
SUlX = X - £ i + £ l 

3! 5! + i l 
7! 

2 4 6 
COS* = 1 _Х ^X 

2! 4! 6! 
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T 2 ,4 
е2 = 1+-L + -L-+.L-+±_+. . . 

1! 2 ! 3! 4 ! 

Полагая z = /jc, последнее разложение можно записать как 
Y 2 Г3

 T 4 T5 

e/jr = 1 + / * - — - / — + — + / — + ... 
2! 3! 4 ! 5! 

ИЛИ 

е" l - £ i + £ l - £ l + 1 + / л - £ 1 + £ 1 - . £ 1 + .. I. (27) 
2! 4 ! 6 ! J l 3! 5! 7 ! 1 

Сравнение формул (26) и (27) показывает, что 

e,jr = cos jc + / sin jc. (28) 

Это замечательное соотношение, полученное Эйлером, имеет многочислен-
ные приложения. Из него следует, например, что 

•21 
е'° = 1, е'2 = / , е'л = - 1 , (29) 

I— 
е ' 2 = - / , е'2л = 1 или е'2™ = 1, (30) 

где п - целое число. 
Из выражений (15) и (28) мы приходим к экспоненциальной форме ком-

плексного числа 

z = г е Т (31) 

Эта форма представления удобна для выполнения операций умножения и 
деления, а также для возведения комплексных чисел в степень и для нахож-
дения их корней. Кроме того, из выражения (31) мы имеем 

In z = In г + /ф. (32) 

Таким образом, действительная часть In z равняется логарифму модуля z, а 
мнимая часть совпадает с аргументом (фазой) ф этого числа. 

Другое важное применение экспоненциальной формы комплексных чи-
сел связано с представлением синусоидальных функций. Рассмотрим в каче-
стве иллюстрации функцию времени 

5(0 = A cos(o)/ + ф), (33) 

где А - амплитуда, ф - начальная фаза. Оба этих параметра не зависят от 
времени, но могут быть функциями от точки наблюдения. 

Согласно определению (28), 

cos jc = Re e±,JC. 

Следовательно, 
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s(t) = A Ree-*ei+f)  

или 

s(t) = A Re ен ф e"*", (34) 

так как A - действительное число. 
Формулу (34) можно также записать как 

s(t) = А Re е,ф е 'ш . (35) 

Вводя обозначение 

A = A е",ф, (36) 

мы вместо (34) получим следующее выражение: 
s(t) = Re Atfim

t (37) 

ще функция А называется комплексной амплитудой. Она содержит инфор-
мацию об амплитуде и начальной фазе синусоидальной функции. Представ-
ление (37) бывает очень полезным при решении дифференциальных уравне-
ний. 



ПРИЛОЖЕНИЕ 5 

ОБЫКНОВЕННЫЕ ЛИНЕЙНЫЕ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ 
УРАВНЕНИЯ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ 

1. Рассмотрим уравнения, которые можно представить в следующем виде: 

+ - + ^ + 0 ) 
dt dt dt 

Здесь ап - некоторые действительные постоянные коэффициенты, t - аргу-
мент, например время наблюдения. 

Уравнение (1) обычно описывает поведение линейной системы, схемати-
чески показанной на рис. 1 в виде прямоугольника. Соответственно, функ-
цию / ( 0 можно интерпретировать как входное воздействие на систему, а 
функцию x(t) - как реакцию системы на это воздействие, т.е. выход. Следует 
заметить, что реальные системы, такие как упругая или акустическая среда, а 
также механические и электрические устройства довольно часто ведут себя 
как линейные системы. 

Из уравнения (1) следуют два важных свойства линейных систем. По оп-
ределению, функция х(0 является решением этого уравнения. Далее, очевид-
но, что если в уравнении (1) функцию f(t) заменить на mf(t), где т есть не-
который постоянный коэффициент, то решением этого уравнения будет 
mx(t). Другими словами, если вход в систему увеличить в т раз, то во столь-
ко же раз увеличится и выход. Предположим, что существуют функции xx(t) 
и X1(Jt), удовлетворяющие уравнениям 

вя ^ 1 ^ + . . . + ^ ( 0 = / , ( 0 
dt 

И 

Я " + - • • + Я Л W = / : ( ' ) . 
dt 

Суммируя эти уравнения и учитывая, что 

i.n U n Is" dt dt dt 

получим 

^ ЁЛинейнаяЁ x^ 
_ . 1 система I л Вход £a||BHHHHJj Выход 

Рис. 1. Модель линейной системы 
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^ r + + - + V W = / , W + h (0 , (2) 
dt dt 

ще 

*W = *iW + *(0. (3) 

Очевидно, что этот результат можно обобщить на произвольное число 
функций fi(t). Это означает, что выход системы, вызванный суммой входов 
/ ( 0 , является суммой соответствующих выходов, т.е. если 

/ W = / i ( 0 +/2(0 + . . . + / . ( 0 , 
то 

МО = X1(Z) + х2(0 + ... + x„W. (4) 

Как отмечалось ранее, этот результат является очень важным свойством ли-
нейных систем. Прежде чем использовать выражение (4), рассмотрим одно-
родное уравнение. 

2. Полагая в (1) f(t) = 0, получим 

+ - + (5) 
dt dt 

Равенство (5) обычно описывает реакцию линейной системы (например, 
смещение масс или ток в электрической цепи) после окончания действия 
функции/(0. 

Решение этого уравнения можно найти методом проб и ошибок. Предпо-
ложим сначала, что функция x(t) имеет вид 

х(0 = Ле Л , (6) 

где А и г не зависят от аргумента t. 
Подставляя формулу (6) в (5), получим 

апг" + а^г"'1 + ... + axr + aQ = 0. (7) 

Таким образом, вместо дифференциального уравнения мы получили ал-
гебраическое уравнение того же порядка п. Конечно, решение уравнения (5) 
можно искать и в несколько другой форме: 

х W = В C4rt
t 

однако конечный результат от этого не изменится. 
Уравнение (7) называется характеристическим и имеет п корней: 
ri* rIt гз»...» т„, 

каждый из которых может быть действительным, мнимым или комплекс-
ным. 

Для каждого корня г, функция 

AfP 
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удовлетворяет уравнению (5). Снова применяя принцип суперпозиции (4), 
получим полное решение однородного уравнения в виде 

x(t) = Al^t + A2^' + ... + Aner-'. (В) 

Очевидно, что функция x(t) удовлетворяет уравнению (5), независимо от 
того, какие значения принимают коэффициенты Ah т.е. данное уравнение 
для каждого набора корней г, имеет бесконечное число решений. Иными 
словами, неизвестные коэффициенты Ai невозможно определить, имея толь-
ко однородное дифференциальное уравнение. Для того чтобы их вычислить, 
необходимо задать начальные условия, т.е. указать значения функции л(/) и 
ее производных в некоторый момент времени г: 

Примеры решения уравнения (5) приводятся в главе 2. 
3. Обсудим далее решение неоднородного уравнения и рассмотрим три 

возможных случая, а именно, когда /(г) является синусоидальной, периодиче-
ской или почти произвольной функцией. 

Покажем, прежде всего, что решение уравнения (1) можно представить в 
виде следующей суммы: 

Здесь Jc0CO - произвольное решение однородного уравнения (5), д:,(0 - неко-
торое частное решение уравнения (1). 

Действительно, подстановка равенства (10) в уравнение (1) дает 

По определению, выражение в первых скобках равняется нулю, а выражение 
во вторых скобках - функции / ( f ) . Таким образом, функция Jt(f), задаваемая 
равенством (10), является также решением неоднородного уравнения (1). 
Решение x^t) уравнения (5) было приведено ранее. Определим теперь вто-
рое слагаемое в правой части выражения (10) - частное решение л;,(г). По-
лагая 

*(') = ф0. *4f) = <Pi. x"(t) = ф2,..., ( 0 = (9) 

*(0 = *o(0 + *i(0. (IO) 

+ TT2 + ^ I — ^ + - + W ' ) = / ( 0 . 
dt dt 

(H) 

/ ( f ) = С COS(G)f + ф), 

перепишем (1) в виде 

(12) 

.(/) d^xAt) / ч ^ / 
— + +... + O0X1O) = Ccos(G)f + ф). 

dt 
(13) 

Помимо этого, рассмотрим также похожее уравнение 
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+ ^ ¾ ^ +.. . + аоУ,(0 = Csin(O)/ + ф). (14) 
dt dt 

Умножая его на /, а затем складывая оба уравнения, получим 
j/T-l 

Тл-1 + + + = С е - * " + « = ^ e " * ' . (15) 
dt dt 

Здесь 

^ = С е~,ф 

является комплексной величиной, и 

zi(0 = * ( 0 - i > i ( 0 . (16) 

Существенно, что 

jc,(0 = Re z,(0- (17) 

Поскольку в правой части уравнения (15) вместо синусоидальной функции 
стоит 

его решение заметно упрощается. 
Это связано с тем, что 

= - i a > e - * \ = Н ' с о ) 2 е - , ш 

л <// 
и в общем случае 

— = H r c o V j t t ' 
dt" 

Благодаря этому поиск функции Zi становится чрезвычайно простой зада-
чей. 

Предположим, что 

Zl(I) = S e r i o t . (18) 

Подстановка этого выражения в формулу (15) дает 

S[(-ico)nan + H w r V i + ... + а0]=е 

и 

S = £ . (19) 
(-/со)" ап + (-ico)" 1 Ott̂ l +... + а0 

Таким образом, переход от равенства (13) к соотношению (15) приводит к 
значительному упрощению. Действительно, вместо дифференциального 
уравнения мы получили простейшее алгебраическое уравнение относительно 
неизвестного S. 
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Формулу (19) можно переписать в виде 

(20) 

где В и P - соответственно амплитуда и аргумент комплексного числа S. 
Как следует из выражения (18), частное решение уравнения (15) дается 

формулой 

z,(0 = В е"ф е"'ш 

или 

Z1(I) = В е~,(ь), + Р). (21) 

Наконец, воспользовавшись равенством (17), получим частное решение ис-
ходного уравнения (13) в виде 

Jc1(Z) = В cos(o) t + Р). (22) 

Величины В и Р, определяемые формулой (19), являются соответственно 
амплитудой и фазой частного решения. Сравнивая равенства (12) и (22), при-
ходим к выводу о том, что если входом в систему является синусоидальная 
функция, то частным решением будет также синусоидальная функция, име-
ющая ту же частоту, но другие амплитуду и фазу. Таким образом, мы пока-
зали, что использование формулы Эйлера заметно упрощает решение урав-
нения (13). Такой подход обычно называется операционным методом. 

4. Согласно формуле (10) полное решение (выход линейной системы) яв-
ляется суммой двух слагаемых: одно из них можно назвать свободными ко-
лебаниями, и оно представляет собой решение x^t) однородного уравнения; 
другое является частным решением X1 (г), характеризующим вынужденные 
колебания системы. 

Таким образом, имеем 

x(t) = Ajev + A1Qr7t +.. . + А„ег"' + В cos(cDt + р). (23) 

Здесь величины гп являются корнями характеристического уравнения. 
Чтобы определить неизвестные коэффициенты Ah необходимо использовать 
(так же, как и в случае однородного уравнения) начальные условия, сформу-
лированные для полного решения *(/). Из выражения (23) видно, что вход 
линейной системы всевда приводит к возникновению свободных и вынуж-
денных колебаний. Поскольку реальные системы всегда являются диссипа-
тивными, свободные колебания x0(t) со временем затухают, и в конце концов 
остаются только вынужденные колебания. В этом смысле можно сказать, 
что если входом в систему была синусоидальная функция, то выходом будет 
также синусоидальная функция той же частоты, при условии, что свободные 
колебания к этому моменту времени полностью исчезли. Это - одно из наи-
более важных свойств линейных систем. Однако необходимо отметить, что 
в начальный период времени, когда еще присутствуют свободные колеба-
ния, полный выход x(t) может существенно отличаться от синусоидальной 
функции. 
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5. Мы описали операционный метод, позволяющий найти решение 
обыкновенного дифференциального уравнения в случае, когда входом явля-
ется синусоидальная функция. Оказывается, что аналогичный подход можно 
использовать при решении линейного дифференциального уравнения с част-
ными производными при условии, что его решение описывается синусои-
дальной функцией. 

Чтобы проиллюстрировать сказанное, рассмотрим следующее дифферен-
циальное уравнение: 

+ Ы + ( 24 ) 
дх2 By2 Bz2 df 

где а - постоянный коэффициент, U - синусоидальная функция времени: 

U = A cos(o) t + ф). (25) 

В общем случае амплитуда А и фаза ф зависят также от координат точки 
наблюдения х, у и z. Поскольку функция U является произведением двух со-
множителей 

А(х, у, zt t) и cos[o> t + ц>(х, у, z)] 

и каждый из них зависит от координат, подстановка этих сомножителей в 
формулу (24) не приводит ни к какому упрощению. В то же время использо-
вание комплексных переменных, в частности формулы Эйлера, становится 
очень эффективным. Чтобы воспользоваться этим, перепишем еще раз урав-
нение (24) в виде 

v 2 v = a iv + a iv + a l v = ( X a v ( 2 6 ) 

Эд:2 Эу2 Bz2 Э/ 

Здесь 

V = A sin(a) t + ф). (27) 

Далее, умножая выражение (26) на - / и складывая получившееся равенство с 
уравнением (24), находим 

V2Z = ¥z+¥z+£z=aBZf ( 2 8 ) 

Bx2 By2 Bz2 Э/ 

ще 

Z(x, у, z9 i) = U(x, у, z, t) + iV(x, у, z91) (29) 

или 
Z(x, у, zf 0 = Z(x, у, z) е-1"' (30) 

и 
Z(x, у, z) = Л е"Г (31) 
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Следует отметить, что решение уравнение (15) также представляется в ви-
де произведения двух функций, одна из которых, х?, является функцией толь-
ко координат, а другая, е"'ш, зависит только от времени. 

Подстановка выражения (30) в уравнение (28) дает 

V2Z+ IdZ = 0. (32) 

Здесь 

к2 = i а со. 
Таким образом, вместо уравнения диффузии (28) мы пришли к уравнению 
Гельмгольца (32) относительно комплексной амплитуды Z. Поскольку урав-
нение (32) не содержит времени, найти его решение относительно просто. 
Как следует из формулы (31), зная Zy затем можно найти амплитуду и фазу 
функции Uy задаваемой выражением (25). Аналогичный подход можно ис-
пользовать и при решении волнового уравнения 

C2 Э/2 * 
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ПРИЛОЖЕНИЕ 6 

РЯДЫ ФУРЬЕ 

1. Синусоидальные функции 

A sin х и В cos х (1) 

являются простейшими примерами периодических функций, причем их про-
изводные и первообразные - также периодические функции. Конечно, суще-
ствует, бесконечное множество других периодических функций, удовлетворя-
ющих соотношению 

/(JC + /) =Z(JC), (2) 

где / обозначает период. 
Примеры таких функций приведены на рис. 1. 
2. В начале 19-го века Фурье показал, что почти любую периодическую 

функцию можно представить в виде следующей суммы: 

f ( x ) = b0 + £ ап sin Azco1X + £ Ьп cos YioylX, ( 3 ) 
Л=1 Л=1 

которая называется рядом Фурье. 
Здесь п - целое число, ап и Ьп - постоянные коэффициенты, не завися-

щие от аргумента jc, и 

C O 1 = ^ . (4) 
/ 

Перепишем выражение (3) в виде 

f ( x ) = + 2 Х Sinca f lx + £ b n cosco„x, (5) 
/1=1 W=I 

ще 

CO7f = az CO1 или c o n = — , / „ = - . (6) 
ln п 

По определению, со„ и In - соответственно частота и период члена ряда с 
номером п. 

В частности, величины Ix = / и CO1 = со первых членов 

ах sin CO1X и bx sin CO1jc 
характеризуют период и частоту самой функции fix). 

Согласно формуле (3) функция fix) представляется в виде суммы трех 
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Рис. 1. Периодические функции а 

-2п 0 2п х 

У 

— ! 
а 

— ! ! ! 
I— 

-71) О 
I 
I 
! TiI 2п I Зп! 
I l l l 
I I I I 

I X 

членов. Первый член Ь0 является постоянной. Второй член представляет со-
бой бесконечную сумму синусоидальных функций, имеющих различные 
амплитуды и частоты: 

я, sin W1X + а 2 sin 2o)jX + а 3 sin Sca1X + ... 

Существенно, что первое слагаемое этой суммы и функция /(х) имеют оди-
наковые частоты. Однако с ростом п увеличивается и частота со„, задаваемая 
формулой (6). 

Следует заметить, что разность последовательных частот равняется Co1: 
о л - GV1 = л Co1 - (п - IJca1 = W1 или 

ACO = C O 1 = - . (7) 
/ 

Третий член в выражении (5) также представляет собой бесконечную 
сумму: 

ах cos CO1X + а2 cos 2со,х + аъ cos Зо^х + ... 

Фазовый сдвиг между членами с номером п в первой и второй сумме рав-
няется Ti/2. Члены этих сумм называются гармониками л-го порядка; в част-
ности Ь0 является гармоникой нулевого порядка. 
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sin (лх) n — 2 P 

VY ж Ч / У Ч . / , ЖА' , > 
2л 

Рис. 2. Функции sin пх и cos лх для 
1,2,3 

Поведение первых членов ряда, имеющих нулевые амплитуды, показано 
на рис. 2. 

3. Очевидно, что равенство (5) выполняется только при определенных 
значениях коэффициентов ап и Ь,п и наша задача состоит в том, чтобы их 
найти. Процедура поиска этих коэффициентов состоит из трех шагов. Нач-
нем с того, что определим b0. Умножая левую и правую части формулы (5) 
на dx и интегрируя в пределах от - //2 до //2, получим 

i £ °о £ оо Z 

jf(x)dx = bQ \dx + Y*an Jsinmo1JCDJC+ J cos mo ,JC dx. (B) 

Поскольку 

Jsin(mo,jc)dx = 
COS(A(I)1JC) , In I ) f 2к I COSl П -COS -П 

12) V / 2 
= O 

J sin( ̂ Ca1JC )dx = - s i n ^ c o I * ̂  -sm In / . ( 271 / n I - Sinl - n  
12) \ 12 

= 0, 

формула (8) принимает вид 

]f(x)dx = lb0 (9) 
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или 

bo-- ]f(x)dx. (10) 

~ 2 

Таким образом, константа b0 определяется площадью под кривой /(JC) на ин-
тервале, равном периоду L 

Чтобы найти коэффициенты <з„, умножим обе части формулы (5) на 
Sin(Zwca1X) и снова проинтегрируем в пределах интервала /. В результате по-
лучим 

2 2 со «> 
j/(X)Sinim(OlX)CiX = bQ JSin(WO)1X+ Y*anMn + ZVv,. > (11) 
I 1 №=1 П=\ 

~2 ~2 

ще 

2 
Mn = J Sm(WO1X) Sin(WG)1X 

Nn= JcOS(ZZ(O1X)Sin(Zwa)1X)JX. 

2 

Здесь т > 1 - любое целое число. 
Используем далее равенства 

sin(w + v) = sin и cos v + sin v cos и 

и (12) 

sin(M - v) = sin и cos v - sin v cos и , 

а также 

C O S ( M + v ) = c o s и c o s v - s i n и s i n v 

и (13) 

C O S ( M - v ) = c o s и c o s v - s i n и s i n v . 

Из них следует, что 
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s i n и s i n v = ~ [ C O S ( M - v ) - COS(M + v)]y  

2 

cos и cos v = - [ C O S ( M - A ) + cos(w + A ) ] , 
2 

sin w cos a = -[sin(w + v) + sin(w - v)]. 
2 

Полагая 

и = n 0),jc и v = m O1JC, 

получим 

(14) 

|со5[(л-/я)с)^]<& - Jcos[(/? + mXo1JcjiJc 
I 

L 2 

(15) 

Последнее выражение равняется нулю при п * т , поскольку разность 
п-т и сумма п + т являются целыми числами. 

При п - т имеем 

м=-
" 2 

jdx- Jc0s(2/m0jjc)</jt 

или Mn = 7/2. 

Таким образом, 

[О п*т, 
Mn=Ii Il " = 

Соответственно, первая сумма в правой части выражения (15) преобразуется 
к виду 

(16) 

ZaM =—а . 
л п т /1=1 2 

(17) 

Из последнего равенства (14) видно, что все интегралы Nn исчезают: 

I b n N n = 0. (18) 
/1=1 

Учитывая, что первый член 

Ь0 J Sin(Zmo1JC)̂ JC 
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также равняется нулю, окончательно получим 

J f(x)sm(mtoxx)dx = ат -

или, заменяя т на п, 

2 2 

ап = - J /(JC ) sin( «СО ,Х . (19) 

2 

Теперь, умножая обе части формулы (5) на Cos(Ho)lX) и выполняя опера-
ции, аналогичные предыдущим, получим 

bn = - J Z ( X ) C O S ( W O ) 1 X ( 2 0 ) 
' 1 

Таким образом, мы показали, что ряд, стоящий в правой части выражения 
(5), совпадает с периодической функцией Z(x), если его коэффициенты b0, ап 

и Ьп связаны с функцией f(x) следующим образом: 

b0=X-)f(x)dx, 

~ 2 

an = — J У ( JC > sin( лгоз t JC , (21) 
J i 

= - Jz(X)Cos(ZICOiJC)^X. / 
~2 

Как отмечалось ранее, / является периодом функции ZW, a Co1 = 2к/1 - ее 
частотой. 

Прежде чем обсуждать свойства рядов Фурье, заметим следующее: 
а) ряды Фурье представляют функцию на интервале, равном ее периоду /; 
б) выражения (21) для коэффициентов были получены в предположении, 

что начало координат х = О совпадает с серединой этого интервала. Напри-
мер, если поместить точку х = О в начало этого интервала, то замена пере-
менной 
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У = X + -
2 

даст 

b0=-\f(x)dx, 
' о 
2 ' 

ап =-\f(x)sm(nuxx)dx9 (22) 1 о 

2 ' 
bn =-\f(x)cos(n&xx)dx. 

1 о 

4. Имеется два случая, при которых ряды Фурье имеют значительно бо-
лее простой вид. Рассмотрим сначала случай, когда f(x) является четной 
функцией: 

/ « = / ( - * ) , (23) 

Поскольку произведения 

f ( x ) Sin(ZlCOLJC) и f ( x ) COS(AZO),JC) 

являются соответственно нечетной и четной функциями по отношению к 
середине интервала JT = 0, коэффициенты ап должны равняться нулю: 

и ряд Фурье принимает вид 

/ ( х ) = b0 + ^ bn COS(AZO)JX), ( 2 4 ) 
л=1 

ще 

b0=-)f(x)dx (25) 

bn = - J /(X)Cos(AZCa1X)̂ X. (26) 
1 о 

И наоборот, если функция /(х) нечетная: 

Дх) = - / ( -х ) , 

то подынтегральное выражение 
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/(jc) COS(AZO)1X) 

также является нечетной функцией и, следовательно, 

Ьп = О, 

включая член Ь0. 
Соответственно, вместо формулы (5) имеем 

/ ( * ) = Ё ап Sin(AZO)1X) (27) 
/»=1 

ап = - J /(X)Sin(AZ(I)1X)^X, (28) 
' о 

поскольку подынтегральное выражение является четной функцией. 
Ряды Фурье для функций, представленных на рис. 1, имеют следующий 

вид: 

7t 4 [ cos 3 д: cos 5 дт cos Ix 
У = COSX+ — + — + ; H — , 

2 Tt V 32 5 7 

_ 2| sin JC ( sin 2 JC ^ sin 3* _ 
У ' 1 2 3 

4а ( . sin 3 JC sin 5 JC у = — srnx + + + ... . 
к V4 3 5 ' 

5. Полезно также представить ряды Фурье в несколько другой форме. 
Как следует из выражения (5), 

/ ( Х ) = b0 + Sin(AZO)1X) + Ьп COs(AZO)1X)]. ( 2 9 ) 

л=1 

Полагая в этом выражении 

ап = Л„ sin ф„ и bn = An cos фя, (30) 

получим 
/ ( X ) = b0 + f x COS(AZO)1X - ф л ). (31) 

Из последней формулы видно, что периодическая функция описывается в 
общем случае постоянным слагаемым Ь0 и бесконечной суммой синусои-
дальных функций, имеющих различные амплитуды и начальные фазы. В то 
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же время, частоты о)„ этих функций задаются выражениями (6). Наборы 
чисел A(COn) и ф(соп) обычно называются амплитудным и фазовым спектром 
периодической функции f(x) (рис. 3, а, б). Поскольку разность последова-
тельных частот равняется конечному ненулевому значению со,, такие спект-
ры называются дискретными. Очевидно, что с увеличение периода /, разница 
между частотами а)л и COrt., стремится к нулю. Можно ожидать, что в преде-
ле / —> оо спектр становится непрерывным. 

6. Пусть функция /(х) удовлетворяет на интервале 

-lfl<x <1/2 

следующим условиям Дирихле: 
а) /(jc) является однозначной, конечной функцией, имеющей конечное 

число разрывов; 
б) /(jc) имеет конечное число максимумов и минимумов. 
Тогда из теории рядов Фурье следует, что во всех точках непрерывности 

ряд Фурье сходится к функции /(jc), а в точке разрыва Jc0 - к значению 

Я*о -С)+ f(x0 +£) ¢2) 

Здесь е - бесконечно малая величина. Данное среднее значение двух предель-
ных ординат естественно рассматривать в качестве значения функции f(x) в 
точке jc = jc0. Некоторые из приведенных выше примеров иллюстрируют это 
интересное поведение рядов Фурье. 

Заметим, что функции jc"1 и sin jc"1 не удовлетворяют условиям Дирихле 
на интервале, содержащем точку jc = 0. 

7. Чтобы продемонстрировать сходимость рядов Фурье, рассмотрим 
функцию 

, j - 1 - r c c j с < 0 , 
7 1 + 1 О < д: < тс. 

Ее ряд Фурье имеет вид 

(33) sinх [ sin 3 х j sin 5 д: ( ( sin(2п - 1)* [ 

2л-1 

Отсюда видно, что, несмотря на то, что функция Дх) принимает постоян-
ные значения в пределах каждого полупериода, на котором каждый из чле-
нов ряда (33) является синусоидальной функцией, сумма sn достаточно быст-
ро сходится Yif(x) на интервале О < х < п (рис. 3). Тем не менее, сходимость 
становится более медленной по мере приближения к точке разрыва, напри-
мер jc = 0, что приводит к необходимости учитывать все больше членов ряда. 
Как видно из рис. 3, в, с увеличением числа п растет также количество мак-
симумов суммы sn, и первый максимум приближается к точке jc = 0. Отсюда 
следует, что в пределе п —> оо значение этого максимума стремится к (1.18), 
а предельная ордината функции /(jc) равна единице. Это явление было от-
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Рис. 3. Спектр периодической 
функции. Эффект Гиббса 
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крыто Гиббсом. Таким образом, представлять функции их рядами Фурье 
вблизи точек разрыва не удобно. 

8. Ранее мы нашли частное решение S1(Jc) линейного дифференциального 
уравнения для случая, когда входом является синусоидальная функция 

/(jc) = A cos(o) г + ф). 

В этом случае 

S1(X) = С COS(O) T + Т) . 

(34) 

(35) 

Предположим теперь, что входом является периодическая функция /(JC) С 
периодом / и частотой о), = 2тс//. 

Тогда частное решение s1 (jc) должно удовлетворять следующему уравне-
нию: 
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( A 1 ( J r ) d" 1J1U) 
— - + a ^ + + = (36) 

dx dx 

Используя разложение в ряд Фурье, получим 

/ ( * ) = + Z COS(ZZO)iA- - ф„). (37) 
/1=1 

Применяя принцип суперпозиции, получим, что частное решение можно 
записать в виде ряда Фурье 

S1(X) = S0 + f x COS(AZO)1A- - T 1 1 ) , ( 3 8 ) 

члены которого можно легко найти. 



ПРИЛОЖЕНИЕ 7 

ИНТЕГРАЛ ФУРЬЕ 

Как было показано ранее, периодическую функцию 

удовлетворяющую условиям Дирихле, можно представить в виде ряда Фурье 

/ ( х ) = bQ + ап sin AZW1X + ]Г Ъп cos Azw1X, (1) 
/1—1 л= I 

ще 

Wn = AZW1 = AZ-у-, (2) 

J_ 

ba=~ )f{x)dx, (3) 
1 

2 

2 2 

а п = - JZ(X)SinAZW1X^X I 1 

(4) 

= - JZ(X)COSAZW1X^X. 
/ 

2 

С увеличением периода разность частот 

Aw = W r t - W ^ 1 = W1 = у (5) 

стремится к нулю, и, соответственно, в пределе / —> оо спектр функции f(x) 
становится непрерывным. В то же время функция fix) перестает быть перио-
дической. Чтобы осуществить переход к предельному случаю, ряды Фурье 
необходимо соответствующим образом модифицировать. 

2. Учитывая формулу Эйлера 

е*'9 = cos ф ± i sin ф, 

вместо выражения (1) запишем 
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или 

/1=1 /1=1 

Здесь 

Как следует из выражений (4), 

с„ = Х- ) f ( X ) ^ d X 

2 

И 

c„ = x-)f (X)C-^dX. 

2 

Здесь п - положительное целое число, /1 = 1,2, 3,... 
Сравнение равенств (9) показывает, что 

^ = 
Ряд (7) можно записать в двух различных формах, а именно: 

f ( x ) = b0+ £ с „ е " ' " ш " 
П=—оо 

ИЛИ 

f ( x ) = b0+ 
H=-OO 

при условии, что в обеих суммах отброшен член с п = 0. 
Из выражений (3) и (9) следует, что 

Ô - С0 - C0, 
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и, следовательно, равенства (11) можно переписать как 

fix)= I X e - " " " * (13) 

или 

/ ( - O = K e 1 шщх (14) 

и эти суммы уже содержат член с п = 0. Следует заметить, что каждая из 
представленных выше сумм совпадает с рядом Фурье (1), поскольку мнимые 
части сумм равны нулю. 

Покажем теперь, как эти достаточно сложные выражения можно эффек-
тивно использовать для получения рядов Фурье в предельном случае, когда 
период / стремится к бесконечности. 

Рассмотрим прежде всего выражения (9) и (13): 

f i x ) = XXe"""" 

C n = - I f ( X ) ^ d X . 
I 1 

Из них следует, что 

/<*> = Т I J / ( X ) ^ d X 
I 

L 2 

ИЛИ 

/ ( * ) = 7 - 1 ]f (X)^dX 
I 

L 2 

e ^ A c o , 

так как 

(15) 

/ = — и CO1 =Aco. 
CO1 

В пределе, при / —» <» поведение функции Дх) перестает быть периодическим 
и становится произвольным. Поскольку разность соседних частот стремится 
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к нулю, Aco -» 0, сумму в правой части равенства (15) можно заменить ин-
тегралом по всем частотам: 

/(Jc) = J/^(coje-^dco, (16) 

ще 

Ясо)= JZ(JC)CtorAo. (17) 

Последние два выражения представляют собой преобразование Фурье 
функции ZW, а функция Zr(Co) называется спектром функции ZW или ее 
комплексной амплитудой. Таким образом, в отличие от периодических 
функций, произвольная функция ZW описывается синусоидальными гармо-
никами всех возможных частот. Иными словами, такие функции характери-
зуются непрерывным спектром. Функцию Z W можно представить в несколь-
ко другом виде. 

Используя выражения (9) и (14), получим 

/ ( * ) = 7 f If(X)C-^dX k W(I)1Jr 

или 

2 я „ ^ 
I f ( X ) ^ d X 

L 2 

е'^Асо. 

Рассматривая предельный случай, приходим к другой паре преобразований 
Фурье: 

/ ( * ) = — jF (co )e ' ^co 
2 к L 

Z7(O))= ]f(x)t*»dx. 

(18) 

Безусловно, обе формы преобразования Фурье являются эквивалентными, и 
в дальнейшем мы будем использовать первую из них, задаваемую выражени-
ями (16) и (17). 

3. По определению, спектр F(со) является комплексной функцией, кото-
рую можно записать как 
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F(O) = Re F(w) + i Im F(W) (19) 

или 

F(co) = IF(W)Ieiww*. (20) 

Подставляя последнее выражение в преобразование Фурье (16), получим 

/ ( J C ) = - L ] ^ ) | е - ' ( ш - ф ) Л о . (21) 
2 71 

Это означает, что произвольную функцию можно представить в виде бес-
конечной суммы синусоидальных колебаний 

—|F(co)| е " ' 4 ^ , (22) 
2 к 

имеющих бесконечно малые амплитуды и разные частоты и фазы. 
Рассмотрим некоторые важные свойства этого спектра. Прежде всего, из 

равенств (17) следует, что спектры Fl(Co) и F2(Co) равны друг другу: 

F1(Co) = F2(Co), (23) 

если равны соответствующие функции 

/i (x)=f2(x). 

Из выражений (17) и (19) имеем 

Re F(co) + i Im F(co) = ]f(x)ei(i"dx 
или 

R e F(co ) = J /(JC ) COS(O)JC )dx (24) 

Im F(co) = J /(jc)sin(cojc)djc. (25) 

Следовательно, действительная и мнимая части спектра являются соответст-
венно четной и нечетной функциями частоты: 

Re F(co) = Re F(-<o) 
и 

ImF(co) = - ImF(-<o) . (26) 

4. Перепишем выражение (16) в другой форме. Используя формулу 
Эйлера, получим 
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/ (J t ) = - J ( R e F + /ImFXcoscox -/sincox)<ico = 
2л L 

= — J [Re F(o>) cos cojt+ Im F(co) sin cojt ]<ico + 
2k 

+ — f [Im F(co)coscojt -ReF(o))sincox]dG). (27) 
2я Jl0 

Учитывая, что подынтегральное выражение во втором слагаемом являет-
ся нечетной функцией, формулу (27) можно упростить следующим образом: 

1 00 

/ ( * ) = - £ J[Re F(co)coscojt + Im F(co)sincox]<iG). (28) 

Поскольку /(jt) - действительная функция, естественно, что мнимая часть 
выражения (27) обращается в ноль. 

Предположим, что функция/(х) ведет себя следующим образом: 

/<*> = {°„ (29) 
[Дх) х > 0. 

Далее, полагая, что Jt в выражении (28) является отрицательным, получим 

О = — ?[Re F( co)cos(-cojt) + Im F(co)sin(-cox )]do 
2л JL 

или 

1 00 

0 = — f [Re F(o)) cos сох - Im F(a)) sin cox ]da>. (30) 
2л 

Здесь x положительно. 
Суммирование выражений (28) и (29) дает 

1 00 

/ ( * ) = — J R e F(ca)cosсох did 

или 

2 

Я о 
/(JC ) = 1 J Re F(O)) cos сох dco, 

поскольку подынтегральное выражение является четной функцией часто-
ты со. 
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Таким же образом из выражений (28) и (30) получим 

/( jc) = ~ J l m F(Oa)SinCOJC Jco. (32) 
К о 

Последние два равенства называют соответственно косинус- и синус-
преобразованиями Фурье. 

Они позволяют вычислить значения произвольной функции /(*), задавае-
мой выражением (29), по одной только действительной, либо мнимой части 
спектра. Интегрирование осуществляется только по положительным часто-
там. Заметим, что из формул (31) и (32) следует, что 

J Re Z7(Co) cos COJC dco = JlmF(co)sincojc<ico. (33) 
о о 

Последнее выражение показывает, что мнимая и действительная части спект-
ра связаны друг с другом. Иными словами, функции 

ReF(co) и ImF(co) 

не являются независимыми. 
5. Рассмотрим несколько примеров, иллюстрирующих поведение спектра 

F(W). 

Пример 1 

Рассмотрим следующую функцию/(JC): 

/ ( * ) = /°{е-<« * > 0 . ( 3 4 ) 

Ее поведение показано на рис. 1, а. Как следует из формулы (18), 

F(U) = Z0Jt-ai^dx = 
о а - /со 

или 

^CD) = /о V L T + % - T 1 L T • ( 3 5 ) 2 2 «'О 2 2 а +со а +со 

Очевидно, что действительная и мнимая части спектра являются соответст-
венно четной и нечетной функциями. Таким образом, амплитудный и фазо-
вый спектры есть 

I f H = - T T = T ' Ф = (36) V Ot +CO2 а 
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б 
|F(o)) | /a 

co/a 

f(x) 

co/a 

Рис. 1. Функции и спектры 

Их поведение существенным образом зависит от параметра а (рис. 1 б, в). В 
предельном случае ступенчатой функции, a = 0, имеем 

|F(a»| = £ и Ф = £ . 
' со 2 

(37) 

В частности, отсюда видно, что в спектре доминируют низкие частоты. 

Пример 2 

В этом примере рассмотрим функцию, описывающуюся прямоугольным 
импульсом (рис. 1, г): 

о 
2 

т= /о 2 2 

О 

(38) 

Спектр этой функции дается выражением 
JC 
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или 

ч г s in (ОТ/2 / о т 
F ( C O ) = Z 0 T — , (39) 

(от /2 

где Zô  - площадь импульса. 
В этом случае спектр функции является действительным, т.е. все синусои-

дальные гармоники имеют нулевую фазу. Поведение амплитуды определяется 
отношением 

sin (от /2 

(от /2 

6. Ранее мы описали решение линейного дифференциального уравнения 
для случаев, когда правая часть f(x) являлась либо синусоидальной, либо пе-
риодической функцией. 

Рассмотрим теперь случай функции f(x) с практически произвольной за-
висимостью от х. Спектр этой функции известен и задается формулой (17). 

Частное решение S l ( J t ) уравнения 

d"s,(x) d*~lsAx) , ч j., ч + + /<*) (41) 
dx dx 

можно также представить как 

S1(X) = - JS1(CO)e-^CO. (42) 
2к 

В этом выражении функция S l ( J t ) и ее спектр S 1 ( C o ) неизвестны. 
Подстановка соотношений (16) и (42) в равенство (41) дает 

}[ял(-/со)Л + ^ ( - / ¢ 0 ) ^ 4 . . . + ^ ^ ( ^ ) 6 " ' ^ = j F ( c o ) e " ^ c o . (43) 

Поскольку равенство функций означает, что равны также и их спектры, 
получаем 

S 1 (CO) = . ( 4 4 ) 
^(-/(О)" + an_l(-i(o)n~l +... + O0 

Зная спектр S 1 ( C o ) частного решения и применяя первое из преобразований 
Фурье (16), мы можем определить функцию S 1 ( J t ) . 

7. Следующее применение преобразования Фурье связано с решением 
дифференциального уравнения в частных производных следующего вида: 

V 2 U - O i ^ - P ^ = O. (45) 
Э/ эг 

Здесь U - функция времени и координат точки наблюдения, а и P - не-
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которые постоянные. Например, полагая либо а = 0, либо р = О, мы при-
ходим соответственно к волновому уравнению или к уравнению диффузии. 

Чтобы упростить решение уравнения (45), используем интеграл Фурье 

U(JC, у, z, 0 = — f^(JC, у, Zy сo)e",av^(o. (46) 
2 к Z30 

Подстановка этого выражения в уравнение (45) дает 

— J [V2^r + /соай' + Р(о2^]е",ауб/(о = О 
inL 

или 

V2TC + k2TC = 0, (47) 

ще 

к2 = / со а + р (о2. - (48) 

Уравнение (47) является уравнением Гельмгольца относительно ком-
плексной амплитуды ТС(х, у, z, to), и оно, конечно, проще уравнения (45), 
поскольку функция не зависит от времени. Найдя функцию TC и исполь-
зуя далее интеграл Фурье, мы можем получить решение уравнения (45). 



ПРИЛОЖЕНИЕ 8 

ИНТЕГРАЛ ДЮАМЕЛЯ 

Предположим, что скалярный потенциал падающей волны меняется во 
времени как функция, показанная на рис. 1. Очевидно, что эту функцию 
можно представить в виде суммы ступенчатых функций с амплитудой Дф(т), 
где т -момент времени, в который происходит возбуждение волны. Предпо-
ложим также, что потенциал вторичной волны, вызванной единичной сту-
пенчатой функцией, известен и описывается функцией A(t - т). Очевидно, 
что источник в виде ступенчатой функции с амплитудой Дф(т) возбуждает 
волну, потенциал которой равен 

Дф(т) Л ( г - т ) . 

Суммируя действие всех ступенчатых функций в различные моменты вре-
мени, находим, что вторичный потенциал равняется 

ф5 (/) = ф(0)Л(/) + £ Дф(т)А(/ - т ) = Ф(0)Л(Г) + A(t - т)Дт. 
х=0 X=O дх 

Как видно из рис. 1, приближенное выражение 

Д ф ( х ) = М 1 ) Д т 
дх 

становится все более точным по мере уменьшения интервала Дт. 
В предельном случае, когда Дт стремится к нулю, мы получаем интеграл 

свертки 

Ф 5 (0 = ф ( 0 ) A ( t ) + \ ^ A ( t - (1) 
о x̂ 

Рис. 1. Представление 
через интеграл Дюамеля 



который называется интегралом Дюамеля. Он позволяет для произвольной 
падающей волны найти вторичную волну, при условии, что функция Ajt - т) 
известна. Интегрируя по частям правую часть формулы (1), получим 

9 s ( 0 = 9(/M(0) + j 9 ( x ) ^ ^ A x . (2) 
О Bx 

Этот интеграл называют второй формой интеграла Дюамеля. Точно та-
кое же представление можно использовать в тех линейных системах, для ко-
торых известен отклик ступенчатой функции. 



ПРЕДМЕТНЫЙ УКАЗАТЕЛЬ 

Акустическая длина 382, 409 
Акустический потенциал 170, 445 
Бесселя 

уравнение 198 
функции 198, 263 

Ближняя зона волнового поля 169, 180, 215 
Бойля - Мариотта закон 125 
Буге формула 406 
Векторная линия 452 
Волновая группа 332, 342 
Волновое уравнение 65, 66, 122, 129, 170, 193, 246, 298, 348, 363 
Волновое число 104, 162, 217, 329, 343 
Волновой фронт 63, 195 
Волны 

акустические 110, 136, 245 
головные 216, 420 
дилатации 110, 169, 181 
нестационарные 157, 192, 235, 332 
отраженные 69, 87, 369, 409 
плоские 86,166,181, 204,205 
поперечные 99, 158 
преломленные 69, 371, 413 
продольные 99, 110 
проходящие 69, 87, 409 
растяжения 63 
Рэлея см. Рэлея волны 
сжатия 63 
синусоидальные 64, 104 
Стоили см. Стоили волны 
стоячие 108, 200, 332 
сферические 169, 276 
упругие 138, 245, 449 
цилиндрические 169, 192 
P l lO 

Вторичные источники 231, 277, 371 
Галилея принцип 16 
Ганкеля функции 200, 202 
Гаусса - Остро градского 

теорема 236, 237 
формула 458 

Гельмгольца 
теорема 470 
уравнение 136, 157, 198, 235, 238, 373 
формула 154, 235, 240 

Гельмгольца - Кирхгофа формулы 235, 274, 298 
Геометрическая акустика 308, 330, 373 
Годограф 402 
Градиент скалярного поля 376, 445 
Граничные условия 66, 106, 129, 149, 171, 241, 246, 394, 427 
Гука закон 32, 61, 71, 96, 99, 119, 130 
Грина 

формулы 237, 475 
функция 237, 244, 252 



Гюйгенса - Френеля принципы 283, 393,427 
Дальняя зона волнового поля 181 
Дюамеля интирал 73, 513 
Даламбера 

метод 67 
формула 300 

Дивергенция векторного поля 128, 236, 455 
Дилатация 128, 174 
Длина волны 105, 123, 163, 190, 214, 247, 262, 28 
Дирака дельта-функция 23 
Дифракция волн 216, 367, 373 
Дифракционная картина 258, 262 
Длина пробега 

атома 111 
молекул 123 

Жесткость 95 
пружины 32, 61 
струны 99 

Закон сохранения 
импульса 29 
массы 128 
энергии 20, 144, 154 

Затухание 37, 49, 99, 151 
критическое 40 

Зоммерфельда условия 244 
Импульс 

начальный 39 
силы 16, 59 
центра масс 28 
частицы 16 

Интенсивность волны 218, 259, 368 
Интерференция 

волн 215, 216, 256, 332 
конструктивная 109, 221, 256, 338 
деструктивная 109, 221, 256, 338 

Источник 
линейный 155, 194 
элементарный 169, 194, 219 

Кирхгофа 
граничные условия 248, 266 
приближение 371 
теория 235, 245, 255 
формула 154, 274 

Колебания 
свободные 32, 34 
синусоидальные 35, 50 
вынужденные 32 

Количество движения 16, 20, 126 
Комплексная амплитуда 136 

потенциала 136 
смещения 57, 136 

Координатные линии 442, 446 
Коэффициент 

жесткости пружины 32, 61 
трения 41 

Кривизна луча 378 
Кулона - Мора закон 37, 50 
Лагранжа интеграл 381, 409, 423 
Лапласа уравнение 160, 474 
Лапласа интеграл 270 

516 



Лапласиан 133, 320,472, 473 
Логарифмический декремент затухания 43 
Луч 

отраженный 384, 409 
преломленный 394, 409, 413 

Метод стационарной фазы 346 
Модуль всестороннего сжатия 169 
Начальные условия 23, 36,153, 170, 186, 298, 349, 487 
Начальная фаза колебаний 35 
Ньютона законы 13, 32,49, 65,73, 91, 103, 120, 129, 280 
Нормальные моды 105, 109 
Нормальные поверхности векторного поля 459 
Однородное полупространство 158 
Первичный источник 144, 162, 215, 433 
Период колебаний 36, 97, 186, 338 
Плотность потока энергии 144 
Поле 

векторное 18, 136, 236, 449 
волновое 74, 135, 170, 174, 215, 369 
времен прихода волны 428 
гравитационное 19, 32, 129, 136, 241 
источников 136, 381 
магнитное 136 
скалярное 375, 429, 445 
электрическое 19, 136, 241 

Пойнтинга вектор 110, 140, 144, 147, 400 
Положение равновесия 42 
Поляризация 

линейная 24 
эллиптическая 24 

Поток энергии 110, 140, 144 
Поток векторного поля 452 
Принцип суперпозиции 45, 73, 194, 223 
Промежуточная зона волнового поля 169, 180 
Пуассона 

дифракция 316 
формула 298, 307 

Работа 16, 20 
Резонанс 47 
Регулярная точка 18, 128, 149, 171, 425, 445 
Ротор векторного поля 18, 131, 381, 464 
Рэлея волны 25, 110 
Свободная граница 89 
Свободная поверхность 159 
Сдвиг фаз 36,217, 231,369 
Сила 14 

внешняя 22, 34, 79 
внутренняя 100 
гравитации 158 
консервативная 20 
сопротивления 37 
трения 39, 49 
упругая 32, 37, 79 

Скалярный потенциал 134, 170, 235, 284, 373 
Скалярное поле 374, 429, 445 
Скорость 

волны 60 
групповая 71, 332 
фазовая 71, 125, 192, 332 
частиц 13 



Снеллиуса законы 231, 369, 371, 389, 423 
Стационарная точка 357, 361 
Стокса 

теорема 381 
формула 468 

Стоили волны 25, 110 
Суперпозиция 

синусоидальных волн 65, 107 
синусоидальных гармоник 98 
сферических волн 194, 216 
элементарных волн 203, 215 

Теорема 
взаимности 249 
единственности 110, 149 

Тейлора ряд 118, 344, 414, 482 
Точка поворота луча 418 
Удельные потери 44 
Уравнение 

волновое 59, 122, 129, 193, 301 
луча 377, 398 
переноса 321 
характеристическое 38, 486 
эйконала 323 

Фаза волны 104, 217 
Ферма принцин 381 
Фраунгофера 

приближение 234, 253 
дифракция 255 

Френеля 
дифракция 225, 255, 266, 271 
зоны 288 
интегралы 269 
постулат 288 
приближение 223, 253 

Френеля - Кирхгофа дифракция 251 
Фурье 

интеграл 54, 204, 271, 348, 503 
преобразование 275 
ряд 98, 136, 492 

Циркуляция векторного поля 461 
Частота 

внешней силы 46 
естественная 35 
круговая 104, 162, 186 
свободных колебаний 45 
собственная 110 
угловая 23 

Частотный отклик 51 
Эйконал 320, 371, 373 
Эйлера формула 41, 191, 483, 489 
Элементарный объем 28, 111, 191, 280, 442, 4: 
Элементарная масса 13, 73 
Энергия 

кинетическая 19, 20, 34, 60, 140 
потенциальная 16, 20, 34, 60, 140 
полная 29 
механическая 20, 34 
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